Losningsforslag till tentamen i matematik TMV 138, 20150413, f.m.

1. Berikna foljande integraler...

1
(a) / z? - sinzder = 0 eftersom integranden #r produkten av en jamn funktion 22 och en
-1

udda funktion sin z upphéjt till en udda exponent 3 och saledes en udda integrand. Dessutom
dr integrationsintervallet symmetriskt.

(b)

= — e 3% dx = =Bz —1) (- e37]° 1 = e 3%dy =
/O(:m 1) de ={P1} = [(3z — 1) (-1/3) ]0+3/0 3 d
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/ Inzde = {var. subst. Inz =t, z = e, dox = e'dt} = / tet dt = [(t — 1)et]17oo =0.
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2. Los differentialekvationerna...
(a)
dy 1 1

dx
zy' (z) +y(2)’ =0& ;:f/Ec)lnz+C’:§@y:m.

Randvillkoret y(1) = —1 ger

1 1

—l=———=—_—&C=—-lsiatty =
Ctlnl © ety
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(b)
Y (t) = 3y (t) + 2y(t) = €' .

r=1
r=2
yp : Vi ser att HL ingrd som term i yy,, s att vi ansitter yp, = y = At !, som ger

y" — 3y + 2y = (44 + 4At) — 3(A + 2At) 4+ 2At)e? = Ae?' = 2 & A=1.
HL

yp : Karakt. ekvr? —3r+2=0 & { Jsdattyp, = Cret + Co 2t

Séldes ir yp = te?* ochy = (t + C1)et + Cae?t.
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1 Int
ty'(t) +yt) =2Int <y + TY= QHT medIF = et =¢.
DE:n kan ekvivalent skrivas

2Int
(ty) = Tn sty=(Int)2+C

Med y(1) = —2farvi —2 = 02 + C, sdatt C = —2. Svar: y = (Int)2 — C. 9p
3. (a) Ange Maclaurinutvecklingen av h(x) = In(z? + 1) cosz av ordning 6... Polynomen av
tillréckligt hog grad.

Som ger Maclaurinpolynomet
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pole) = 2% — T4 (1/4+1/M)a® = o — T 4 - a®
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(b) Givet Maclaurinserien f(z) = Z o Mot vilken funktion konvergerar serien...
k=1

oo k
fz) = —1+l;) (2;:!) =€ _Joch f(1)=e>—1.

(c) Berikna summan av serien S...

Losning: En geometrisk serie med || = |2/7| < 1 och allsta konvergent.
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4. Givet ytan som begrinsas avy = v/1 — x2 och z—axeln, dir 0 < z < 1. Berikna volymen av den
kropp som bildas da ytan roterar kring

(a) x—axeln:
1
2
Va :/ 7(1 —z?)dz = il
0 3

(b) y—axeln:

1
2
Vy:/ 2rz\/1 —2?de = —
0

T
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(c) Rotationskropparna i (a) och (b) dr bada tva halvklot med radie 1.
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Givet kurvan (z(t),y(t)) = (cost,sin2t) i forsta
kvadrant, se figur.
Berikna arean av den yta D som kurvan tillsammans
med z—axeln begrinsar i forsta kvadranten... 0
1 0 /2 D T2 2
/ sin2t(—sint)dt:/ sin2t(—sint)dt:2/ sin? | egslt dt =|| £ lsinf | =-.
=0 /2 0 3 ] x 3
1
Figur till uppgiften 6p
> 1
6. For vilka reella tal o dr integralen / — dx konvergent respektive divergent? Bevis: Antag forst
T
att o # 1.
b1 1
—dr = —— (blf"‘ — 1170‘) .
1 x@ 11—«
Nu dr blim b= =0,oma > 1lochb1=® — 00, om a < 1. Slutligen, for o« = 1 dr integralen
—00
b1
/ —dx =1Inb— o0, dab — oo
1 ot
Dett visar att integralen dr konvergent omm « > 1. 5p
ad 1
7. Betrakta integralen ——dx.
& /; v/ x® 4+ 1

(a) Konvergens: For o = 0 r integralen divergent och saledes for mindre o. For o > 0 kan vi
uppskatta integranden

1
T/ x® 4+ 1

Integralen #r alltsa konvergent for o > 0

>1Ax*a/27
T

1
_moch1+a/2>1.
x

(b) Berikna integralen...

Ve Fl=t, o=t -1V >
1

/Oo L de = de = — (* — 1)/ '2tdt
- dx = o
1 V/TeF1 x — grinser: 1 < z < 0o

t — grénser: V2 <t< oo

Integralen blir
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