Tentamen

Losningsforslag: Linjir Algebra E/M/Td/V/Z

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mgjligt) ett blad.

(a)

(b)

()

(f)

003 O
N -1 0 0 O

Ange virdet av 020 0 (2p)
0 00 =5

Svar: 30

Ange en trappmatris som #r radekvivalent med totalmatrisen for ekvationssy- (2p)
stemet

rT — X9 + 2x3 =1
201 + x0 — x3 =2
—x1 + 2x3 =3
1 -1 2|1
Svar: 0 3 5|0
0O 0 712
Ange den symmetriska koefficientmatrisen till den kvadratiska formen (1p)
Q(z1, 79, 73) = 223 — 13 + 23 — 22129 + 47173 + 63273,
2 -1 2
Svar: -1 -1 3
2 31
- . . 31
Ange egenvirden och motsvarande egenvektorer till matrisen { 1 3 ] . (3p)

Svar: Egenvirden 4 och 2. Egenvektorer till egenvérdet 4 &r ¢ [ 1 ] , t#0.

Egenvektorer till egenvérdet 2 ar ¢ [ _1 ] , t#£0.

Ange bas for nollrum till [ L= ]

2 1 01
Svar: {[-1 2 1 0], [0 =1 0 1]"}

Lat P vara en ortogonal matris. (3p)

Ange P [ (1) } da P [ i ] = [ (5) ] (tva mojligheter).

Svar:

4
5
3
5

Till resterande uppgifter skall du lamna in fullstéindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Lat

(a)

2 3 -1
A=1]6 8 -2
2 5 =2

Bestam LU-faktoriseringen av A. (3p)
1 00 2

Svar: L= 3 1 0, U={[0 -1 1
1 -2 1 0



1 2 0 0
1 0 -2 1
-1 -1 1 -1
1 1 -1 0

(a) Bestdm en bas for Col(A).
Losning och svar: Pivotkolonnerna nr. 1, 2 och 4.
Altsaar{[1 1 -1 1]7,[2 0 =1 1]7,[0 1 =1 0] }enbasfor
Col(A).
(b) Bestédm en ON-bas fér Col(A).
Lésning och svar: Gram-Schmidt processen och normering ger ON-basen:

(33 131 [H —m ool oo & K]

4. Anpassa med hjilp av minsta kvadratmetoden en andragradskurva y = a+b-t4c-t> (6p)
till foljande data

t]-2
5

0o 1 2
y| 0 1

-1
0 -2
Rita en beskrivande figur.
Berdkna ocksa medelfelet.
OBs: Om X é&r minsta kvadratlosningen till Ax =y och n &r antalet méitdata

(métpunkter), sa dr medelfelet € = ||AX —y||/v/n

Loésning och svar: Konstanterna a, b, ¢ skall uppfylla:

a —2b +4c = 5
a —1b +1lc¢ = 0
a +0b +0c = 0
a +1b +1lc = =2
a +2b +4c = 1

Detta system saknar 16sning. Minsta-kvadratmetodens I6sning till Ax = b dr 16sning
till AT Ax = ATb.

1 -2 4 5
1 -1 1 0
DaA= |1 0 0| ochb= 0 | ar
1 1 1 -2
1 2 4 1
5 0 10 4
ATA=1| 0 10 0 | och ATb= | —10
10 0 34 22

Projektionen av b pa Col(A) &r

1 -2 4 24
1 -1 1 -8 4
1 00 -1 |=1%] -6
1 11 1 —6
1 24 4

24 5 ~1

4 0 4

Felvektorn éir% —6 | — 0 :% —6

—6 —2 4



Medelfelet € = ||AX —y||/v/n = || % —6 ||/\/5: %
4
—1

5. Lat T : R? — R3 vara den linjira avbildning som ges av att 7'(x) #r speglingen av (6p)
X i planet x1 — 2xo + x3 = 0.

(a) Bestim en bas B for R3 i vilken matrisen fér T #r en diagonalmatris. Ange
denna diagonalmatris D och bestim [T'(x)]g da [x]g = [1,2,3]%.
Svar: Varje bas for R?, som bestar av tva vektorer i planet och den tredje orto-
gonal mot planet, duger. Till exempel kan B = {[2,1,0]T, [-1,0,1]T, [1,-2,1]T}
véljas.
Matrisen for T &r da D =diag(1,1, —1).och [T'(x)]s =diag(1,1, —1)[1,2,3]" =
[1,2,-3]T.
Med annan ordning pa vektorerna i basen kan minustecknet flyttas.

(b) Ange basbytesmatrisen P fér koordinatbyte mellan standardbas och basen B.
Bestim x och T'(x) da [x|s = [1,2,3]T.

2 -1 1
Svar: Kolonnerna i P ar basvektorerna ovan. Har ar P = | 1 0 -2
0 1 1

x = P[x|p = [3,-5,5]T och T(x) = P[T(x)|5 = [-3,7,—1]7.

(c) Vilket samband rader mellan standardmatrisen M fér T och matriserna P och
D ovan.
Svar: M = PDPL.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte  (6p)
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) For alla kvadratiska matriser A, B och C, giller att
om A# 0och AB=ACsa éar B=C.

Svar: Falskt

(b) For alla kvadratiska matriser A, B och C, géller att
om det(A) # 0 och AB = AC sa ar B =C.

Svar: Sant
(¢) Om Rank[A|b] = Rank(A) sa har ekvationen Ax = b minst en 16sning.

Svar: Sant

(d) Om det(A — AI) = 0 har en dubbelrot 4, sa maste egenrummet, som hor till
egenvirdet 4, vara tvadimensionellt.
Svar: Falskt

() Om A &r en symmetrisk matris och det(A — AI) = 0 har en dubbelrot 4,
s& maste egenrummet, som hor till egenvérdet 4, vara tvadimensionellt. Sant
Svar: Sant

(f) Det finns en 6 x 3-matris, A, sidan att (Col A)* har dimension 2.
Svar: Falskt

7. Antag att {vy, va, ---, vp} dr en ortogonal méngd av nollskilda vektorer i R".  (6p)
Bevisa att {vq, vo, ---, vp} ér linjirt oberoende.

Svar: Se boken, 6.2 sats 4.



