Ekvationssystem, Matriser och Eliminations-
metoden - En inledning

1 Ekvationssystem - matrisformulering.

Vi sag att ekvationen Az + By + Cz = D betyder ett plan i rummet R® och az + by = c eller y = kx +m
betyder en linje i planet R?.

Flera sadana ekvationer kan bilda ett system av ekvationer, ett ekvationssystem, och en 16sning till ett sadant
ekvationssystem &r alltsa punkter som ligger pa alla planen (eller linjerna) i systemet.

OBS: Om vi betraktar punkter (z,y, z) i rummet som uppfyller ekvationen Az + By = D sa bildar dessa
punkter ett plan trots att ekvationen ser ut som ekvationen for en linje (i planet) ty ekvationen &r egentligen
Ax + By + 0z = D i R3. Om inget annat siigs sa bestimmer de forekommande variablerna om vi dr i planet
eller rummet.

6z + Sy + z = 45
och b) b + 2y — z = 23.
B3z — 7y + 2z = 6

r + 2y

Betrakta ekvationssystemen a) { dr + By i 6

Vi ser att i bada dessa system sa ar antalet variabler lika med antalet ekvationer. Lat m och n vara tva
positiva heltal. Det allménna ekvationssystemet &ar

a11r7 + Qs + ... + anT, = b1

211 + Q2Ty + ... + GQonT, = bg
(1)

Am1T1 + Ama®2 + ...+ AppTn = bm

dér a;; for 1 <i < m, 1 < j < n é&r (de kdnda, eller givna) koefficienterna i ekvationssystemet, m #r antalet
ekvationer och n &r antalet variabler (eller sa kallade okénda). Losa ekvationssystemet innebér att finna alla de
mojliga, om nagra, virdena pa de okénda variablerna x;, 1 < j <n.

m = n kallas ekvationssystemet for kvadratiskt,
Om m<n -11- underbestiamt,

m>n /- Overbestamt.



En 16sning till ekvationssystemet (1) &r en punkt (z1,xs,...,x,) € R™ som uppfyller alla m ekvationerna.

Genom att betrakta t ex ett ekvationssystem bestaende av tva linjer i R?, som i (a) ovan, sa ser vi att for
losningarna sa ér bara tre olika fall mojliga:

Ex:

Samma forhallande (ingen losning, exakt en 16sning eller odndligt manga 16sningar) géller for alla ekvationssy-
stem (kraver bevis; vi genomfor inte det beviset).

Sats Ett allmént ekvationssystem har precis en 16sning, ingen 16sning eller odndligt manga 16sningar.

Bevis: Genomfors med hjélp av eliminationsmetoden nedan; men det beviset genomfor vi alltsa inte. O

2 Hur l6ser vi ett ekvationssystem? - Eliminationsmetoden

Tva delmetoder: eliminationsmetoden och substitutionsmetoden, varav eliminationsmetoden ér den fundamen-
tala och grunden for ett systematiskt, automatiskt l6sande som ldmpar sig vél for anvandande i berdkning med
datorer.

Strategi: Gora enkla operationer (s k radoperationer) och fa ett nytt enklare ekvationssystem med samma
16sningar.

Ex: Vilka operationer forandrar ej losningsméngden? Dessa forédndrar ej 16sningsméangden:

+ oy =

r 4+ oy = 2 dér vi alltsa bytt plats pa raderna.

i) Losningar till { < losningar till {

+ ¥ 1
- + y = 2
ii) Losningar till 2z + 2y = 4 < losningar till $(2z + 2y = 4) <

ty =1 & losningar till { © + v o= 1 < losningar till
—r 4+ y = 2 <+ 2y = 3 ¢

r + y =1
- + y = 2

16sningar till z +y = 2.

iii) Losningar till {



Definition(Elementéra radoperationer)

1) Byte av plats for ekvationer, rader.
2) Multiplikation av en ekvation, rad, med en konstant # 0.

3) Multiplikation av en ekvation, rad, med en konstant, laggs till en annan ekvation, rad.

Sats Elementira radoperationer pa ett ekvationssystem forédndrar ej 16sningsméangden.

“Bevis”: For en idé eller skiss, se senaste exemplen ovan.

Grundfragor for ett ekvationssystem:

1) Existens av 16sning till ekvationssystemet; dvs finns det nagon l6sning?

2) Om det finns en 16sning till ekvationssystemet, &r den da unik (eller entydig; dvs enda l6sningen) eller finns
det fler 16sningar?

Strategi (for att 16sa ett ekvationssystem): Matrisnotation undertrycker variabelnamnen och skapar pa ett
entydigt vis ett tillhorande talschema; en s k matris. Det blir da mindre och smidigare att skriva ner/genomfora
l6sningen; direkt skrivméssigt men ocksa genom att anvidnda rdknande med matriser (matrisformulering med
matrismultiplikation etc; vi tar inte upp det hiar men det &r en mycket givande teknik som man kan lara sig i
en (efterfoljande) kurs i linjdr algebra).

_ 6r + Sy + z = 45 6 5 1 |45
Exempel:{jxigy:g <i§2), Sr + 2y — 2z = 23 & | 5 2 —1]23
y = 13z — Ty + 2 = 6 13 -7 1|6
ainr a2 ... Qi | b
. . 921 a922 ... (QAgp b2
Allménna ekvationssystemet (1) ovan <
m1 Am2 ... Gmp bm

Har kallas talen a;; till vénster om (sett fran ldsaren; ej fran linjen) den heldragna, lodréta linjen i matrisen,
for koef ficientmatris och talen b; till hoger kallas hogerledsmatris och hela matrisen, med a;; och b;, kallas
totalmatris. Ofta skrivs hogerledsmatrisen som HL eller (b;), koeflicientmatrisen som (a;;) och totalmatrisen
som (a;;]b;).

Strategi: Overfora totalmatrisen m h a elementéra radoperationer i en triangulir form.

Definition: I en matrisrad kallas det forsta nollskilda talet i raden, for ett ledande element. O

Definition (Trappstegsform eller triangulir form eller rad echolon form (REF)): En rektangulir
totalmatris &ar i trappstegsform om

i) alla icke-nollrader &r ovanfor alla nollrader.
ii) varje ledande tal i en rad ar strikt till hoger om det ledande talet i raden fore.

iii) alla tal i en kolonn under ett ledande tal &r noll.



Matrisen ér i reducerad trappstegsform (RREF) om ocksa

iv) det ledande talet i varje nollskild rad ar = 1,

v) varje ledande etta ar det enda nollskilda talet i kolumnen. a

Definition: Ett ledande tal i en trappstegsformad, (REF), matris kallas pivotelement. Observera att ett pi-
votelement alltid # 0. O

Ett ekvationssystem dér hogerledet, HL, &r 0 kallas ett homogent ekvationssystem; annars inhomogent. Ett

aii a1 ... Qip 0
. . a91 a9 ... QA9p 0 . . . .
homogent ekvationssystem totalmatris ] ] ) ] ) skrivs alltid bara som koefficientmatrisen
Am1 Om2 -+ Opn | 0
ayj; a2 ... Qin
921 929 oo Qop
AQm1 Am2 ... Omn

Observera att ett homogent ekvationssystem alltid har en 16sning (atminstone; mojligen fler), ndmligen 16sningen
(x1,29,...,2,) = (0,0,...,0).

T 4+ oz + 213 = 1 11 -2|1 11 -2 1
Exempel:{ z; + 322 + a3 = 1 ~[ 13 1|1 | « ~1 02 3] 0
11 2] 1 1] 1 2] 1
02 3| 0 ~1 0 2] 3] 0
02 3 |k-2) « 0 0 0 |k-2

Pivotelement &r de inringade talen 1 och 2 och eventuellt £ — 2 om k — 2 # 0 (ty pivotelement &r skilda fran
0). Om k — 2 # 0 & k # 2 sa betyder sista raden 0x; + 0z + Oz3 = k£ — 2 # 0 vilket inte &r mojligt da ju
0z 4 0z + Ozz = 0; alltsa finns ingen l6sning (21, x9,23) da k-2 #0< k#2.Omk—-2=0& k =2sa
ar sista raden en nollrad och innehaller ingen information om lésningarna (1, 2, z3), och kan darfor strykas ur
ekvationssystemet. Da finns bara tva rader och de tva pivotelementen for dessa rader ger inte pivotelement i alla

kolonnerna. Den (eller mer generellt de) variabel /ler som motsvarar den/de kolonn(er) som saknar pivotelement
kallas fri(a) variabel(ler).

Definition: Variabler som hor ihop med kolonner med pivotelement kallas bundna och de som hor ihop med
kolonner utan pivotelement kallas fria variabler (eller parametrar). O

I vart senaste exempel &r alltsa, ndr k& = 2, x; och xy bundna variabler och z3 fri. Vi ser ocksa att andra
ekvationen, rad tva, ar 0xy + 225 + 323 =0 < 225 + 313 =0 & 29 = —%ZL‘g.

Detta &r en allmén egenskap:

Observation: De bundna variablerna kan uttryckas med (enbart) de fria variablerna. a
Det blir lattare att uttrycka de bundna variablerna med de fria om man fortsétter eliminationsmetoden och
skaffar sig nollor i raderna ovanfor ett pivotelement. Detta gér man for alla pivotelementen och erhaller matri-

sen pa reducerad rad echolonform, (RREF). Om vi fortsétter radreduktionen ovan (med k = 2 sa att det finns

4



losningar till ekvationssystemet) sa far vi:

_323 1] 1 21 11 —-2]1 11 —2]1) «
o o o lo 0 [2] 3]0 02 31]0) |1/2 01 3/2/0 ) [-1]
1 0 =7/2]1
01 3/2 |0
dér vi i sista ledet har matrisen pa RREF-form. Vi ser att kolonn ett och tva innehaller pivotelement, men inte
kolonn tre; x3 dr alltsa en fri variabel och x5 och x3 &r bundna. Rad tva dr alltsa 0z1 + xo + (3/2)x3 = 0 varur vi
far xo = —%fﬂg; och forsta raden ger oss 1 =1+ %[E3. Ofta brukar man ge de fria variablerna parameternamn,

t ex x3 = s dér s dr ett fixt men godtyckligt reellt tal (ett parametervirde ar fixt men godtyckligt; en variabels
vérde varierar (som ju forstas av namnet)). Varje sadant (fixt men godtyckligt € R) parametervirde ger upp-

Zy
hov till en l6sning av ekvationssystemet: (z 2, z3) = (1 + %s, —%5, s); eller skrivet pa kolonnform [ zo | =
xs3
1+ Is 1 Ts 1 7 1 7
—%s = 0 |+ —%s =10 |+5| -3 | =dtt;=¢tdirscR]=| 0 | +¢t| =3 | dar
S 0 5 0 2 0 2

t € R. Dessa punkter (z @9, 23) i R? beskriver en linje i R? genom (1,0,0) med riktningsvektor (7, —3,2).

Formulering pa kolonnform anvinder man for att med kolonner och matrismultiplikation gar ekvationssystem
enkelt att uttrycka som en matrisekvation och dess 16sande hanteras med matrisoperationer; vi anvénder inte
detta hdr men det kommer i senare kurser; exempelvis i en kurs i linjdr algebra.

air a2 A1n
. . . . . .. 21 Q22 ... Q2p
Ekvationssystenmet (1) kan i matrisformulering skrivas Az = b diar A = . o . ,
Am1 Am2 ... Qmn
I by
T2 2 . N .
T = . och b = . och mellan matriserna A och x &r en produkt, matrisprodukten, som ger en
Tn bn

ny matris Ax och likhetstecknet tolkas som att de tva matriserna Ax och b har lika manga rader och lika manga
kolonner och att talen i respektive fack, pa respektive plats, ar lika. Hur matrisprodukten definieras behandlar
vi inte hiar. Sammanfattningsvis har vi alltsa

i) om ett pivotelement finns i HL (alltsa till hoger om det vertikala strecket) sa
finns ingen 16sning

ii) om varje kolonn i koefficientmatrisen har ett pivotelement och inget i HL, sa
finns inga fria variabler och alltsa en unik 16sning

iii) om nagon kolonn i koefficientmatrisen saknar pivotelement sa finns fri variabel
och alltsa odndligt manga l6sningar. Det finns da lika manga parametrar (fria
variabler eller frihetsgrader) som kolonner som saknar pivotelement.




Ty + ars + T3 = 1 1 a 1 1 [-a]
Exempel ary + 19 4+ 3 = a+1 & | a 1 1|a+1 +—
1T — X9 + T3 = a—+2 1 -1 1|a+2 <o
1 a 1 1 1 a 1 1
~ 0 1—-a® 1-a| 1 > ~ | 0 0 l—a| 2—a? 0
0 —(1+a) 0 |l14a 0 (1+a) 0 |—=(1+a)/) |
1 a 1 1 a 1] 1
~ 10 (14+a) 0 |—(l14+a) |. Viser fran detta att om a # +1: 0 0] —1 sa finns en
0 0 l—al| 2—a? 0 0 2:;2
1 1|1
unik 16sning. Om a = 1: 0 0| —1 | sa finns ingen l6sning (pa grund av den tredje ekvationen dér
0 0 0
ju pivotelementet star i HL; ekvationen betyder ju Ox; + Oxy + 0z3 = 1 < 0 = 1). Om a = —1 har vi:
1] -1 1|1
0 010 ~ ( (1) _01 L 1}2 > ~ ( 0 0 . 1/2 Vilket ger att andra kolon-

0 0 2|1 1/2
nen inte innehaller ett pivotelement och alltsa dr motsvarande variabel, xo, fri och vi ger den ett nytt namn (for
att makera att den &dr en parameter; fix men godtycklig). Observera ocksa att den andra raden i totalmatrisen
for a = —1 &r en nollrad och alltsa inte innehaller nagon information om lésningen (den sdger ju bara att
0x1 + 0zg + Oz3 = 0 < 0 = 0 som ju &r sant for alla punkter (x,zs,x3)); den raden kan alltsa tas bort ur

s+ %

ekvationssystemet utan att forindra lsningsméngden. Detta ger att (z1, 2o, 23) = (s + 3, 5,2) =

NI~ 0

1 1
% 0 | +s| 1 |].Detta betyder alltsa att i detta fallet sa utgor l6sningarna (x;, z9, x3) punkter pa en linje
1 0
i R3 genom punkten (%, 0, %) med riktningsvektor (1,1,0); dvs vi har oéndligt manga l6sningar (en 16sning for
varje varde pa s € R).

6 5 1 [45 6 5 1|45 T
Exempel: [ 5 2 —1]|23 — ~| -1 -3 -2|-22 6] [-
13 -7 1|6 ) 1 —17 —1|-84 )]
0 —13 —11| —87 1 3 222 1 3 2|22
~11 3 2] 22 |~|013 118 | |[-1] ~| 0 13 11|87 | «
0 —20 -3 |—106 0 20 3106 ) <« 0 7 —8[19
1 3 222 1 3 13 2|22 «
~[0 -1 27149 | [7] ~[ 0 -1 S~ o1 27 —49 |
0 7 -8[19 /) « 0 0 181 362 1/181 00 1 2
1 3 0[18) « 1003 x 3
~l 0105 |3 ~l010|5|=(y]|=]|5
00 1|2 00 1]2 z 2 m




