VEKTOREKVATIONER

Vektorer i R™ &r n-tiplar av reella tal, (u1,...,u,), eller skrivna som
Uy
kolonnmatriser (kolonnvektorer), u =
Un,
Vektorer i R? och R? kan uppfattas som punkter eller som geometriska

vektorer i planet respektive rummet. Tva vektorer ar lika om de lika ko-
ordinatvis.

Algebraiska operationer:

e addition, subtraktion:
a1 bl aq + b1
an bn Ay + bn

e multiplikation med skalar:

U )\ul
A = ;
U, Ay,
U —Uu1 Ui
(_1) = : =
Un, —Unp Un

Addition, subtraktion av vektorer och multiplikation med skaldr sker
koordinatvis.

De algebraiska operationerna uppfyller vanliga riknereglar: om u, v
och w &r vektorer i R™ och ¢, d ar skalédrer sa galler:

ut+tv=v+u clut+v)=cu+cv
(u+v)+w=u+(v+w) (c+du=cu+du
u+0=0+u=u ¢(du) = (ed)u

u+(—u)=-u+u=0 l-u=u

Definition. En linjarkombination av vektorerna vq,...,v; i R”
med vikterna cq,...,c; ar vektorn y som ges av

Yy=cVy+...+CpVg.

Maéngden av alla linjar kombinationer av vi,..., vy kallas linjara
holjet av vy, ..., vy eller delméngden av R™ som spanns upp av vy, ..., V.
Betecknas Span{vy,...,vi}.

Lat ay,...a, b vara givna vektorer i R™. Betrakta en vektorekvation
ria1+...+xap =Db (1)

med z1, ...,z som obekanta. Sa blir (1) ekvivalent med ekvationssys-
temet vars totalmatris ar [a; ...ax|b].

Vi har alltsa att b ar en linjarkombination av ay,...a; omm respek-
tive ekavitionsystemet dr konsistent (har minst en 16sning).




Geometrisk beskrivning: Lit v € R3. Span{v} = {\v : X €
R} =alla punkter pa linjen genom origo och punkten v.

Lat u, v € R? som inte #r multiplar av varandra. Span{u,v} =
planet som innehaller u, v och 0.

Lat A vara m x n matris (m rader och n kolonner), A = [a; ...ay],
dér kolonnerna i A &r vektorer i R™.

z1
Lat x = : vara en vektor i R™. Da &r produkten Ax linjér
L
kombinationen av kolonnerna i A med vikterna x1,...,x,:
ia
Ax =[ay ... a,] : =za; +...+z,a,.
xn

Matrisekvationen Ax = b har alltsd samma losningar som vektorek-
vationen xia; + ...+ x,a, = b som i sin tur har samma losningar som
ekvationssystemet vars totalmatris &r [a; ...a,|b].

Nar en mangd av vektorer i R™ spanner upp R™?

Sats 1.4.4. Lat A vara m x n matris. Da &r foljande utsagor &r
logiskt ekvivalenta.

1. For varje b i R™ har ekvationen Ax = b minst en 16sning;
2. varje b i R™ &r linjar kombination av kolonnerna i A;

3. kolonnerna i A spanner upp R™;

4. A har pivotposition i varje rad;

5. ekvationssystemet med totalmatrisen [A|b] &r konsistent for varje
biR™.



Beridkning av Ax:

Sats 5. Om A ar en m X n matris, u och v ar vektorer i R™ och ¢
ar en skaldr, sa géller:

A(u+v)=Au+ Av
A(cu) = cAu.

Homogena linjira ekvationssystem.

Ekvationssytem av typen

a1+ ... +txrpa, =0

dar aj,...,a, ir givna kolonnvektorer i R™, kallas for homogent linjart
ekavionssystem.

Systemet har alltid en lésning x = 0 = (0,...,0) (den triviala
16sningen).

Det har icke-triviala losningar om och endast om ekvationen har
minst en fri variabel, dvs matrisen A = [a;...a,] har minst en icke-

pivot kolonn.

Icke-homogena linjara ekvationssystem.

Sats 1.5.6. Antag att ekvationen Ax = b dr konsistent for ett visst
hégerled b och lat p vara en 16sning. Da ar ekvationens 16sningsméangd
alla vektorer pa formen w = p + vy, dar v, ar en l6sning till respektive
homogena ekvationen Ax = 0.

Bevis. p ér en 16sning < Ap = b. w dr en annan 16sning < Aw =
b. Da ar

Aw—-p)=Aw—-Ap=b—-b=0

dvs w—p ar en 10sning, vy, till det homogena ekvationssystemet Ax = 0.
Vi har alltsa w — p = v, och w = p + vy,.




