LINJART BEROENDET

Def. Lat uy, ..., u, vara vektorer i R™. De ségs vara linjért oberoende
omm vektorekvationen

Tiug + ... +xpu, =0

endast har trivial 10sning.
uy,...,u, sigs vara linjart beroende omm vektorekvationen

T1uy + ... +zpu, =0

har ocksa en icke-trivial 16sning.

Lat A = [uy...u,]. Alltsa blir uy,...,u, linjirt oberoende omm
ekvationen Ax = 0 endast har trivial 16sning.

Sats 1.7.7. En méngd som bestar av tva eller fler vektorer {v1,...,v,}
ar linjart beroende omm minst en av vektorerna ar en linjirkombination
av de 6vriga.

Sats 1.7.8. Varje méngd {v1,...,v,} av vektorer i R", dér p > n
ar linjart beroende.

Bevis. Lat A = [vy...v,]. Da A &r n x p-matris och Az = 0
svarar systemet med n ekvationer och p obekanta. Om p > n sa finns
det fler variabler &n ekvationer och darmed finns fri variabler. Detta
ger att Az = 0 har icke-trivila 16sningar och att {vy,...,v,} &r linjért
beroende.

LINJARA AVBILDNINGAR

Def. En funktion eller transformation eller avbildning T fran
R™ till R™ &r en regel som till varje vektor x i R™ ordnar en vektor T'(x)
i R™. R" kallas for definitionsméngd eller doméan, R™ kallas codomén.

T kallas linjar om T'(u+v) = T'(u) + T'(v) och T(au) = oT'(u), for
alla u, viR" och a € R.

Ex.1. a. "Nollavbildningen” T'(u) =0, u € R™.
b. T(u) = au, u € R”, « &r en skalér.
c. Rotation i R? ¢ radianer.

d. Lat A vara en m X n-matris. Sa ger varje vektor x € R" en
vektor Ax i R™. Vi har saledes en avbildning 7' : R” — R™ som ges
av T(x) = Ax. T &r en linjar avbildning, ty A(u+ v) = Au + Av och
A(ou) = oAu, da u, viR" och a € R.

Sats 1.9.10. Lat T : R™ — R™ vara en linjir avbildning. Da finns
en unik matris A sadan att T'(x) = Ax for alla x € R”. Om e; &r den
j:te kolonnen i enhetsmatrisen I, och a; = T'(e;) sa ér A = [a; ... a,].

Matrisen A kallas for standartmatris for avbildningen 7T'.

T
Bevis. x = =x1e1+...+xpe, och T(x) =T(z1€1+...+
Ty,
Tnen) =x1T(e1)+...+2,T(e,) =x121 + ... + zpa, = Ax.




Ex.2. a. Nollavbildningen har matrisen 0.

b. Avbildningen i Ex.1b har standardmatrisen al,, dar I,, ar en-
hetsmatrisen.

c. For avbildningen i Ex.1c har vi T'(e;) = cosye; + sin pey och
cosp —singp

T(e2) = — sin pe; +cos pes och standardmatrisen A = sing  cosg

Def. En avbildning 7' : R™ — R"™ kallas surjektiv eller pa om varje
vektor b i R™ ar bild av minst en vektor x € R". Vardeméngden ar
hela R™.

Den kallas injektiv eller entydig om varje vektor b i R &r en bild
av hogst en vektor x i R (T'(x1) = T'(x2) = X1 = X2).

Sats 1.9.11. Lat T : R™ — R™ vara en linjar avbildning. Da ar T
injektiv omm ekvationen T'(x) = 0 endast har den triviala l6sningen.

Méngden {x : T'(x) = 0} kallas kérnan till T' eller nollrummet till
T (ker(T) eller Nul(T)). Alltsa: T &r injektiv omm ker(7T") = 0.

Bevis. T é&r injektiv = eftersom T'(0) = 0 finns inga andra x som
abildas pa 0 dvs T'(x) = 0 endast har den triviala 16sningen x = 0.

Lat ker(T) = 0. Om T(Xl) = T(Xg) sa 0 = T(Xl) — T(XQ) =
(T ar linjar ) = T(x3 — x2) och x1 — x9 = 0, dvs x; = xo. Dérfor
blir T injektiv.

Sats 1.9.12. Lat T : R™ — R™ vara en linjir avbildning och lat A
vara standardmatrisen for T'. Da géller

a) T ar surjektiv omm kolonnerna i A spanner upp R™.

b) T &r injektiv omm kolonnerna i A &r linjart oberoende.

Bevis. a) Enligt Sats 4 (kap 1.4) har vi att kolonnerna i A spénner
upp R™ omm ekvationen Az = b och ddrmed T'(x) = b har minst en
16sning for varje b € R™ vilket ar ekvivalent med att T" ar surjektiv.

b) Det foljer ur Sats 11 att T &ar injektiv omm ekvationen T'(x) = 0
och dédrmed Ax = 0 har endast trivial l6sning. Detta hinder omm
kolonnerna i A &r linjart oberoende.




