CRAMERS REGEL, VOLYM OCH LINJARA
AVBILDNINGAR

Cramers sats. En kvadratisk linjir ekvationssystem Az = b har
unik 18sning omm det{A4) = 0.

Lat A vara en n ¥ n-matris och 1at € R”. Beteckna med A;(0) den
matris som erhélls frin A genom att kolonn § ersatts av b.

Cramers Regel. Antag att 4 & inverterbar n x n-matris. Lat
b e R™. Da ges losningen = till matrisekvationen Az = b av

det(4;(b)) ;
L= =1,...,n
1T T det(A) “det(ay T beom
Bevis. Lat Li{z) = [e1...€j01 & €41 ... €,] (dvs matrisen som

erhilils {ran idontltetqma,trlqen I genom att l\o o;m/@ ersitts av z). D4 ar

AI:,,( ) [AEZL

:[al...

dir az ar A s kolonn i Alltsa de (A) det([ (‘7:3‘)%A det(A;(b)}. Lftersom

Sats 8 (3.3). En formel {6r inversmatris. Lat A vara en invert-

erbar matris. D& aAr :

det(A4)

ATl = adj(A).

Adjunkten adj(A) till 4 dr matrisen C7 = (e,;)T dir ¢;; = (—1)H det{4;,),
J 7 3]

Ag; Ar den matris som fas fran A genom att strycka rad ¢ och kolonn ;.

Bevis. Den j:te kolonnen i A™" &r 1dsningen till ekvationen Az = e,
- - 3
Cramers regel ger nu att :

1 ELI det(Ai(ej))‘

elementet pa ﬁt@lmn (i, 7) AT dct(A)

.\\

..

Utveckling av det(A;{e;)) cfter kolonn i ger att
' det(Az\G‘G')) = (- )”7(165(143@) = i

Notera or dmngeu 71 som orsakaq E{V att det enda-elementen i kolonn i
ur A;(e;) Ar e etta i rad 5. “-.\/

Sats 9 {3.3) Delerminanten som area och volym

Om A ar en 2 x 2-matrig &r | det(A)| arean av parallellogramen som
spanns upp av A:s kolonner.

Om A dr en 3 % 3-matris dr | det(A4)| volymen av parallellepipeden
som spénns upp av A:is kolonner.
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Sats 10 (3.3). Determinanten som area- eller volymskala.
Lat T : R* — R2 ges av T(z) = Az. Om § ir ett omrade i R? och
T(S) bilden av detta omrade , s

{area av T(8)} = | det(A4)] - {area av S}.
Om T :R? — R3 ges av T{x) = Ax och § ir ett omrade i R? si

{volym av 1'{8)} = | det(4)| - {volym av S}.

Bevis. Vi giir bevisel [6r parallelogram och respektive paraileliepiped
5. Lat S vara en parallellogram i R? som spinns upp wv vekborer by
och ba. Da Y
'Sh’i— '{S]_bl + Sgbg D 81,82 € [0 U}L

Bilden av § under avbildeingen T bestar av punkioria

.

T(b‘lbl + Sgbg) = bIT{bl) + SET(]L');“\,:} :‘/31/1]31 + SgAbg,

dvs en parallellogram som spéiﬁns upp av.vektorerna Ab; och Abg. Om
B = [by ba] 3 & arean av denna parallellogram

det{[Aby Abg|) = det(4B) = (p_mfa/ﬁ‘k{satseﬂ = det{A) det{B) = det(A){arean av S}.

En godtycklig paraliellogram dr p+S°dér S #r en parallellogram med
ett horn i origo och p dpén vektor. Eﬁeréfﬁm T &r en linjar avbildning
blir bilden av paralleliogramen T'(p) + 7'(5)."Klart att firflytining inte
indrar arean och wi'har

___:_i,.<~="""“{arean av T(p + §)} = {arean av T(p) + T(5)} =
{arean avT(S)} = | det A|{arean av §} = | det A|{arean av p+ 5}

Beviget for parallellepiped ar liknande.
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