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Ordinira differentialekvationer 3

Vi har anvéant Eulers metod for att 16sa begynnelsevirdesproblem for ordinédra differentialekva-
tioner. Vi ska nu tillaimpa denna metod pa ett problem fran termodynamiken, vdrmeledning i en
dimension.

1.1 Virmeledningsekvationen

Fran termodynamiken vet vi att om vi betraktar virmeledning i en stang med lingd L kommer
virmeméngden Q:s forindring per tidsenhet, ), bestar av en balans mellan yttre virmetillfrsel
per lingdenhet, ¢, och virmeflode genom stangens dndar (vi antar att stangen #r isolerad pa vriga
sidor) sa att

L
Q= / qgdx — h(0) + h(L)
0
dér h betecknar virmeflodet (positivt i positiv z—rikting). Vi kan nu anvéinda oss av att

L
dh
h(L) — h(0) = —dz
(L) ~hO) = [ e
och om vi betraktar en stationéir situation dir virmemingden inte &ndras (dvs. det &r balans
mellan tillfért virme och bortlett virme) har vi

L L
/ @dx :/ qdzx.
o dx 0

For att kunna berdkna vad detta innebéar for temperaturen T i stangen maste vi ocksa ha en
ekvation som relaterar temperatur till virmefléde. Enligt entropilagen maste fodet ga fran varmare
omraden till kallare omraden, och en enkel modell for detta dr Fouriers lag

ar

h=—k—,

dx
dir k kallas vdrmekonduktiviteten (per areaenhet i detta fall). Notera att det foljer ur Fouriers lag
att flodet gar i motsatt riktning till dkande temperatur, som entropilagen kriver.

Alltsa har vi sambandet . .
—/ i (de> dx :/ qdx.
0 dx d.T 0

Vi tecknade sambandet for hela stangen, men samma argument géller naturligtvis for varje liten
bit [a,a + ¢], med ldngd 4§, sa att

a+s a+6
d dT

och darfor, med anvindande av medelvirdessatsen for integraler, géller

d drT

Detta &r inte ett begynnelsevirdesproblem. Vid integration tva ganger far vi tva integrations-
konstanter som skall bestdmmas och det gors genom att man antingen vet temperaturen eller
virmeflodet vid x = 0 och vid x = L. Pga detta kallas problemet ett (tvapunkts) randvdrdespro-
blem.
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1.2 Inskjutningsmetoden

For kunna anvinda en begynnelsevirdeslosare som ode45, framlinges Euler eller mittpunktsme-
toden krivs ett trick. Forst skriver vi om den andra ordningens differentialekvationen som ett

system av forsta ordningens differentialekvationer genom att séitta u; = T'(x) och us = —kuj (),
alltsa
ul (x) = —Fug,
, (1)
us(z) = q.

Vi ska sedan betrakta specialfallet diar temperaturen u; = T &r kind vid x = 0 och vid z = L
nirmare bestamt
u1(0) =0 och w;(L)=0.

For att kunna anvinda en begynnelseviirdeslosare behover vi veta uq(0) och uz(0), men vi vet
tyvérr inte vad uz(0) ska vara. Vi kan da ta till foljande trick:

e Betrakta us(0) som en variabel som vi for enkelhets skull kan dopa till s, dvs. s = uz(0).

e For varje val av s far vi ett virde pa uy(L) genom att 16sa begynnelsevirdesproblemet
med intialdata
0
Uin = |:S:| .

e Dirfor kan vi betrakta uq (L) som en funktion av s, u1(L) = f(s), ddr f visserligen inte kan
skrivas upp explicit, men vars vérde likvil kan berdknas for varje s.

franz =0till z = L.

e Vi vill nu l6sa ekvationen f(s) =0, ty vi vill ha uq(L) = 0.

Vi kan inte berdkna f’(s) analytiskt, sa for att losa ekvationen f(s) = 0 far vi ta till Newtons
metod med numerisk approximation av derivatan pa samma sétt som i forra ldsperioden.

Vilj alltsa ett startvirde pa s och approximera derivatan genom att 16sa begynnelsevirdespro-
blemet tva ganger, t.ex. med 6 = 1075 och

Uin,v = s—&1° Uin,h = S+5

Funktionsvérdena dr f, = uy,v(L) och fi, = w1 n(L) som fas genom att 16sa tva ganger med de
tva begynnelsevirdena. Den approximativa derivatan blir sedan

sy ot

Losningen av f(s) = 0 bestar alltsd av en snurra som utgér Newtons metod och varje gang
man behéver f(s) maste begynnelsevirdesproblemet 16sas. Du har redan skrivit en Newtonlo-
sare newton i forra lasperioden; anvind den och din egen Euler-framat-losare myode, for att 16sa
problemet.

Ovning 1. Skriv ett program som loser med den metod som beskrivits ovan med for en stang
med ldngd L = 1. For att kunna anvénda dina egna program newton och myode behover du

1. Skriva en fil varme.m (facit) som beskriver differentialekvationen (1) och som skall anviindas
av myode med givet s enligt

[x,u]=myode (@varme, [0,1],[0;s],h);

2. Skriva en fil randvarde.m (facit) som skall anvindas av newton med startgissning sg pa
u2(0) enligt
s=newton(@randvarde,s0,1e-6);


http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/varme.m
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv151/1112/matlab/facit/randvarde.m

I randvarde skall alltsa begynnelsevirdesproblemet losas med indata s = us(0) och returnera

y = u1(1). P4 kommandoraden anropar du sedan newton som anropar randvarde som anropar

myode. Nar du vél fatt det riktiga viardet pa s kan du losa en sista gang och plotta resultatet.
Prova forst med ett problem med kénd 16sning: om k& = 1 och ¢ = z blir

(1 — 2?)
6

T =

(visa detta). Kontrollera att den numeriska 1dsningen ligger nira den exakta. prova sedan ett
problem (med samma ¢) dir stangen bestar av tva olika material, k =1 om = < 1/2, k = 10 om
x > 1/2. Kan du tolka resultatet fysikaliskt?
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