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System av ordindra differentialekvationer dr vanligt forekommande inom mekanik, mate-
matisk biologi, kemi och mdnga andra discipliner. I detta kapitel introducerar vi matris-
vektor notation for att enklare kunna hantera system av ODE. Vi visar att hogre ordningens
ODE kan skrivas om som system av forsta ordningen genom inforandet av hjilpvariabler.
Existens och entydighet av losning for Lipschitzkontinuerliga hogerled foljer genom en gen-
realisering av Picards sats. Vi anvinder existensresultatet for att ge alternativa definitioner
till elementdira funktioner som losningar till differentialekvationer.

1.1 Introduktion till linjar algebra

Vi borjar med en kort introduktion till linjar algebra for att kunna inféra lamplig notation
for system av ODE. Ett centralt begrepp inom linjar algebra dr vektorer.

Definition 1.1 (Vektornotation) En vektor ¥ = [v; v, ... v,] dr en uppsittning av
nelNelementv,€R,i=1,...,n.

Vi definierar vektorer genom deras algebraiska egenskaper. Vektorer kan adderas och
multipliceras med tal (skaldrer). Givet tvd vektorer v'=[v; v, ... v,]och W = [wy w, ... w,]
med lika manga element fds summan genom att summera komponentvis,

V+wW=[vi+w; va+wy ... v, +w,].

Multiplikation mellan en skaldr @ € R och en vektor v f8s genom att multiplicera varje
komponent med skaldren,

.
av=[av; avy ... av,].

Vektorer kan dven multipliceras med varandra forutsatt att de har lika manga element.
Skaldrprodukten tar tvd vektorer som indata och ger ut ett tal, en skaldr, som utdata.

2
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Definition 1.2  (Skaldrprodukt och ldngd) Ldt v = [v; v, ... v,] och W =
[w; wy ... w,]vara tva vektorer. Skaldrprodukten ges av v-w =) ', v;w;. Lingden

1/2
gesav|77]:(77'1731/2:( i vz) .

i=1"%4

Exempel 1.1 Berikna skaldrprodukten mellan vektorerna v = [2 1 —2] och W =
[0 —2 —2] samt lingden av v. Vifdr v-w =2-0+1-(-2)+(-2)-(-2) = 2. Lingden ges
av U] = /22 +12+(-2)2 = 3.

Vi infér enhetsvektorerna e =[1 000 ... 0], & =[01 00 ... 0] till och med ¢, =
[000 ... 01]innehdllande n element. Varje vektor ¥’ = [v; v, ... v,] kan skrivas som en
kombination av enhetsvektorerna multiplicerade med vektorns element pa f6ljande vis,

n
— —
v = E v;e;.
i=1

Enhetsvektorerna har lingd |e;| = 1. Skaldrprodukten mellan enhetsvektorerna ges av ¢; -
¢i=1ocheé;-¢j=00omi=j.

Vektorer har d4ven en geometrisk tolkning som en riktad stracka i IR”. De brukar repre-
senteras som pilar. I Figur 1.1 ser vi en vektor ¥ € IR? tillsammans med enhetsvektorerna
€1 och &. Vi noterar att vektorn v representerar den riktade streckan mellan punkten
(v1,vp,...,v,) € R" och origo. De geometriska tolkningarna av addition av vektorer och

€ A

\/

€1

Figur 1.1: En vektor 7’ € R? tillsammans med enhetsvektorerna &, och &,.

multiplikation med skalar illustreras i Figur 1.2
Aven skaldrprodukten har en geometrisk tolkning. Den geometriska skaldrprodukten
definieras som

v-w = |v||lw|cos(¢).

Skaldarprodukten dr som mest produkten av lingderna och som minst minus produk-
ten av lingderna eftersom cos(x) tar virden mellan —1 och 1. Om den mellanliggande
vinkeln ar 7/2 blir produkten noll. Vi sdger déd att vektorerna ar vinkelrata eller orto-
gonala mot varandra. Detta giller till exempel enhetsvektorerna. Om vinkeln &dr 0 blir
skaldrprodukten lika med produkten av vektorernas ldngder.
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Figur 1.2: Geometrisk tolkning av summan av tva vektorer [2 1]+ [1 2] = [3 3] (vénster) och
multiplikation med skaldr 3[1 1]=[3 3].

De tvd definitionerna av skaldrprodukt ar ekvivalenta. Vi kan se det med f6ljande ar-
gument. Vi bildar den geometriska skaldrprodukten mellan en vektor v'= [v; v, ... v,] och
enhetsvektorn é;. Vi far,

- -
v-¢; = [v|cos(P) = v;,

dir ¢ dr vinkeln mellan ¥ och €. I Figur 1.3 illustrerar vi detta resultat genom att vilja
koordinatsystemet s& att den horisontella axeln gdr i riktningen av e;. Detta innebdr att

S
\

Figur 1.3: En vektor ¥ i ett koordinatsystem dédr x-axeln viljs i linje med enhetsvektorn é;.
Vinkeln mellan vektorerna ges av ¢ och lingden av ¥’ vektorns komponent i riktning &; ges av
talet v;.

definitionerna dr ekvivalenta for skaldrprodukt mellan en godtycklig vektor och en en-
hetsvektor. Men en godtycklig vektor kan skrivas som en linjairkombination av enhets-
vektorer w =) ' | w;e; s& darfor giller for att den geometriska definitionen leder till den

algebraiska,
n n n
- - — - - -
V-w=v- E w;e; = E w;(V-¢;) = > w;v;.
i=1 i=1 i=1

Vi gdr nu vidare till matriser.

Definition 1.3 (Matrisnotation) En n x m matris A, med n rader och m kolumner,
dr ett rektanguldrt talschema. Matrisen A med element a;j, 1 <i<noch1<j<m
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skrivs,
ar 412 ... A1
ayy Adzy ... Ay
A= (1.1)
Ayl 4uy2 -+ Aum

Summation av tvd matriser och multiplikation med skaldr gors elementvis pa samma
sdtt som for vektorer,

air 412 .- Aim bir by ... bin ajp+byy app+byy o Ay, tbiy
ar1 dpy ... Ay b21 b22 ves b2m ayy + b21 ayy + b22 A Ay + me
. . . + . . = . . .
Ayl Ay .. Ay bnl an v bnm a1 + bnl Ay, + an vee Apm T bnm’
och
ap 4y ... A1m aaypy adyp ... Ay
Ay Adpp ... Aoy adajy; «adpyy ... Qdyy
a = . .
Ayl Gpy .o Ap aa, Qdyy ... Qdyy

En vektor kan ses som ett specialfall av en matris med antingen endast en rad eller en
kolumn.

Definition 1.4 (Rad- och kolumnvektor) En #n x 1 matris kallas en kolumnvektor. En
1 x m matris kallas radvektor.

En kolumnvektor kan skrivas med féljande notation ¥'= [v; v, ... v,]. Beteckningen
T star for transponat och kan dven appliceras pd matriser enligt f6ljande,

T
ar a1 ... A1y ar ain A1n
ajyy Adpp ... Aoy an ano Aoy
a1 Ay ... Aum Aml Am2 .- Amn

En matris kan multipliceras med en vektor om antalet kolumner i matrisen 4r samma
som antal rader i vektorn.

Definition 1.5 (Matris-vektor multiplikation) Lat A vara n x m matrisen,

a1 412 ... Ay
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och 14t ¥ vara m x 1 kolumnvektorn,
¥=| | (1.3)

D4 ges produkten av A och ¥ som en n x 1 vektor dir varje rad dr skaldrprodukten
mellan motsvarande rad i A och vektorn X, allts3,

a11X1 +apXy -+ a1 Xy
Ar1X1 +AppXy + -+ Ay Xy
A% = . . (1.4)

A1 X1+ aynXp + -+ AynXm

Exempel 1.2 (Matris-vektor multiplikation) Berdkna foljande matris-vektor produkt,

1 4 2] f [13+4-1+(-2-0] [ 7 )
0.5 3 0 o | L 053431400 | 7| 45| '

Vi ser att produkten berdknas som skaldrprodukt mellan rader i matrisen och ko-
lumnvektorn.

Ett linjdrt ekvationssystem dr ett system av linjdra ekvationer pa formen
a1xy+arx,+---+a,x,=b, a;€eR, i=1,...,n

Givet matrisnotationen kan vi uttrycka linjdra ekvtaionssystem, och senare system av or-
dindra differentialekvationer, med en mer kompakt notation.

Definition 1.6 (Linjdra ekvationssystem) Ett linjart ekvationssystem med n ekvatio-
ner och n obekanta kan skrivas pa formen,

a1 Xy +agppx, +--+auXx, = bl
ay1X1 +axX, +---+ar,x, = b2
(1.6)
B\ F| AP iy oo b Giy = Uy
eller pa matrisform som
N
AR=B, (1.7)

N
ddr matrisen A har elementen 4;; och vektorerna X och b elementen x; respektive b;
1<i,j<n.
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Exempel 1.3 (Linjirt ekvationssystem) Skriv f6ljande ekvationssystemet pd matris-

form:
X1 +Xy)+X3 = 3
X1 — Xy —X3 = -1 (18)
2x1+x,-3x3 = 0
Vi later,
1 1 1 X1 R
A=|1 -1 -1, =\ x |, b=| -1 (1.9)
2 1 -3 X3 0
Det linjara ekvationssystemet kan da skrivas som
AX=D. (1.10)

Linjara ekvationssystem kan l6sas pa ett systematiskt satt med Gauss elimination. Har
vi endast tva eller tre obekanta kan vi losa systemen fér hand med substitution. Detta

beskrivs enklast med ett exempel.

Exempel 1.4

(Substitution) Om vi vill 16sa det linjara ekvationssystemet fran

foregdende exempel kan vi till exempel bryta ut x; = -1 +x, + x3 ur den andra ekva-
tionen och sitta in i den forsta och sista. Vi far dd tvd ekvationer och tvd obekanta
X, och x3 namligen,

(1.11)
—2+2X2+2X3+X2—3X3:3X2—X3—2:0, (112)

—1+X2+X3+X2+X3:2XQ+2X3—1 = 3,

Vi anvinder nu den andra ekvationen for att 16sa ut x3 = 3x, — 2 och sétter in det i
den forsta
2X2+2X3 :8X2—4:4

vilket ger x, = 1. Givet x, =1 har vi x3 = 3x, -2 =1och xy = -1 +x, +x3 = 1.
Losningen blir alltsa x; = x, =x3 =1.

1.2 System av forsta ordningens ODE

Vi dr nu redo att studera system av forsta ordningens ODE och vi borjar med de linjara
fallet. For linjdra system dr matris-vektor notationen speciellt anvandbar. Bdde ekvation
och begynnelsevillkoren kan uttryckas pa ett kompakt satt.

Definition 1.7 (Linjdrt system av férsta ordningens ODE) Ett linjart ekvationssystem
med n forsta ordningens differentialekvationer och n obekanta funktioner y;(x) kan
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skrivas pa formen,

§y1(x) = a1 (X)y1(x) +ar2(x)ya(x) + -+ + ay,(x),(x) + b1 (x)
HV2(x) = ax()y1(x) + a0 (x)pa(x) + - + a2, (%)Y, (x) + ba(x) (1.13)
EV(x) = @ (X)) + 32(x)92(x) + -+ B (X)P(X) + by (%)
med begynnelsevillkor y;(0) = ¢, j = 1,...,n. P4 matrisform fdr vi
d A e >
) = AFx)+B(v), 70)=¢ (1.14)

ddr matrisen A har elementen a;;(x) och vektorerna 7(x), g(x) och ¢ har elementen
vi(x), b;(x) respektive ¢;, dar 1 <i,j <n.

Vi har n ekvationer och lika mdnga obekanta y;, i = 1,...,n. Dessutom krdvs n begyn-
nelsevillkor for att bestimma en entydig 16sning.

Exempel 1.5 (Linjar ODE p& matrisform) Skriv foljande system av ordinara differen-
tialekvationer pa matrisform:

d _ —
(52238 wen 19
Vi later,
A:[ _01 é ] i(x):[ Z;g; ] 8:[ (1) ] (1.16)
Det linjara ekvationssystemet kan da skrivas som
d " S
TP = AP, 7(0)=C (1.17)

Pd samma sdtt som for linjdra ekvationssystem kan substitution anvandas for att 16sa
system av linjara ODE.

Exempel 1.6 Los systemet av ordinara differentialekvationer med substitution:
{ Fnl) = 20, 9(0=0, (1.18)
Z2(x) = -pi1(x), $2(0) = 1.
Vi ldter p,(x) = %dd_xyl (x) i andra ekvationen och fér,
d?

1)+ 291(1) = . (1.19)

Den karaktiristiska ekvationen r? + 2 = 0 har rétter r; , = +iV2. Losningen ges av

y1(x) = Acos(x\/z) + Bsin(x\/z). (1.20)
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Begynnelsevillkoren ger y;(0) = A = 0 och y,(0) = %;—xyl(O) = L = 1 vilket ger y; (x) =
V2sin(xV2) och Vo(x) = cos(xV2).

Sl

Vi gdr nu till en mer generell beskrivning av system av foérsta ordningens ODE. Vi
anviander vektornotationen for att uttrycka ett allmént system pd komapkt form.

Definition 1.8 (Allm&nt system av férsta ordningens ODE) Ett allmédnt ekvationssy-
stem med n forsta ordningens differentialekvationer och n obekanta funktioner y;(t)
kan skrivas pd formen,

%yl(x) = file,y1(x),...,Vu(x))
ﬁy.z(x) = fz(x,yl(x).,-.-,yn(x)) (1.21)
£9ux) = Fulxy1 () u(x)
med begynnelsevillkor yj(O) =c¢j,j=1,...,n Pd vektorform far vi
d _, rf = et
)= flxP), H0)=¢ (1.22)

R
dir vektorn f har elementen f; och vektorerna ¢’ och ¢’ har elementen y; respektive
¢;j,dar 1 <i<n.

Vi har fortfarande n ekvationer, n obekanta samt n begynnelsevillkor. Vektornotatio-
nen kan alltsd dven anvidndas for icke-linjdra system av ODE. Vi fortsédtter med ett klassiskt
exempel pd ett icke-linjart system av ODE som modellerar dynamiken i ett slutet system
av predatorer och bytesdjur.

Exempel 1.7 (Rivar och kaniner) En enkel modell f6r dynamiken i djurpopulationer
ar Volterra-Lotkas ekvation som beskriver populationen av predatorer och bytesdjur
i ett slutet system. Rdvarna (predatorerna) dter endast kaninerna (bytesdjuren) me-
dan kaninerna har gott om mat. Vi later antal rdvar som funktion av tiden ges av
y(t) och antal kaniner av x(t). Lotka-Volterras modell ger f6ljande icke-linjdra foérsta
ordningens system av ODE,

P~ x(ta-by), x(0)=x (1.23)
d
B piee-dsie), (0= (1.2

ddr termen ax(t) anger att populationen kaniner 6kar exponentiellt i avsaknad
av ravar. Det finns alltsd obegriansat med mat for kaninerna. Termen —bx(t)y(f)
paverkar kaninbestdndet negativt och maiter effekten av att ravar och kaniner tréaffar
pa varandra. Motsvarande term i rdvarnas ekvation dx(t)y(¢) verkar pa motsatt sitt
positivt pa rdvbestandet. Slutligen avtar rdvbestdndet exponentiellt i avsaknad av
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kaniner —cy(t). Vi kan skriva systemet med vektornotation genom att inféra

S | ox 2 | x(a-by)
ey

och 7 = [ ;0 ] P& vektorform far vi
0

%mn:ﬁmm» #0)= 7

I Figur 1.4 visar vi ett exempel pd hur 16sningen kan se ut. Vi bérjar med 30 kaniner
(orange) och 50 rdvar (gron) och ldter a =1, b = 0.07, ¢ = 1 och d = 0.05. Sluttiden
sdtts till T = 40. Vi ser att ndr det finns ont om kaniner avtar rdvarna i antal men dd
far kaninerna mojlighet at 6ka igen vilket gor att ravarna far mer mat och bérjar 6ka
igen. Losningarna dr periodiska. Det finns tvd jamviktspunkter ndr populationerna
inte dndras mer. Det kan fds fram genom att satta % = % =0, alltsd x(a—by) = 0 och
~y(c—dx) = 0 med l6sningar x =0 ochy=0eller x=5=200chy =7 = #. Notera
att vi tilldter djurantalet att ej vara heltal.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figur 1.4: Antal rdvar (gron) och kaniner (orange) som funktion av tiden.

1.3 Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen

I tillampningar ar systemen av ODE inte alltid av forsta ordningen. Planeterna i vart sol-
systems positioner i rummet som funktion av tiden dr ett exempel pd system av andra
ordningens ODE. Vi kan dock enkelt skriva om ett hogre ordningens system till ett forst
ordningens system. Vi formulerar denna teknik i f6ljande sats.
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(Hégre ordningens ODE som system av férsta ordningen) Lat F: RxR" —
R vara en given funktion och {c; ?:_& en uppsdttning reella tal. En n:te ordningens
ODE,

™ = F(x,p,9V, 9@, 9™y, yi(0)=¢;, i=0,...,n-1, (1.25)

kan skrivas som som ett system av forsta ordningens ODE.

11

Bevis. Lat y'vara en n kolumnvektor med komponenter [y; v, ... v,]. Vidare 14t y; = p(i=1),
i=1,...,n,dar y(o) =y. D4 kan ekvation (1.25) skrivas pd formen,

vilket dr ett system av forsta ordningen. Bergynnelsevillkoren ges av v;(0) = ¢jyq, i
1,..

%yl(x) = V2(x)
Zh2(x) = y3(x)

dd_xy”(x) = P(x,yl (x),.. -:yn(x))’

N

Exempel 1.8 (Vagutbredning) Vi studerar longitudinell vdgutbredning i ett system
dar tvd massor sammanldnkade i fasta yttervaggar med tre fjadrar. Vi later fjadrarna
ha fjdderkonstant k och massorna massa m. Vi stdller upp ett system av forsta ord-
ningens ODE vars 16sning dr avvikelsen frdn jamviktsldgena x;(¢) och x;(t) for de
tvd massorna.

Newtons andra lag (F = mx, kraften ar lika med massan ganger accelerationen) och
Hookes lag (F = kx, kraften ar proportionell mot férskjutning fradn jaimviktslidget x)
ger tvd ekvationer som beskriver kraftjamvikt for de tvd massorna

my (t) = —kxy (£) + k(x(t) = %1 (2)), (1.27)
m¥a(t) = —k(x2(t) = x1(£)) = kx(2). (1.28)

Vi inf6r nu tvd nya variabler x3(t) = %1 (t) och x4(t) = X,(¢) och fdr f6ljande system

x1(2) 0 0 1 0 x1(t)
Xo(t) _ 0 0 0 1 x5 (t)
xi(t) —2k/m  k/m 0 0 xi(t) : (1.29)
X4(t) k/m -2k/m 0 0 x4(t)

med begynnelsevdrden x;(t) = ¢; for i = 1,2,3,4. Vi kan alltsa skriva om problemet
som ett system av forsta ordningens ODE.

(1.26)

O]

En stor mdngd matematiska problem kan beskrivas som system av foérsta ordningens
ordindra differentialekvationer, inte minst pa grund av att dven hogre ordningens ODE
kan skrivas som system av forsta ordningen. En viktig frdga som dd behéver besvaras dr
under vilka forutsdttningar ett system av forsta ordningens ODE har entydig l6sning. I det
skalara fallet ger Picards sats svaret pa den fragan. Vi ska nu studera hur Picards sats kan
generaliseras till system av ODE.
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1.4 Existens och entydighet av l6sning

Pd samma sdtt som for skaldira ODE av forsta ordningen kan vi garantera existens och
entydlighet av 16sning under vissa antaganden pd funktionen ]? Vi borjar med att defini-
era funktionsrummet C([a, b])" av funktioner som tar virden i R"”, sd kallade vektorvirda
funktioner.

Definition 1.9 (Kontinuerliga funktioner i R"?) En vektorvird funktion av en va-
riabel ¥ : R — R" ir kontinuerlig pd intervallet [4,b] om samtliga komponenter
v; € C([a,b]), i =1,...,n, i kontinuerliga. Vi skriver '€ C([a, b])".

Vi behover nu definiera normen (storleken) av en funktion i C([a, b])". Skillnaden fran
det skaldra fallet ar att lingden pd vektorn ersétter absolutbeloppet. Notationen dr dock
den samma.

Definition 1.10 (Norm av vektorvidrdfunktion) Videfinierar normen (storleken) pd en
- - -
kontinuerlig vektorvird funktion f € C([a,b])" som ||f|| = max e[4,p]|f (x)I-

Banachs fixpunktsats gar att generalisera till vektorvarda funktioner.

X [Banach’s fixpunktssats for vektorvirda funktioner] Givet 4, € C([a, b])"
ocha>014t S ={ye C([a,b])": |ly - voll < r}. L&t vidare G vara en avbildning frdn S
in isig sjalv, G: S — S. Om G dr en kontraktion, alltsd om fér ndgot 0 < y <1 giller

IG®) -G@N <yly-2I. VY7,ZeS,

sd har G en unik fixpunkt ¥ = G(¥), ¥ € S. Dessutom konvergerar fixpunktsiteratio-
nen ¥; = G(¥;_1) givet ¥ € S, det vill sdga det finns ¢’ € S sddant att ||[y’— 7;|| > 0 d4&
i — oo.

Bevis. Beviset liknar Banachs fixpunktsats och bygger pa fullstindigheten hos C([a, b])"
istdllet for hos de reella talen. O

Figur 1.5 illustrerar méingden S i fallet n = 1. Kurvan dr 7 och streckade linjerna mot-
svarar det band med avstand r fran kurvan dédr funktionerna i S far ligga om de ska upp-
fylla [[7 - oll < 7.

Vi formulerar och bevisar nu satsen om existens och entydighet av 16sning som ér
en generalisering av Picards sats. Satsen ger existens och entydighet i en omgivning till
begynnelsevillkoret xy — 9 < x < x( + 6 precis som Picards sats.

(Existens och entydighet) Vi studerar begynnelsevardesproblemet
ay _ 7,
{ & = fx9) (1.30)
YiXo) =

dir 9(x),7p € R" for alla x € R och f_): R"! — R". Lt vidare R = (¥ € R" : gq; <
v; <b;, i=1,...,n} vara en generaliserad rektangel i R” sddan att 7 € R. Om féir
kontinuerlig i x-variabeln pd intervallet [a, by] innehdllande x, och lokalt Lipschitz
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Figur 1.5: De streckade linjerna illustrerar det avstdnd frdn en given kurva ¢ som funktioner-
nai§ ligger inom.

kontinuerlig i y-variabeln, det vill siga

If(x,7) - Fa N < KT - 7all, 71,72 €R, ag<x<by,

sd existerar entydig 16sning (x) till begynnelsevirdesproblemet i intervallet xo—6 <
x < xg + o for ndgot 6 > 0.

Bevis. K Beviset 4r analogt med Picards sats for skalira ODE. Vi repeterar beviset i kort-
het. Vi integrerar (1.32) fran x till x,

o=+ | Fgtonde (1.31)

Om ekvation (1.31) har en 16sning ¥(x) s& dr den deriverbar och 16ser (1.32). Fixpunktsite-
ration ger en avbildning G : R" — R",

Fim GG =g+ | Findratnds i=1,...

Eftersom f 4r kontinuerlig pa R galler att |f(x,7)| < M, for x € [ag, b] och 7 € R. Vi later
I =[xg—0,x+ 0] Clagp bg] for ndgot 6 > 0 och bildar funktionsmingden S = {(j_)) e C(I)":
||$(x) —yoll < 1}, med r = MJ. Vi ser att for v e S giller att,

—

X
||G(17)—}70||§max|f f(t,7(1)dt| < M.
xel X0
Alltsd har vi att G: S — S. Vidare géller for v,w € S att,
X
I1G(v) - G(w)ll < I?gﬂj (f (£, 01t) = f(t,w(t)) dt| < K|V~ w]l.
X0

Om 0K <1 dr G en kontraktion och Banachs fixpunktsats 1.2 garanterar en unik 16sning
7€ S iintervallet xg— 6 <x < xo+ 0. O



14 1.4. Existens och entydighet av l&sning

Under starkare antaganden, namligen global kontinuitet i x och Lipschitz kontinuitet
i ¢, visar vi dven existens och entydighet for alla x € R. Resultatet héller naturligtvis dven
i specialfallet ndr n = 1.

(Existens och entydighet av global l8sning) Vi studerar begynnel-
sevdrdesproblemet

-

{ % =07 (1.32)
¥(x0) = Yo,

dar 9(x), 7o € R" for alla x € R och f: R™! — R". Om féir kontinuerlig i x variabeln

och globalt Lipschitzkontinuerlig i 7,

70 7) - Fe ) <KIgh -l (6 51), (6, 75) e R*,

existerar det en entydig l6sning ¥(x) till begynnelsevirdesproblemet for alla x € R.

Bevis. * Beviset ar likt beviset av Sats 1.3 men innehéller ngra skillnader. Vi liter igen
I =[x9—0,x9+06]ochbildar S = {ye C(I)" : ||y¥— || < r} f6r ndgot 6 > 0 och r > 0. Fixpunkt-
siteration ger upphov till avbildningen G,

6=+ | Feitondr

Vi vill vélja r och 0 sd att G: S — S och att G dr en kontraktion. Vi noterar att eftersom f)
ar kontinuerlig pa I och darmed bergédnsad (av ndgot tal M > 0) i x-variabeln och (globalt)
Lipschitz kontinuerlig i y-variabeln géller att fér x € och y’e §

- - -

e D < I (x, 50) +If (6 9) = Fx, o) <M+ K|F—Fol <M +K -7

Vi far darfor att,
X
IG(®) - voll = max|G(¥)(x) - vo| = maXIJ f(t,9(t))dt| < max|x —xo|(M + Kr) < 5(M + Kr).
xel xel X0 xel

Om G(¥) € S méste darfor 6(M + Kr) < r. Vi later 6 = ﬁ och r = II\<—’I Med dessa val galler
att G: S — S. Dessutom géller att,

IG(@) - G(@)| SrggﬂLO F(m?(t))dt—fxo f(t,w(1)) di| < max 5K[() — (1) = %Ilﬁ—ﬁll.

Banachs fixpunktssats ger att det finns en unik 16sning v'€ S till begynnelsevirdesproblemet
iintervallet xg— 0 < x < x( + 0. Eftersom 0 bara beror pd K som ir en global Lipschitz kon-
stant kan vi géra om samma argument med begynnelsevillkor i (xy + 6, y(xg + 0)). Samma
resonemang ger dd unik 16sning i intervallet [xg, xg + 20]. Detta argument kan sedan upp-
repas till vi har existens av 16sning for alla x € R. O]

Sista steget i beviset ddr vi gér fran lokal 16sning i [xy — 9, x + 0] till global 16sning i
hela R dr intressant. Nar Lipschitzkonstanten dr global ser vi att 6 kan viljas oberoende av
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begynnelsevillkor till 6 = % Det innebar att vi kan borja om pa xy + 6 med y(xy + 9), som
vi vet existerar, som begynnelsevillkor. Detta ger existens och entydighet dven i intervallet
[xg, %o + 20] och sa vidare. I Figur 1.6 ser vi hur 16sningarna fogas samman till en global
l6sning. Om Lipschitz konstanten inte var global utan till exempel 6kade med 6kande x
sd skulle intervallens lingd 6 kunna avta och till slut konvergera mot ett dndligt vérde.
Det ar precis det som hiander i exemplet med ekvationen y’ = y? med begynnelsevillkor
y(0) = 1. For det problemet existerar bara 16sningen pd intervallet [0, 1).

Ay

Yo b---

Ty Ty +0 ) +20

Figur 1.6: En global 16sning sammanfogas av lokala l6sningar pa delintervall.

Det giller att linjara ODE med kontinuerliga koefficienter &r ett specialfall av globalt
Lipschitzkontinuerliga hogerled som omfattas av satsen. Sats 1.4 ger alltsd existens och
entydighet av 16sning for linjara system av ODE for alla x € R. Eftersom hogre ordningens
ODE kan skrivas om som system av forsta ordningen dr resulten mycket anvidndbara. Sats
1.4 kan till exempel dven anvidndas for att definiera elementéra funktioner som e*, cos(x),
sin(x) och mer exotiska funktioner. Vi studerar nu detta ndrmare.

1.5 Alternativ definition av e¢* och In(x)

I och med att vi har visat att ett system av forsta ordningens ODE med hogerled som ar
globalt Lipschitz kontinuerigt har unik 16sning kan vi presentera altervativa definitioner
av de elementéra funktionerna som losningar till differentialekvationer. Om en elementar
funktion lgser ett system av ODE med Lipschitzkontinuerligt hogerled kan vi anvanda det-
ta som definition for funktionen. Sedan aterstdr att visa funktionernas egenskaper utifran
den nya definitioner. Eftersom de elementédra funktionerna beskriver fysikaliska fenomen
som populationstillvaxt och svangningar visar det sig att de loser vildigt enkla och fun-
damentala differentialekvationer. Vi borjar med e* och dess invers In(x).
Ett sdtt att definiera talet e dr foljande gransvarde,

e= lim (1+ l)”

n—-oo n
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Logaritmen kan med hjilp av integralen definieras som,

1
ln(x):f —dy.
1Y 4

Om vi istéllet vill definiera e* som 16sning till en differentialekvation fdr vi foljande defi-
nition.

Definition 1.11 (Alternativ definition av exponentialfunktionen) Vi definierar y(x) =
e* som den entydiga 16sningen till ekvationen,

med begynnelsevillkor y(0) = 1.

Existens och entydighet foljer direkt av Sats 1.4 med f(x,y) = y som ar globalt Lip-
schitzkontinuerlig. Ekvationen som definierar exponentialfunktionen modellerar ett sy-
stem dadr fordndringen (derivatan) dr proportionell mot populationens storlek.

Vi kan utgdende fran denna definition harleda exponentialfunktionens egenskaper och
gransviardes-definitionen av talet e. Vi har direkt att exponentialfunktionen ar sin egen
derivata eftersom yp’(x) = y(x) per definition. I f6ljande exempel hérleder vi tva av expo-
nentialfunktionens egenskaper.

Exempel 1.9 Vi vill bestimma vilken ekvation som y(kx) = ek 15ser, dar k € R. Vi
deriverar y(kx) och far

dk
p(kx)' = y'(kx)- == =ky(kx), x€R, y(k-0)=3(0)=1.

Alltsd ar e** den entydiga 16sningen till ekvationen p’(x) = ky(x) med begynnelse-
villkoret y(0) = 1.

Exempel 1.10 (Produkt av exponentialfunktioner) Lat p;(x) 16sa y;(x) = kyv;(x) med
begynnelsevillkoret y;(0) = 1 och v,(x) 16sa v;(x) = k,p,(x) med begynnelsevillkor
12(0) = 1. Per definition &r alltsd y; (x) = ek1* och o(x) = ek2*, D géller att y3 =v; - v,
loser

v3(x) = 11 (0)92(x) + 11 (X)p5 (%) = (K +k2)v1(x) - 2(x) = (kg +k)p3(x),

med begynnelsevillkoret y3(0) = y1(0) - 9,(0) = 1. Denna ekvation har per definition
16sningen p3(x) = ek1#k2)% | Alltsd har vi hirlett egenskapen eki* . gkox = g(kithka)x,

Vi kan dven hiarleda gransvirdes definitionen for talet e genom att anvanda en nume-
risk metod, som vi dterkommer till i kapitel 2, f6r att approximera losningen.

Exempel 1.11 (Hirledning av talet e) Ekvationen,

Vi vill berdkna en approximation till y(1) genom att dela in intervallet [0, 1] i # delin-



Kapitel 1. System av ODE 17

tervall av langd 1. For att hitta en approximativ 16sning byter vi ut derivatan mot en
differenskvot y’(x) ~ % som konvergerar mot derivatan ndr n — oo och sa ldter
vi hogerledet y(x) approximeras av y; pa intervallet [x;, x;,1], alltsa

YVis1 =% _
in 7
eller . , 1 1
Yn="Yn-17+ Y11= (1+ E)yn_1 — o0 = ({1l 5 ;)n})o =(1+ ;)",
Nar vi ldter n — oo far vi y, =1lim,, (1 + %)n_

Den numeriska metod vi anvander har kallas Eulers metod. Vi visar i Sats 2.1 att
den berdknade 16sningen konvergerar mot den exakta. Darfor galler att

e=y(1)= lim (1 + l)”.

n—o00 n

I Figur 1.7 ser vi hur l6sningarna konvergerar mot den exakta l6sningen da antal
delintervall n 6kar n = 2,4,8,16,32, 64.

2.8 x x Y Y

2.6 Y39
2.4 Y16
2.2 Ys

2.0
1.8
1.6
1.4
1.2

Yy

Ys

1. ‘ ‘ ‘ ‘
80 02 04 06 08 Lo

Figur 1.7: Konvergens av numeriska approximationer av exponentialfunktionen fér n =
1,4,8,16,32,64.

I ndsta exempel anvinder vi definitionen av exponentialfunktionen for att harleda de-
finitionen av logaritmen.

Exempel 1.12 (Logaritmen) Vi vill definiera den naturliga logaritmen som inversen
till exponentialfunktionen. Vi har y’(x) = y(x) samt y(0) = 1 och vill bestimma v(y) sa
att x = v(y(x)). Vi deriverar uttrycket med avseende pd x och anvinder kedjeregeln,

_dx _dvipx)) _dv()dy _

1_E_ dx  dy dx ®)-3-
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Alltsa géller v'(y)) = 31—} samt v(1) = v(y(0)) = 0. Integration frdn 1 till x ger,

v(x)—v(1) :L %dy.

Inversen till exponentialfunktionen ges dirmed av In(x) = flx % dy.

1.6 Alternativ definition av cos(x) och sin(x)

Vi gdr nu 6ver till att definiera cos(x) och sin(x). Traditionellt definieras cos(x) och sin(x)
med hjdlp av enhetscirkeln, som i Figur 1.8. For varje punkt pa cirkeln ges av koordinater
(cos(x),sin(x)), dédr x dr vinkeln mellan den horisontella axeln och den linje som passerar

genom (cos(x),sin(x)) och origo.

Figur 1.8: Definition av cos(x) och sin(x) som nérliggande respektive motstdende katet genom
hypotenusan (lika med ett) i en ratvinklig triangel.

Pd samma sdtt som for e* kan vi istéllet definiera cos(x) och sin(x) som l6sningar till en

differentialekvation.

Definition 1.12 (Alternativ definition av cosinus) Vi definierar y(x) = cos(x) som den
entydiga l6sningen till ekvationen,

y"(x)+3(x) =0,

med begynnelsevillkor y(0) = 1 och y’(0) = 0.

I Definition 1.13 (Alternativ definition av sinus) Vi definierar z(x) = sin(x) som den
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entydiga losningen till ekvationen,
z”(x)+z(x) =0,
med begynnelsevillkor z(0) = 0 och z’(0) = 1.

Entydig 16sning existerar till bdda ekvationerna pd grund av Sats 1.4 eftersom vi kan
skriva om ekvationerna som system av forsta ordningen med ett Lipschitzkontinuerligt

hogerled. Lat u; =y och u; = Z—z. Vi far,
ib?(x):[ 1 (x) ]:[ 0 1 H 1 (x) ]:Aﬁ. (1.33)
dx u,

Hogerledet ar linjdrt i iZ. Vi har att

vy —w
|—|[ 2 2]|—\/v2—w2 + (v —wp)? = V-,

Alltsd dr hogerledet (globalt) Lipschitzkontinuerligt med konstant L = 1. Sats 1.4 ger ex-
istens och entydighet av 16sning for alla x € R. Utifrdn den alternativa definitionen av
cos(x) och sin(x) kan vi hérleda alla trigonometriska riakneregler.

Exempel 1.13 For att visa att %sin(x) = cos(x) gor vi foljande kalkyl. Lat z(x) =
sin(x) enligt Definition 1.13. Vi deriverar ekvationen och far,

Z”(x)+2'(x) =0, Z(0)=1, z”(0) = —z(0) = 0.

Men eftersom z’(x) dr unik 16sning till samma ekvationen som y(x) = cos(x), enligt
Definition 1.12, och med samma begynnelsevillkor giller z’(x) = y(x) = cos(x).

Exempel 1.14 For att hdrleda trigonometriska ettan noterar vi att med y(x) = cos(x)
och z(x) = sin(x) enligt definitionerna ovan galler

d ’ ] ’)

a(?(x)z +2(x)?) = 29(x)y’(x) + 22(x)2(x) = 2p(x)(2"(x) + 2(x)) = 0.

Alltsd dr p(x)%+z(x)? = C for ndgon konstant C. Men vi har (0)?+2(0)2 = 1 = C alltsa
p(x)? + z(x)? = 1 det vill sidga cos?(x) + sin?(x) = 1.

For att hidrleda den traditionella definitionen av sin(x) med enhetscirkeln later vi x
parametrisera kurvan C = (y(x),z(x)) = (y(x),9’(x)), x € R. Pd grund av trigonometriska
ettan som vi just harlett ligger alla punkter i C pa enheltscirkeln, se Figur 1.9, och punkten
(v(x),y’(x)) ror sig kontinuerligt langs kurvan. Hastigheten som punkten (y(x), y’(x)) ror sig
med runt enheltcirkeln ges direkt av derivatan av positionen

%(y(xw’(x)) = (v'(x),v"(x)) = (¥"(x), —p(x)) = (2(x), =p(x)).

Hastighetens riktning dr vinkelrdt mot linjen som gar genom (y(x),z(x)) och origo. Det
foljer av att skaldrprodukten mellan dem édr noll

(¥(x),2(x)) - (2(x), =p(x)) = P(x)z(x) = 2(x)y(x) = 0.
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\ 4

Figur 1.9: Parametrisering av kurvan C = (y(x), y’(x)).

Farten (som dr beloppet av hastigheten) dr konstant lika med 1 eftersom

¥)2+(-y)?=1, VxeR

Punkten (y(x),z(x)) ror sig med konstant fart 1 langs enhetscirkeln moturs eftersom be-
gynnelsehastigheten ar (0,1). P4 ett varv gar alltsd x frdn 0 till 27t eftersom enhetscirkelns
omkrets dr 27, y(x) = y(x+ 27 - n) for alla n € Z. Detta innebdr att y(x) exakt uppfyller den
traditionella definitionen och y(x) = cos(x).

Vi kan dven hirleda 6vriga trigonometriska rdkneregler. I nédsta exempel visar vi att
sin(x + w) = sin(w) cos(x) + cos(w) sin(x) och motsvarande resultat for cosinus.

Exempel 1.15 Vi ldter z(x) l6sa ekvationen,
Z”(x)+z(x) =0, z(0) = a, Z’(0) = B.

Vi ser att z(x) = a cos(x) + fsin(x) eftersom det dr en linjairkombination av 16sningar
till den homogena ekvationen samt att begynnelsevillkoren dr uppfyllda. Vi ldter nu
a = sin(w) och = cos(w). Detta motsvarar en punkt pa enhetscirkeln med vinkeln
w, se Figur 1.10.

Definitionen av sinus ger att z(x) = sin(x + w) 16ser ekvationen

Z”(x)+z(x) =0, z(0) = sin(w), Z'(0) = sin’(w) = cos(w).
Men eftersom losningarna dr entydiga galler

sin(x + w) = a cos(x) + sin(x) = sin(w) cos(x) + cos(w) sin(x).

Genom derivering fdr vi ocksa att cos(x + z) = f—xsin(x +2z) = f—xsin(w)cos(x) +

cos(w)sin(x) = cos(w)cos(x) — sin(w)sin(x). Dessutom foljer direkt att sin(2x) =
2 cos(x)sin(x) och cos(2x) = cos?(x) — sin?(x).
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(cos(w+z),sin(w +x)

(cos(w),sin(w))

v

Figur 1.10: Funktionerna cos(x + z) och sin(x + z) illustrerade med hjilp av enhetscirkeln.

Andra elementara funktioner 16ser ocksa differentialekvationer som ar vanligt forekommande
i modellering av fysikaliska forlopp. I Figur 1.11 ser vi funktionerna sinh och cosh. De kan

cosh(z)

2l sinh(z)

=2 -1 0 1 2
Figur 1.11: Funktionerna cosh(x) och sinh(x).

dven uttryckas med hjilp av exponentialfunktionen som,

X —X

cosh(x) = ¢ +26 , (1.34)
X _ ,—X

sinh(x) = & 2e (1.35)

De l6ser ocksd andra ordningens ODE. Vi har att y(x) = cosh(x) 16ser,

och z(x) = sinh(x) loser,

Funktionen cosh(x) beskriver en kedja som hanger fritt mellan tvd punkter under inverkan
av gravitation.
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Ovningar

1.1 Linjir algebra

Ovning 1.1 Givet vektorerna v'=[2 1 —2]och w =[0 3 —1] bestdm féljande uttryck.
(@) T+@ (b)37-F ()33 (d)7—28

Ovning 1.2 Berikna lingden av féljande vektorer.
@[2115] (b)[21] ()[-2 -2 -2 -2] (A1 1...1]eR"

Ovning 1.3 Berikna skaldrprodukten mellan féljande vektorer.
(@)[3 -14]-[01 =1] (b)[25]-[10] (c)[111]-[00 —1] (d)[1234]-[1234]

Ovning 1.4 Beridkna vinkeln mellan f6ljande vektorer.
(@) [V3 0 0Joch [3 V3 0] (b)[1 1 1Joch[l =2 —1] (c)[1 0]och [1 V3] (d)
[10..0/eR'och[l1...1]eR"

Ovning 1.5 Los ekvationssystemen.
(a)

2x + 3y = 8
x - vy = -1

2 = P = 8 = &
y + z = 2

- 3y + 2z = -1

Ovning 1.6 Skriv problem 1.5.a-1.5d p& matrisform, Ax = b.

1 0 3
Ovning 1.7 Berdkna produkten AX¥ mellan matrisen A=| -1 2 0 [och féljande
0 21

vektorer.



1 -1 0.5 1
@x=|0]| dxr=| 3| x=| 0o | @dx=]|1
2 0 2 1

1.2 System av forsta ordningen

Ovning 1.8 Skriv f6ljande system av tvd forsta ordningens ODE’er som en andra
ordningens ODE och bestdm 16sningen.

EIE S R A I N

Ovning 1.9 Skriv foljande system av tvé forsta ordningens ODE’er som en andra
ordningens ODE. Bestdm losningen.

i v ] o u(©) ] [ o
s [Tl w2 [Tlof v(0) [T 1
Ovning 1.10 Skriv om systemet:

{ v1(t) =a(t)

p5(t) =tyi(t)?

som en 2:a ordningens differentialekvation i variabeln y(t) = v (f).

Ovning 1.11 Skriv om f6ljande system som en andra ordningens ODE och berdkna
l6sningen.
[ul +[ 1y ]_[sin(Zt)] [ul(O)]_[l]
1y —u cos(2t) | u(0) | |1 [

Ovning 1.12 Skriv féljande system som en tredjeordningens ODE.

Lll 0 0 -1 up ul(O) 2
1/22 = -1 0 1 Uy |, u2(0) = 1
1/13 2 1 0.5 Us 1/!3(0) -1

1.3 Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen

Ovning 1.13 Skriv f6ljande andra ordningens ODE som ett system av tvd forsta
ordningens ODEFE’er,

v’ -2y"-3yp=x, p(0)=1, v’(0)=0.

Skriv systemet pa matrisfrom. Bestam l6sningen.

23
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Ovning 1.14 Skriv foljande andra ordningens ODE som ett system av tvd forsta
ordningens ODEFE’er,

v” +sin(y) = xcos(x), »(0)=1, '(0)=1.

Ovning 1.15 Skriv féljande differentialekvation p””(x) + xsin(y’(x)) = x, v(0) = 1,
1’(0) =0, ”(0) = 1 som ett system av forsta ordningen.

Ovning 1.16 Skriv féljande ODE som ett system av férsta ordningen,

v”(x) - 8y’(x) + 3y(x) =xe*, (0)=2, ’(0)=3.

Ovning 1.17 Skriv féljande ODE som ett system av forsta ordningen,

y W (x)-2y" (x)+3y’(x)+xp(x) = €

Ovning 1.18 Skriv foljande ODE som ett system av forsta ordningen,
v’ (x)+ 1%y (x) =¢5, p(0)=-1, v(0)=2.

1.4 Existens och entydighet av losning

Ovning 1.19 Bestim en Lipschitzkonstant fér f(t,7) = [ ;Z ] med avseende pd

V= [ Z ] fran Ovning 1.8. Har systemet entydig l6sning for alla #?

—

Ovning 1.20 Ar f(t,7) = [ ;}2 ] frdn Ovning 1.9 Lipschitzkontinuerligt for alla v =
[ ! ]eIRZ?
v

Ovning 1.21 Ekvationen y’(x) = 49%4(x) med begynnelsevillkor p(0) = 0 har tva
16sningar y = 0 och y = x*. Vad i Sats 1.3 4r inte uppfyllt (eftersom lésningen inte &r
entydig)?

1.5 Alternativ definition av elementdira funktioner

Ovning 1.22 L4t exponentialfunktionen y(x) = e* vara definierad som 18sning till
ekvationen y’(x) = y(x), med begynnelsevillkoret y(0) = 1. Visa utifrdn denna defini-
tion att u(x) = y(x)? loser ekvationen u’(x) = 2u(x), dar u(0) = 1.

“+cos(x), y(0)=2, y'(0)=3, p"(0)=1, y¥(0)=2.



Ovning 1.23 Harled logaritmlagen In(xy) = In(x) + In(y), x,» > 0 utifrdn relationen
ey =e*ed.

Ovning 1.24 Hairled logaritmlagen In(xP) = pln(x), x,p > 0, utifrdn relationen e*¥ =
(€*)”.

Ovning 1.25 Visa att cosh(x) = exge_x och sinh(x) = Ex_ze_x l6ser ekvationen y”(x) —
y(x) = 0.

Problem
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1.1 Linjir algebra

Problem 1.1 Givet tvd vektorer ¥,w € R?> men mellanliggande vinkel 6, visa att

=

VW = cos(0)|v][w| med hjilp av cosinussatsen |7~ w|? = [9]? + |w]? — 2|]|w]| cos(O).

1.2 System a forsta ordningen

Problem 1.2 Lita=b=c=d =11 Exempel 1.7. Avgér om hogerledet i ODE’n dr
Lipschitz kontinuerligt for alla 0 < x,y < 10. Berdkna jaimviktspunkterna dd x =y =
0.

1.3 Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen

Problem 1.3 Lat fjadrarna i exempel ha olika fjadderkonstanter ki, k, och k;. Lat
dven massorna vara olika och ges av m; och m,. Hiarled motsvarande system av forsta
ordningens ODE.

1.4 Existens och entydighet av losning
Problem 1.4 Vilken trigonometrisk funktion kan definieras av f6ljande ODE,
y'(0)=1+y(x)°, (0)=0?

Ar hogerledet Lipscitzkontinuerligt for alla y? Har vi existens av entydig 16sning for
alla x?

1.5 Alternativ definition av exponentialfunktionen

Problem 1.5 Studera ekvationen y’(x) = y(x)

alfunktionen. Hirled formeln e = lim,,_, (1 —

proximation till %411/;}1{ =79;41 1 Exempel 1.11.

y(0) = 1 som definierar exponenti-
)~ genom att anvianda f6ljande ap-

=~
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1.6. Alternativ definition av cos(x) och sin(x)
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Vi har presenterat flera analytiska metoder for att losa ordinira differentialekvationer.
For mer komplicerade modeller riicker oftast inte de analytiska teknikerna till. Nume-
riska metoder for att l6sa ODE dr ett generellt verktyg for att berikna approximativa
losningar. Vi presenterar tre numeriska metoder med olika for- och nackdelar och dirmed
olika anvindningsomrdden. Vi studerar iven metodernas konvergens och stabilitet. Vi ge-
neraliserar resultaten till system av ODE och diskuterar slutligen numerisk losning av
randvdrdesproblem.

2.1 Numeriska metoder

Lat y(t) vara 16sning till den ordinéra differentialekvationen,

y(t)
y(to)
Vi vill berdkna en numerisk approximation till y(¢), pd tidsintervallet t € [ty, T], ddr T ar
sluttiden. Vi borjar med att dela upp tidsintervallet [t(, T] i en partition av n delintervall
tp<tp <--<t;<--<t,=Tmedk;=t;—t;_1,i=1,...,n som steglingd. Idén med att

dela upp intervallet i en partition kdnner vi igen fran numerisk integration och Riemann-
summor. I de numeriska metoder vi studerar approximeras tidsderivatan y pa intervallet

;‘(E't,y(t)), tg<t<T, (2.1)

[t;_1,t;] alltid med differenskvoten y ~ w Evalueringen av hogerledet f(t,7) kom-
mer ddremot goras pa olika sdtt. Detta ger de numeriska metoderna olika egenskaper och
ddrmed olika anvdndningsomraden.

Eulers metod approximerar f(t,y(t)) pd intervallet t € [t;,¢;_1] med védrdet i den vdnstra
punkten f(t;_1,9(t_1)).

Definition 2.1 (Eulers metod) Lat ty <t <-.-<t, =T vara en partition av intervallet
[to, T]1in delintervall av langd k; =t; —t;_1, i = 1,...,n. Eulers metod for att berdkna

27
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en approximation y, av losningen y(t,) till ekvation (2.1) ges av

”‘k—yl‘l = f(tinyia) i=1,...m. (2.2)

En god egenskap som Eulers metod har ar att nastkommande virde y; kan berdknas
direkt genom insattning av foregdende varde y; 1 i formeln y; 1 + kf(t;_1,v;_1) utan att
en algebraisk ekvation behover 16sas. Vi sdger, pd grund av detta, att Eulers metod dr en
explicit metod.

Exempel 2.1 (Eulers metod) Ldt y(t) vara l6sning till,

v(t) = cos(y(t)), t>0
{y(O) = 1 (2.3)

Anvind Eulers metod for att berdkna en approximation till I6sningen y(7) med kon-
stant stegldngd k = 7t/10. Vi noterar forst att hogerledet dr Lipschtizkontinuerligt
eftersom
|cos(z) — cos(y)| < max|sin(x)||z—y| < |z-y],

x€R
ddr vi anvdnder att Lipschitzkonstanten dr begransad av derivatans (% cos(x) =
—sin(x) ) maximala vérde till absolutbelopp. Picards sats ger darmed att det finns
en unik 16sning y(t) definierad for alla t > 0. Vi ldter t; = ik = irt/10,i =0,...,10. I
Eulers metod ges ndstkommande virde av

Vi =¥i-1+kcos(p;_1). (2.4)

Vi jamfor Euler-approximationen med en referenslosning berdknad pa ett mycket
finare nidt. Felet mellan Euler-approximationen med tio delintervall och en refe-
renslosningen vid sluttiden dr 0.011574855438. I Figur 2.1 ser vi hur val den nu-
meriska 16sningen med Eulers metod (orange) approximerar den exakta losningen

(grom).

1.6

1.5¢

1.4;

1.3}

1.2¢

1.1¢

19605 10 15 20 25 30 35

Figur 2.1: Approximationen till y(¢) utraknad med Eulers metod (orange) med 10 delintervall
tillsammans med den exakta l9sningen (grén).
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Bakat Euler dr snarlik Eulers metod i formuleringen men har andra egenskaper och
anviandningsomrdden. Istédllet for att evaluera hogerledet i f(t;_1,y;_1) anvdnder vi den
hogra andpunkten f(t;,v;).

Definition 2.2 (Bakat Euler) Lat fy <t; <---<t, =T vara en partition av intervallet
[to, T]1i n delintervall av langd k; = t; —t; 1, i = 1,...,n. Bakat Eulermetoden for att
berdkna en approximation y, av I6sningen y(t,) till ekvation (2.1) ges av

yi_kﬁ = Fthy), i=1,...m. (2.5)
i

Exempel 2.2 (Bakat Euler) Vianvidnder samma exempel som fér Eulers metod for att
kunna jamfora approximationerna. Med bakadt Euler och t; =i-k = i7/10,i =0,...,10
far vi

Vi =¥i-1 +kcos(p;). (2.6)

Vi behover 16sa en algebraisk ekvation pd formen x = g(x) := y;_1 + kcos(x) givet v;_,
och k. Vi ser direkt att |g’(x)| < k for alla x € R vilket innebdr att fixpunktsiteration
kommer konvergera om k < 1. Vi jamfor dven bakat Euler-approximationen med en
referenslosning. Felet mellan bakat Euler-approximationen med tio delintervall och
den exakta losningen i sluttiden ar 0.0124759125631, alltsd av samma storleksord-
ning som Eulers metod. I Figur 2.2 ser vi den exakta l6sningen (gron) tillsammans
med bakdt Euler-approximationen (orange).

1.6

1.5}
1.4t
1.3}
1.2t

1.1}

1. ! ! ! ! ! !
8.0 05 10 15 20 25 3.0 35

Figur 2.2: Approximationen till y(t) utrdknad med bakat Euler (orange) med 10 delintervall
tillsammans med referenslésningen (gron).

Som vi ser i exemplet krdver bakat Euler att en algebraisk ekvation l6ses i varje tidsteg
for att berdkna nasta virde y;. Metoden ar darfor inte explicit, som Eulers metod, utan
implicit. I Eulers metod ges nédsta varde explicit genom insdttning av féregdende medan i
bakdt Euler ges den implicit genom ekvationslosning. Bakdt Euler gar dven under namnet
implicit Euler.

Mittpunktsmetoden evaluerar, som namnet antyder, hogerledet i mittpunkten pad in-
tervallet, det vill sdga f (%,yﬁ%). Detta innebér att mittpunktsmetoden dr implicit
precis som bakat Euler, eftersom den okdnda y; ingdr i hogerledet.
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Definition 2.3 (Mittpunktsmetoden) Ldt ¢ty < t; <--- < t, = T vara en partition av
intervallet [ty, T]in delintervall av langd k; = t;—t;_1,i = 1,...,n. Mittpunktsmetoden
for att berdkna en approximation y,, av 16sningen y(t,) till ekvation (2.1) ges av

Vi—=¥YVi-1 b+t ¥itPia
k; =l 2 72 )

i=1,...,n (2.7)

Exempel 2.3 (Mittpunktsmetoden) Vi fortsdtter med samma exempel for att kunna
jamfora metoderna. Mittpunktsmetoden ges av,

i =i +k-cos(PEEH), (2.8)

Aven hir behéver vi 16sa en algebraisk ekvation pd formen x = g(x) := p;_; +
kcos(@) givet y; 1 och k. Vi ser att |g’(x)| < % for alla x € R vilket innebar att
fixpunktsiteration kommer konvergera fér k < 2. Som startgissning kan vi anvanda
vi_1. I Figur 2.3 jamfor mittpunktsmetoden (orange) med referenslésningen (gron).
Felet dr nu bara 0.000639866293157 i sluttiden, vilket d4r ungefar 18 — 19 gdnger
mindre dn for de andra metoderna. Det dr svdrt att se skillnad pa approximationen

och den exakta l6sningen i figuren.

1.6
1.5}
1.4t
1.3}
1.2¢

1.1}

1. L L L L L L
8.0 05 10 15 20 25 3.0 35

Figur 2.3: Approximationen till y(¢) utrdknad med mittpunktsmetoden (orange) med 10 delin-
tervall och referenslésningen (grén). Kurvorna gar nastan helt i varandra.

Felet i approximationen avtar snabbare ndr antal intervall 6kas f6r mittpunktsmetoden
i jamforelse med bdde Eulers metod och bakdt Euler. Vi ska nu studera konvergensen mer
i detalj.

2.2 Konvergens

Vi har redan sett att felet i mittpunktsmetodens approximation var betydligt mindre dn
motsvarande fel for Eulers metod och bakat Euler i exemplen med ekvationen y’ = cos(y).
Begreppet konvergensordning anvands for att beskriva noggrannheten i en numerisk me-
tod.
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Definition 2.4 (Konvergensordning) En numerisk metod for att 16sa ett
begynnelseviardesproblem med konstant steglingd k dr av ordning n om felet vid
sluttiden ar proportionellt mot k".

Vi formulerar satsen om konvergens for Eulers metod. Beviset bygger pd Taylorutveck-
ling av den exakta l6sningen i varje tidssteg.

(Konvergens av Eulers metod) Lat y(t) I6sa begynnelsevardesproblemet

d
Z=fty). vt =0 (2.9)

ddr den kontinuerliga funktionen f(t,v) dr Lipschitzkontinuerlig i y med Lipschitz-
konstant L och 16sningen uppfyller max;c(; 1) |‘;—t§| < M. Lat vidare y,, vara Euler-
approximationen av y(t,) med konstant steglingd k, dar y,, = nk, n=0,1,2,... . Da
géller

Mk _
[9(t) =9l < S () 1) (2.10)

Bevis. Vi studerar forst felet e; = y(t;)—y; pa intervallet [t;_1, t;]. Taylors formel ger att y(¢;)
kan uttryckas med en Taylorserie kring punkten y(t;_;)
2
y(t:) = y(tig) +ky'(ti1) + ?}/’(’7:');

for ndgot 1; € [t;_1,t;]. Av ekvationen y’(t) = f(t,y(t)) foljer att,
2
y(ti) = v(tio) + kf (Fi1,9(ti-1)) + 7?”(’71')-

Eulers metod ger att y; = y; 1 + k- f(t;_1,v;_1). Vi far,
k2 7’
ei = i1+ k(f(tisn,y(tioa) = f(tin,yi-0)) + =97 (1:). (2.11)

och eftersom f dr Lipschitzkontinuerlig i y med konstant L och andra derivatan av y ar
begriansad av M far vi
k*M k*M
e < leg11+ KLlei 1|+ == = (1+ KL)ley 1] +
Om vi upprepar denna rdkning fran i = n ner till i = 1 far vi for det globala felet efter n

steg

2

lul < (L+ KL )ley 1]+ 1 2.12)

2 2
< (1+kL)*le,_ 2|+(1+kL)k M kzM (2.13)
; k*M 5 1

<(1+kL) |e0|+T(1+(1+kL)+(1+kL) +--+(1+kL)") (2.14)
KM l.

= TZ(HkL), (2.15)

Il
o

1
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eftersom |eg| = [y(ty) — vo| = 0. Summationsformeln f6r geometrisk summa ger

k*M (1+kL)*~1 _ Mk, 41 Mk
t) =, =le,| < < ("L _ 1) = T2 (T _ 1),
9(t) =3l = leul < 5 < SR 1) = e )
ddr vi anvander att 1 + x <e*, med x = kL. Detta foljer eftersom vi har likhet fér x = 0 och
hogerledet har derivata strikt storre dn ett for x > 0. O

Bakat Euler dr ocksd en forsta ordningens metod medan mittpunktsmetoden dr av
andra ordningen. Beviset for bakdt Euler ar snarlikt det for Eulers metod och ldnas som
6vning. Fér mittpunktsmetoden gors Taylorutvecklingen av y(t;) och ;. kring mittpunk-
ten till och med tredjederivator, vilket leder till kancellation av andraderivatorna. I 6vrigt
dr idén densamma.

2.3 Stabilitet

Om vi anvdnder Eulers metod for att 16sa en ODE vars 16sning varierar snabbt, upptrader
ett fenomen som kallas instabilitet. Vi illustrerar det med ett exempel.

Exempel 2.4 Vi studerar féljande ODE,

y'(t)=—4.29(t), (0)=1.

Den analytiska I6sningen ges av p(t) = e~*2. Vi berdknar lésningen fram till T = 5
med Eulers metod. I Figur 2.4 (vdnster) dr den roda linjen den analytiska l6sningen,
gron motsvarar steglangden k = 5/40, bld 5 = 20 och orange k = 5/10. For k = 5/10
beter sig den numeriska approximationen markligt. Losningen borjar oscillera och
vdxa trots at den analytiska 16sningen avtar. Motsvarande fenomen finns inte for
bakat Euler, som synes i Figur 2.4 (hoger). Vi sdger att bakat Euler ar stabil for detta
problem medan Eulers metod med stegldngd k = 5/10 dr instabil.

1.0
1.0} ]
0.8
0.5 ]
0.6}
0.0
0.4}
_0.5,
0.2}
_1_0,
L L L 00 "
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0 1 2 3 4 5

Figur 2.4: Eulers metod (vénster) och bakdt Euler (hoger) med steglingd k = 5/10,5/20, 5/40.
Vi ser att Eulers metod med stegldngd k = 5/10 ger en instabil, vixande, 16sning medan bakat
Euler ér stabil for alla k.

Exemplet visar pd en svaghet med feluppskattningarna i Sats 2.1. Namligen att faktorn
ellti=tol { uppskattningen kan bli vildigt stor. Denna term uppstar eftersom vi i varje itera-
tion multiplicerar felet fran foregdende tidssteg med faktorn 1 + kL, ddr L dr hogerledets

L|
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(f’s) Lipschitzkonstant med avseende pd y. Denna skattning ar ofta for grov. Om vi gér
tillbaka till ekvation (2.11) i beviset, som beskriver hur felet i tidssteg i beror av felet i
tidssteg i — 1, har vi for problemet i exemplet med f(t,y) = —4.2y att,

k2 k2
e = e +k(f(tio, y(tice)) = f(tic,9im1) + 7}1"(’71‘) =(1-4.2k)ej_ + 7}’"(’71‘)-

Om faktorn |1 —4.2k| > 1 ser vi att vi riskerar att fa en exponentiell tillvixt i felet. Det dr
precis den effekten vi ser i Figur 2.4 (vinster) dd k = 5/10 vilket innebaér att |1 -4.2-5/10| =
1.1>1.
Det finns en teori fér att avgora ndr en numerisk metod ar stabil. Vi anvdnder en
testekvation pd formen
v'(t)=Ay(t), AeC,

dir A € C, som tilldts vara komplex. Lésningen 4r dé y(t) = e som avtar exponentiellt om

realdelen av A dr mindre dn noll och vixer exponentiellt om realdelen av A dr storre dn
noll.
Vi definierar stabilitetsomradet for en numerisk metod pd féljande sitt.

Definition 2.5 (Stabilitet av numerisk metod) Lat y, vara en approximation till
testekvationen p’(f) = Ay(t) som definieras av relationen y; = g(kA)y;_;, ddr k dr me-
todens konstant steglangd och i = 1,...,n. Da sdger vi att metodens stabilitetsomrade
ges av alla k) sadana att [g(kA)| < 1.

Vi noterar till exempel att g(kA) =1+ kA for Eulers metod. Givet denna definition kan
vi hidrleda stabilitetsomradet for vdra tre numeriska metoder.

(Stabilitetsomrdden) Stabilitetsomrddet for Eulers metod ges av |1 + kA| <

1, for implicit Euler |1 —kA| > 1 och f6r mittpunktsmetoden Hiﬁj\\;ﬂ <1.

Bevis. Vi studerar testekvationen

v'(t) = Ay(t), t>0.

Eulers metod ger y; =v;_1 +kAy; 1 = (1+kA)y;_1, bakdt Euler y; = ﬁ}’i—l och mittpunkts-
kA

metoden y; = y;_1 + k/\y"%w" eller y; = t_kiyi—l' Enligt Definition 2.5 géller da att Eulers

metod har stabilitetsomrade |1 +kA| < 1, iniplicit Euler |1 —kA| > 1 och mittpunktsmetoden

1+kA/2
Il <1 O

I Figur 2.5 illustrerar vi stabilitetsomrddena med gra fiarg i det komplexa talplanet for
Eulers metod, bakdt Euler och mittpunktsmetoden. Vi ser att olika vdrden pa kA leder
antingen till en stabil eller instabil approximation.

Det dr tydligt att bakat Euler har ett stort stabilitetsomrdde. I vart exempel var k = 5/10
och A = —4.2 vilket innebdr att kA = —2.1 som 4r inom bakadt Eulers stabilitetsomrdde.
For Eulers metod ddaremot hamnar vi utanfor stabilitetsomrddet. Dock kan vi genom att
minska k komma in i stabilitetsomrddet igen. Det ser vi dven i Figur 2.4 (vdnster) da vi
later k = 5/20 och k = 5/40.
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2.0 2.0
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Figur 2.5: De grd omrddena dr virden kA i det komplexa talplanet dar Eulers metod (vénster)
bakat Euler (mitten) och mittpunktsmetoden (hoger) ar stabila.

Sammanfattningsvis drar vi slutsatsen att bdde bakdt Euler och mittpunktsmetoden
har ett stort stabilitetsomrdde. De ger darfor tillforlitliga 16sningar for en stor klass pro-
blem. Eulers metod har ddremot ett litet stabilitetsomrade vilket innebér att det i mdnga
fall kravs ett valdigt liten steglangd k for att 16sningarna ska vara tillforlitliga 6ver langre
tidsintervall.

Vira tre numeriska metoder har alltsa olika férdelar och nackdelar. Med Eulers metod
slipper vi losa algebraiska ekvationer vilket ar en stor fordel eftersom de kan ta mycket
datorkraft i ansprdk. Bakat Euler dr den mest robusta metoden som néstan alltid fungerar.
Mittpunktsmetoden har hégre ordning vilket innebar att om metoden dr stabil for ett givet
problem kommer 16sningen konvergera mycket snabbare dn de 6vriga metoderna. Dock
kravs att tredjederivatan av 1osningen ar begriansad for att en hogre konvergensordning-
en ska uppnds. Olika problemtyper behover alltsa olika numeriska metoder. Det finns
fler egenskaper som &r viktiga for en numerisk metod. En sddan dr metodens férmaga
att bevara egenskaper hos den exakta l6sningen, till exempel konservering av energi. Vi
dterkommer till detta lingre fram i kapitlet.

2.4 Algoritmer

Vi dr nu redo att formulera Eulers metod som en algoritm, se Algoritm 1. Sats 2.1 ger att
felet i den berdknade l6sningen kan begrdnsas i termer av steglingden k, Lipschitzkon-
stanten L och begrdnsningen av andraderivatan M. Givet f kan L berdknas. Konstanten M
dr daremot svar att uppskatta nar 16sningen inte dr kdnd. Den kommer istéllet med som
ett villkor i algoritmen. Vi later f6r enkelhets skull steglaingden vara konstant.

De implicita metoderna, bakdt Euler och mittpunktsmetoden, &r lite svdrare att imple-
mentera eftersom en algebraisk ekvation behéver 16sas i varje tidssteg. Fixpunktsiteration
dr en naturlig metod att anvdnda for att 16sa dessa ekvationer eftersom vi vill 16sa ekva-
tioner pa formen x = g(x). For bakat Euler har vi att

8(x) = pi1 +kif (£, x),
och for mittpunktsmetoden att

b+t Vi1 +x
§0x) = pioy + ki f (LT B

Vi har dven en god startgissning i xy = y;_;. Vi presenterar bakdt Euler i Algoritm 2 och
mittpunktsmetoden i Algoritm 3.



Kapitel 2. Numerisk l6sning av ODE 35

Algorithm 1 Eulers metod

Indata: Kontinuerlig funktion f : R*> — R, Lipschitz kontinuerlig (L) i andra variabeln,
startpunkt ¢y, € R, stegldngd k, slutpunkt ¢, =T
Utdata: Approximativ 16sning 9 € R sidan att [p(t,) — 9| < & (eL(t—t) — 1)
Villkor: max;e(s, ¢ 1[v”(t) < M
1 i1
while t;_; <t, do
tie—1ti_1+k
Vi — Vi tkf(ti1,9im1)
i—i+1
end while
Y < Yia

Algorithm 2 Bakat Euler

Indata: Kontinuerlig funktion f : R> — R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln,
startpunkt ¢y, vy € R, stegldngd k, slutpunkt ¢,

Utdata: Approximativ 16sning 9 € R sadan att [y(t,) — 9| < Ck

Villkor: max;e(s, 119" (¢)]

1: i1

while t;_; <t, do
tie—1ti_1+k
Vi < vi_1 +kf(t,vi):=g(y;) Loses med fixpunktsiteration!
ie—i+1

end while

Y < Yia

Banachs fixpunktssats ger att vi har konvergens om |g’(x)| < 1 for all x i ett intervall.
For bakdt Euler innebar det att

¢ = k%m,xn <1,

for alla viarden x i iterationen. I exemplen ovan med f(t,y) = cos(y) var derivatan till be-
lopp |sin(y)| begrdnsad av 1. Darfor krdavs att k < 1 for alla i. Motsvarande resultat for
mittpunktsmetoden blir |%sin(y)| < 1/2 eftersom den inre derivatan dr % Alltsd konver-
gerar fixpunktsiteration f6r k < 2. Om y-derivatan av f ar stor for de aktuella vardena pa
x kan det vara battre att skriva om fixpunktsiterationen pd en annan form eller anvinda
en annan metod som bisektion eller Newtons metod for ekvationen x — g(x) = 0. Vi vill
namligen undvika ett for litet tidssteg som kan leda till langsamma berédkningar.

Det dr inte sjdlvklart att de algebraiska ekvationer som uppkommer har reella 16sningar
for alla stegldngder. Vi illustrerar detta i ett exempel.

Exempel 2.5 (Lésbarhet) Vistuderar

1

vars lésning, som ges av y(x) = 1=, bara existerar pd intervallet [0,1). Vi vill nu
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Algorithm 3 Mittpunktsmetoden

Indata: Kontinuerlig funktion f : R> — R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln,

startpunkt ¢y, vy € R, stegldngd k, slutpunkt ¢,

Utdata: Approximativ 16sning 9 € R sddan att [y(t,) — 9| < Ck?

Villkor: max;e(s, 1,1y (t)| < M

1 i1

while t;_; <t, do
tie—1ti_1+k
Vi — Vi1t kf(%, y,;;y,) :=g(y;) Loses med fixpunktsiteration!
i—i+1

end while

Y < iz

berdkna en approximation for x < 1 med bakat Euler. Vi varje tidsteg behover vi 16sa
foljande algebraiska ekvation,

2

Vi = Vi1 +ky;,
dir k anger det konstanta tidssteget. Detta dr en andragradsekvation i variabeln y;
och 16sningen ges av

1 L %
Vi= i

2k 4k k
Eftersom y; ska ndrma sig y;_; dd k gar mot noll representerar endast de negativa
tecknet framfor rotuttrycket en 16sning. Efter omskrivning far vi

yi :%(1—\/1—4@1-_1),

Vi ser direkt att for i = 0 krdvs att k < %l for att ekvationen ska ha en reell 16sning.
Nar y;_; okar kravs kortare och kortare tidssteg for att fixpunktsiterationen ska ge
en 16sning. I Figur 2.6 studerar vi hur ldng tid vi kan genomféra berakningen med
olika konstanta tidssteg innan den algebraiska ekvation inte langre har ndgon (reell)
l6sning. I Figur 2.6 plottar vi bakdt Eulerlosningen, med k lika med 1/24, 1/48 och
1/96, tillsammans med den exakta 16sningen ﬁ i orange. Ndr linjerna avbryts finns
inte langre ndgon reell rot y; till den algebraiska ekvationen. Man kan dven tdnka sig
ett varierande tidssteg dér k; minskar ndr y; 6kar. En sddan metod som &r anpassad

till 16sningen kallas en adaptiv metod.

Férutom problem med 16sning av de algebraiska ekvationer som uppkommer och nu-
merisk stabilitet som vi behandlade tidigare, finns flera andra utmaningar vid numerisk
l6sning av ODE. En sddan, som blir viktig om tidssteget ar vildigt litet, dr avrundningsfel.
Vi lamnar nu algoritmerna och gar vidare och generaliserar vdra resultat till system av
ODE.
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Figur 2.6: Bakat Eulerlésningen for k = 1/24, k = 1/48 och k = 1/96. Linjerna avbryts nar
ekvationerna saknar reella losningar. Den exakta losningen y(x) = == representeras av den
roéda linjen.

2.5 Generalisering till system av ODE

De numeriska metoder vi presenterar kan direkt generaliseras till system av forsta ord-
ningens differentialekvationer.

Lat 7(t) € R? vara 16sning till den ordinira differentialekvationen p4 ett intervall I =
[to, T],

{ v = Fln i) (2.16)
y(tO) = Yo,

dir 7, € R? och f(t,7(t)) € R. Vi later den numeriska approximationen till 7(t;) i tidpunk-
ten t; betecknas ;. Vi presenterar de tre metoderna igen, nu for system av ODE.

Definition 2.6 (Eulers metod) Lat ty <t <---<t, =T vara en partition av intervallet
[to, T]1in delintervall av langd k; =t; —t;_1, i = 1,...,n. Eulers metod for att berdkna
en approximation ¥, av 16sningen {t,,) till ekvation (2.16) ges av

— —

yl_k¢ = FtinFia) i=1,..m. (2.17)

Definition 2.7 (Bakat Euler) Lat fy <ty <---<t, =T vara en partition av intervallet
[to, T]1i n delintervall av langd k; = t; —t;_1, i = 1,...,n. Bakat Eulermetoden for att
berdkna en approximation 9, av 16sningen {(t,,) till ekvation (2.16) ges av

— —

y"_k&:f(ti,ﬁi), i=1,...n. (2.18)
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Definition 2.8 (Mittpunktsmetoden) Ldt ty < f; <--- < t, = T vara en partition av
intervallet [ty, T]in delintervall av langd k; = t;—t;_1,i = 1,...,n. Mittpunktsmetoden
for att berdkna en approximation ¥, av l¢sningen 9(t,) till ekvation (2.16) ges av

—Vio1 Pttt VitV ,
e R - L Ji 23’1 Ly i=1,..,n (2.19)

Notera att de implicita metoderna (Bakat Euler och mittpunktsmetoden) nu kraver
l6sning av en algebraisk ekvation som i detta fallet 4r vektorvdrd. Dessa ekvationer 16ses
ocksd med fixpunktsiteration. Genom att minska tidssteget k kan vi garantera att itera-
tionen konvergerar med Banachs fixpunktssats. Konvergenshastigheten paverkas av Lip-
schitzkonstanten L till funktionen f,

fle-feDl<Ly-2 tel, FZeR",
som kan bli mer komplicerad att rdkna ut i det vektorvarda fallet i jamforelse med det
skaldrvarda.

Exempel 2.6 (Lipschitzkonstant) Vi later n = 2 och studerar begynnel-
sevdrdesproblemet

dar

Vi har vi att,

- -

F(6,7)~ 716,21 < (322~ 392)% + (31 ~ 212

= 3\/(}’1 —21)? + (92— 22)°
=3ly-2.

En Lipschitzkonstant ges alltsd av L = 3.

Uppskattningen av felet foljer samma monster som i det skaldra fallet. Vi nojer oss
med att formulera resultatet for Eulers metod. Beviset bygger helt pa beviset av Sats 2.1
och uteldmnas.

(Konvergensanalys fér Eulers metod fér system) Lt (t) 16sa begynnel-
sevardesproblemet
d—) 7 — -
L =Ft Pt =7 (2.20)

dir den kontinuerliga funktionen f(#,7) dr Lipschitzkontinuerlig i ¥ med Lipschitz-
konstant L och |j—:2}71 < M. Lét ¥, vara Euler approximationen av (t,) med konstant
stegldngd k, ddr t, =nk, n=0,1,2,... . Da galler

_ S Mk -
[9(t,) = vl < S0 (eL(t” fo) _ 1). (2.21)
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Bevis. Beviset foljer av beviset av Sats 2.1. Vi behover Taylorutveckla i alla n komponenter
och tolka absolutbeloppet som lingden av vektorerna. O]

Konvergensordningen for Eulers metod dr densamma som i det skaldra fallet. Detsam-
ma gdller bakdt Euler och mittpunktsmetoden som &r av forsta respektive andra ordning-
en. Stabilitetsanalysen dr mer komplicerad for system av ODE och kraver kunskap om
egenvarden frdn linjar algebra. Vi nojer oss med att illustrera stabilitetsproblemet genom
att anvdnda Eulers metod for ett berdkna losningen till modellen for rdvar och kaniner,
som vi presenterade redan i Figur 1.4. Vi borjar med att 16sa problemet med 400 delinter-
vall, vilket ger en steglingd pd k = 0.1, och sedan med 40000 delintervall vilket motsvarar
k =0.001. Sluttiden fo6r berdkningen ar satt till T = 40.

180 : : : : : : : 80
160 70!t
140t 60L |
1204 50 |
100t a0/ ’\
80t
60} 30

20
10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figur 2.7: Losning for systemet med rdvar och kaniner med Eulers metod och stegldngd k = 0.1
(vénster) respektive k = 0.001 (hoger). Vi ser att 16sningen for k = 0.1 dr instabil medan den
for k = 0.001 &r stabil pd grund av tillrdckligt litet tidssteg.

Vi ser att vi har tydliga problem med numerisk instabilitet i det forsta exemplet.
Losningen okar i t medan den exakta l6sningen behdller samma magnitud 6ver tid. I det
andra exemplet har vi tillrdckligt liten steglangd for att Eulers metod ska vara stabil.

Det finns fler egenskaper hos en numerisk 16sning som ar efterstravansvard foérutom
stabilitet och konvergens. En sddan ar bevarande av egenskaper hos l6sningen. Vi illustre-
rar detta med ett exempel.

Exempel 2.7 (Energibevarande) Vi gar tillbaka till kapitel 1 och de alternativa defi-
nitionerna av cos(t) och sin(t) som system av ODE. Vi har f6ljande linjdra system av

ODE
IR EEINET
z'(x) -1 0 z(x) |’ z(0) 0

vars 16sning ges av y(t) = cos(t) och z(t) = sin(t). Kvantiteten E(t) = %(3}(1?)2 +2(t)%)
kan tolkas som systemets energi tid tiden t. Trigonometriska ettan ger att E(t) = 3
for alla t, det vill sdga energin dr bevarad.

Vi lgser nu systemet pad intervallet [0, 107t] med 1000 steg, k = 107t/1000, med Eulers
metod, bakdt Euler och mittpunktsmetoden. I Figur 2.8 plottar vi approximationer-
na till (y(¢),z(¢)) i planet. Notera att den exaka l6sningen ligger pa enhetscirkeln.
Eulers metod ger en 16sning som tillfor energi och cirklarna vixer och vixer medan
bakdt Euler tar bort energi och cirklarna minskar. Mittpunktsmetoden ddremot be-
varar energin 6ver tid. Detta dr dnnu en aspekt som kan vara viktig for en numerisk



40 2.6. Randvérdesproblem
approximation och som ar en styrka for mittpunktsmetoden.

15 T T T T 15 T T T T T 15
1.0 1.0 1.0}
0.5 0.5 0.5

0.0 0.0 0.0
—0.5 —0.5] -0.5

—-1.0; -1.0 -1.0

—1.5 —1.5] -1.5
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figur 2.8: Vi ser att Eulers metod leder till att cirklarna vidgas (vdnster) och bakdt Euler till
att de krymper (mitten) medan mittpunktsmetoden bevarar energin.

2.6 Randvardesproblem

Sd hér langt har vi helt och hdllet fokuserat pd begynnelsevardesproblem. Det finns dock
en annan klass av differentialekvationer som 4r minst lika viktig i tillimpnigar, nimligen
randvidrdesproblem. D4 begynnelsevardesproblemen endast har (begynnelse)villkor vid
en startpunkt har randvirdesproblemen (rand)villkor bade i start- och slutpunkten. Vi
ger ett exempel frdn virmeledning i en endimensionell stav.

Exempel 2.8 (Varmeledningekvationen) Vi studerar stationdr varmeledning i en en-
dimensionell stav av langd L. Temperaturen u(x) 16ser f6ljande randvéardesproblem
som ocksa dr en ODE,

{_i Rdl) = q(x),  0<x<L (2.22)

dx\"d
u(0)=u(l) = 0O,

dir x 4dr rumskoordinaten, x dr varmeledningskoefficienten och ¢(x) d&r
viarmetillforseln som beror av positionen i rummet. Genom att inféra

hjdlpvariabelerna u#; = u och u, = %] kan vi skriva om ekvationen som ett
system av forsta ordningens ODE,
dl/ll
T 2.23
ix B2 ( )
duy __q(x)
- 2.24
dx K ( )

med begynnelsevillkor bara i den forsta variabeln u;(0) = 0 fast med det extra rand-
villkoret u;(L) = 0.

Anledningen till att vi sd har ldngt fokuserat pa begynnelsevardesproblem é&r att
randvardesproblem ofta leder till partiella differentialekvationer eftersom den oberoende
variabeln vanligen dr rumskoordinater i R3. T fallet med staven gor vi en endimensionell
approximation av ett tredimensionellt objekt. Begynnelseviardesproblemen har typiskt ti-
den som oberoende variabel vilken naturligt dr endimensionell. En annan anledning ar
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att de mer kraftfulla numeriska metoderna for att 16sa randvardesproblem kraver djupare
kunskaper i linjar algebra.

Det finns dock en teknik som gor att vara ODE-l6sare dven kan anvandas for att 16sa
randvardesproblem. Metoden kallas inskjutning och idén ar enkel. Vi gissar helt enkelt
ett varde pd z, u;(0) = z i exemplet. Darmed har vi begynnelsevillkor och kan genom att
anvianda en ODE-l6sare (tex Eulers metod) berdkna u;(L) som kommer bli en funktion av
z. Lat oss kalla den f(z) = uy(L). For varje z kan alltsd f(z) berdknas genom att 16sa ett
begynnelseviardesproblem. Detta innebar att funktionen f(z) dr definierad implicit. Vi vill
hitta ett z sddant att f(z) = 0 eftersom u; och u, med begynnelsvillkoren u;(0) = 0 och
15(0) = z dd kommer 16sa randvirdesproblemet. Att funktionen f(z) dr definierad implicit
hindrar oss inte frdn att anvidnda till exempel bisektion eller Newtons metod for att 16sa
ekvationen f(z) = 0. Vi dtergadr till exemplet med endimensionell virmeledning och visar
hur en approximativ 16sning kan berdknas med inskjutning.

Exempel 2.9 (Inskjutning) Vi ldter k = g = 1 i exemplet ovan och anvander mitt-
punktsmetoden med konstant steglingd k = 0.01 och startar med gissningarna
u5(0) = z med zy = 0.2 for att berdkna en forsta approximation och z; = 0.9 for
att berdkna en andra. Vi ser resultatet i Figur 2.9. Eftersom z, och z; dr valda sd att
2(zg) < 0 och g(z1) > 0 vet vi att det finns en 16sning for ndgot z € [z, z;] och att vi
kan hitta 16sningen med hjilp av bisektion. Vi ldter z, = 272 vara mittpunkten och
far da g(z;) < 0. Det innbdr att z, blir ny undre grians och vi berdknar z3 = %
For varje iteration ndrmar vi oss malet. Namnet inskjutning kommer just ifrdn att vi
forsoker hitta den bana som leder till malet u(L) = 0.

0.20
0.15
0.10
0.05
0.00
—0.05
—-0.10

Ol 02 04 06 08 Lo

Figur 2.9: Inskjutningsmetoden med start viarden z; = 0.2 och z; = 0.9. Mittpunktsmetoden
tillsammans med bisektion anvidnds for att berdkna de approximativa lgsningarna.
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Ovningar

2.1 Numeriska metoder

Ovning 2.1 Studera ekvationen y’(x) = 2y(x), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad
blir Bakdt Euler approximationen till y(1), givet att intervallet [0,1] delas in i n lika
stora delintervall?

Ovning 2.2 Studera ekvationen p’(x) = y(x), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad
blir approximation av y(1) berdknad med Eulers metod, givet att intervallet [0,1]
delas in i n lika stora delintervall?

Ovning 2.3 Studera ekvationen y’(x) = y(x)?, med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad
blir approximation av y(0.2) berdknad med Eulers metod, givet att intervallet [0, 0.2]
delas in i 2 lika stora delintervall?

Ovning 2.4 Anvind mittpunktsmetoden med konstant steglingd for att berikna en
approximation till e = y(1) dar y(x) loser ekvationen y’(x) = y(x), y(0) = 1.

Ovning 2.5 Anvind Eulers metod med konstant steglingd k = 0.2 f6r att berdkna
en approximation till y’(x) = 1 — y(x)?, »(0) = 0, i punkten p(0.4).

Ovning 2.6 Anvind Eulers metod med konstant steglingd k = 0.2 fér att berdkna
en approximation till y(0.4) ddr y(x) l6ser ekvationen p’(x) = xy(x), y(0) = 1.

Ovning 2.7 Heuns metod for att 16sa y’(t) = f(t,v(t)) ddr y(0) = y, dr en andra
ordningen metod som definieras i tvd steg,

Pi =vi1 +kf(ti_1,9i-1)
k .
Yi=%i1t E(f(ti—llyi—l) + f(ti,9i))

dér k r steglingden. Ar Heuns metod explicit eller implicit?

2.2 Konvergens

Ovning 2.8 Studera begynnelsevirdesproblemet y”’(t) + v’(t) = sin(t), »(0) = 1,
y’(0) = 0, ”(0) = 1. Skriv som ett system av forsta ordningen ODE. Ange en nu-
merisk metod som kan anvandas for att 16sa ekvationen samt metodens konvergens-
ordning.

Ovning 2.9 Studera ekvationen y’(x) + y(x) = x med begynnelsevillkor »(0) = 0.
Los forst ekvationen analytiskt. Dela in [0,1] i 100 lika ldnga delintervall. Ange en
uppskattning av felet mellan Euler metod och det exakta 16sningen y(1).



Ovning 2.10 Studera ekvationen y’(x) = cos(y(x)) med begynnelsevillkor y(0) = 0.
Berédkna en uppskattning av |[y”(x)|. Dela in [0,2] i 100 lika ldnga delintervall. Ange
en uppskattning av felet mellan Eulers metod och det exakta virdet y(1).

Ovning 2.11 Studera y’(x) = —y(x), (0) = 1. Uppskatta felet i Euler approximatio-
nen med steglingd k = 0.1 pd intervallet ¢ € [0, T] med hjdlp av Sats 2.1. Efter hur
ldng tid T ar feluppskattningen storre dn 1?

Ovning 2.12 I Exempel 2.3 ger en steglingd pd 7/10 ett fel pd 0.00064 med mitt-
punktsmetoden och 0.012 med Eulers metod. Hur stor steglangd behover vi anvidnda
med Eulers metod for att fa samma fel som mittpunktsmetoden?

2.3 Stabilitet

Ovning 2.13 Studera ekvationen y’(x) = —10y(x), »(0) = 1. Vilket steglingd krivs
for att Eulers metod respektive bakdt Euler ska vara stabila?

Ovning 2.14 Visa att mittpunktsmetodens stabilitetsomrdde innehéller alla punk-
ter pd den negativ reella axeln, alltsd alla Ak € R sddana att Ak <O0.

Ovning 2.15 Visa att bakdt Eulers stabilitetsomrade inneh4ller alla punkter pd den
negativ reella axeln, alltsd alla Ak € R sddana att Ak < 0.

2.4 Generalisering till system

Ovning 2.16 Formulera Eulers metod for systemet

RS SR

Lit steglangden k = 0.1 och berdkna 16sningen efter ett steg.

1
o |
Ovning 2.17 Formulera Eulers metod fér systemet

L 0 -1 |lul|_|O u(0) {0
v 4 0 v | |0 v0) | |1
Lat steglangden k = 0.1 och berdkna l6sningen efter ett steg.

Ovning 2.18 Formulera bakat Euler for systemet

KRR HI R N Aty

Lat steglingden vara k.

43
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Ovning 2.19 Formulera bakat Euler for systemet

R Y

med steglangd k.

Ovning 2.20 Studera begynnelsevirdesproblemet y”(¢) +v(t)? = sin(t), ¥(0) = 1 och
y’(0) = 0. Skriv som ett system av forsta ordningen och utfor ett steg med Eulers
metod, med steglangd k = 0.1.

Ovning 2.21 Studera begynnelsevirdesproblemet y”(t) — 4y(t) = 0, p(0) = 1, 9(0) =
0. Skriv som ett system av forsta ordningen ODE pa matrisform. Utfor ett steg av
Bakat Euler metoden med stegldngd k = 0.1.

2.5 Randvirdesproblem

Ovning 2.22 Studera Exempel 2.8. L4t x = L = 1 och vilj q(x) sddant att 16sningen
blir u(x) = x*(1 - x).

Ovning 2.23 Studera Exempel 2.8. L4t x = L = 1 och vilj q(x) sddant att 16sningen
blir u(x) = sin(7tx).

Ovning 2.24 Lat q(x) = x> och L = ¥ = 1 i Exempel 2.8. Rikna ut u(x) genom att
integrera ekvationen tva gdnger och anvdnda randvillkoren.

Ovning 2.25 L4t g(x) = sin(nx) och L = x = 1 i Exempel 2.8. Rdkna ut u(x).

Problem

2.1 Numeriska metoder

Problem 2.1 Studera y’(t) = y? dar y(0) = 1. L4t k = 0.1 och berdkna y, med Heuns
metod fran Ovning 2.7.

2.2 Konvergens

Problem 2.2 Bevisa att Bakat Euler ar en forsta ordningens metod.

2.3 Stabilitet

Problem 2.3 Ge ett uttryck for stabilitetsomrddet for Heuns metod presenterad i
02.7.
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2.4 Generalisering till system

Problem 2.4 Skriv som system av forsta ordningen och genomfé6r en iteration med
bakdt Euler metoden for differentialekvationen y”(x)+y’(x) = 1+x, (0) =1, ’(0) = 0,
med stegldngd k = 0.1.

2.5 Randvirdesproblem

Problem 2.5 Visa att joL u(x)dx >0 om g > 0 dr en konstant och « = 1 i Exempel 2.8.
Hint: Multiplicera ekvationen med u(x) och integrera frdn 0 till L.
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2.6. Randvéardesproblem
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Laplacetransform ir en analytisk metod for att l0sa ordindra differentialekvationer och
integralekvationer. Till skillnad fran andra analytiska tekniker vi studerat kan Laplace-
transformen hantera diskontinuerliga data och impulser, som ir vanligt forekommande i
tillimpningar inom elektriska nit och mekaniska system. Laplacetransformen transforme-
rar differentialekvationen till en algebraisk ekvation, med en ny variabel, som dr enklare att
losa. Sedan transformeras losningen tillbaka till den ursprungliga variabeln som dr tiden.

3.1 Definition av Laplacetransform

Laplacetransformen dr en integraltransform med vilken ett givet problem transformeras
fran tidsvariabeln ¢ till en ny variabel s. Podngen dr att integral- och differentialekvationer
ar enklare att 16sa pa transformsidan eftersom de transformeras till algebraiska ekvationer.
Nar 16sningen dr bestimd kan man sedan ga tillbaka till tidsdomédnen med hjélp av invers
Laplacetransform.

For att ge en motivering till hur och varfoér Laplacetransform fungerar borjar vi med
ett exempel.

Exempel 3.1 (Motiverande exempel) Vi vill l16sa begynnelsevdrdesproblemet
Y (t)+y(t)=e?, >0,

med begynnelsevillkoret y(0) = 0. Vi har tidigare anvant integrerande faktor for att
l6sa denna ekvation. Nu vill vi istdllet introducera en ny metod. Vi multiplicerar
ekvationen med en funktion e~*' och integrerar fran 0 till co. Vi antar tillsvidare att
integralerna ar vildefinierade, vilket medfor att lim;_,.(|[y’(£)| + [p(¢)])e™5" = 0, om vi
valjer s > 0. Vi far

f y'(t)e_“dt+-[ y(t)e‘“dtzf e et dt.
0 0 0

Vi integrerar den forsta termen partiellt och anvinder att den 6vre gransen blir noll
pé grund av att lim;_,, [9(t)le™" = 0 och den undre grinsen blir noll eftersom y(0) =

47
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Figur 3.1: Laplacetransformen £ transformerar funktioner uttryckta i ¢ till en ny variabel s.
Den inversa Laplacetransformen £~! transformerar tillbaka till t.

0. Detta ger
s ooy(t)e_”dt+ ooy(t)e_“dt = [_—16_”]00 _ !
0 0 s+ 2 0 s+2 )

Vi infér foljande beteckning Y(s) = foooy(t)e‘“d t och ser vi att vi far en algebraisk
ekvation som bestaimmer Y(s),

1
(s+1)Y(s) = Y
eller med hjélp av partialbraksuppdelning,
1 1 A B 1 1

Y(s)

= . = =+ =] = ,
s+1 s+2 s+1 s+2 s+1 s+2

eftersom vi far att A+ B =0 och 2A + B = 1 med 16sning A =1 och B = —1 nar vi gor
liknamnigt. Frdgan dr nu om vi kan hitta en funktion y(f) sdidan att

f p(tetdr= ——
0 1

s+ s+2

Vi vet redan att fooo e 2testdt = ﬁ P4 samma sitt fas IOOO e te™stdt = % Darfor har
vi ocksa att

(e—t _ e—Zt)e—stdt _ [__16—(5+1)t _ __16—(5+2)t]°° _ L _ L
0 s+1 5+2 0 s+1 s+2

Vi noterar hir att sa linge s > 0 sa konvergerar alla integraler i exemplet eftersom
lim;_,, e~*' = 0. Lésningen ges alltsd av y(t) = e~f — e~ 2.
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I exemplet ser vi att vi transformerar en differentialekvation i variabeln ¢ till en alge-
braisk ekvation i variabeln s. Vi loser sedan den algebraiska ekvationen och transformerar
tillbaka till t.

Efter denna motivering dr vi redo att definiera Laplacetransformen. Variablen s kom-
mer i definitionen tilldtas vara komplex. Laplacetransformen av en funktion f(t) dr en
generaliserad integral med avseende p4 tiden ¢ fran 0 till co av funktionen viktad med e~
dir s e C.

Definition 3.1 (Laplacetransform) Ldt f(t) : [0,00) — R vara begrdnsad av |f(t)| <
Ce® for ndgra konstanter C och a. Laplacetransformen av f(t) ges av

F(s):J;me_Stf(t)dt, seC, Re(s)>a. (3.1)

Vi anvidnder tvd olika notationer for Laplacetransformen av en funktion f(t). Dels F(s)
som ovan och dels £(f(t))(s). Den forsta ar kortare och att féredra om man jobbar med
funktioner f(t) och g(t). Den senare ar att foredra om man har explicita uttryck t2, sin(t)
som till exempel i tabeller eller som data i ekvationer.

Laplacetransformer dr vildefinierad under forutsattning att integralen 4r konvergent.
I foljande sats visar vi varfor villkoret |f (£)| < Ce? leder till en vildefinierad Laplacetrans-
form for Re(s) > a.

(Vildefinierad Laplacetransform) Ldt f(t) : [0,00) — IR vara begrdnsad
av |f(t)] < Ce? for nigra konstanter C,a > 0. Laplacetransformen av f(t) ar
vdldefinierad for s sddana att Re(s) > a.

Bevis. Lat s =x+1iy dar x,p dr reella och x > a. Vi far

Fel=] [ e 5.2)
< [ Cesar (3.3)
- J;w e e (0] d (3.4)
- [ e nisoar (3.5
< CLOO et d (3.6)
- pm el 5
- % (3.8)
< oo, (3.9)

eftersom x > a. Notera att |e’*| = |cos(x) + i sin(x)| = \/cosz(x) +sin?(x) = 1. O
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I Exempel 3.1 galler att Laplacetransformerna &dr vildefinierade eftersom vi kan vilja
C =1 och a = 0. Under forutsittning att |f(¢)] < Ce” med Re(s) > a kommer bidraget frdn
den 6vre grinsen i den generaliserade integralen férsvinna vid evaluering av primitiv-
funktionen.

Exempel 3.2 L&t f(t) = e'. Ddrmed uppfyller |f(t)] < Ce” med C = a = 1. Vi l4ter
Re(s) > 1 och far

© © 1 00 1
F(s) = j —Stel dt = J 1)t gt = [—e(l_s)t] == (3.10)
0 0 1-s 0 s—1
eftersom om vi later s = x + iy med x > 1 sd géller att
tlim le(1=9)| = tlirn e~ |12 = tlim 1=t = 0, (3.11)

Exempel 3.3 L&t f(t) = 1. Ddrmed uppfyller |f(t)| < Ce”' med C =1 och a = 0. For
Re(s) > 0 far vi
E(s) = foo eSttdt = [ie—sf]w -1 (3.12)
. — 0 . .

S

Den 6vre integrationsgransen ger inget bidrag eftersom for s = x+iy med x > 0 géller
att
lim |e”**| = lim |e™¥!|le™*| = lim ¢ = 0. (3.13)
t—o00 t—o0 t—o00
Laplacetransformen ar linjdr vilket innebar att givet tva tal a, f € R och tva funktioner
f(t) och g(t), sddana att Laplacetransformen ar vdldefinierad, gdller

(af (1) + Bg(1))(s) = jm (o f (1) + Bg(t)) (3.14)
= f () dt+/5j (3.15)
= al(f(1)(s) + BL(g (3.16)

Det finns dven en invers Laplacetransform definierad pa foljande vis.

Definition 3.2 (Invers Laplacetransform) Givet F(s) definierad fér Re(s) > a galler,

R

1 9
f(t)= 5 lim RF(a+ iw)e i@l g, (3.17)

For att anvdnda den inversa formeln krdvs ofta djupare kunskaper om integration i
det komplexa talplanet dn vad som ingdr i denna framstallning. Darfor néjer vi oss med
att konstatera att en invers finns. Det gdr dven att visa att Laplacetransformen &r entydig
upp till variationer i enskilda punkter. P4 grund av entydigheten kan vi anvidnda Laplace-
transformen for att berdkna tabeller och sedan hitta den inversa transformen som Lapla-
cetransformen till ett kdnt uttryck. Detta tillvigagdngssidtt dr analogt med att berdkna
primitivfunktioner genom att studera tabeller av derivator.
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3.2 Skalning

Det finns ett antal tekniker som forenklar berdkningen av Laplacetransformer. Vi intro-
ducerar forst en teknik som kallas skalning.

(Skalning) Lat f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F(s) och

a > 0 vara ett givet tal. Vi bildar g(t) = f(at). D4 géller att Laplacetransformen G(s)
av g(t) ges av G(s) = 1F(%).

T

Bevis. Vi har

G(s):jooof(at)eStdt:{’c:at,%:a} (3.18)
= éfo f(r)ewdr (3.19)
1 /s
= EP(Z). (3.20)
O

Exempel 3.4 (Skalning) Lat g(t) = e3'. Vi vet att Laplacetransformen till f(t) = e’ ges
av F(s) = % Sats 3.2 ger darfor att G(s) = % L= %

]

Har skalas alltsa tidsvariabeln om mellan f () och g(t). Nasta teknik kallas exponentiell
skalning.

(Exponentiell skalning) Lat f(t) vara en given funktion med Laplacetrans-
form F(s) och & > 0 vara ett givet tal. Vi bildar g(¢) = e®' f(t). D& géller att Laplace-
transformen G(s) av g(t) ges av G(s) = F(s — a).

Bevis. Vi har

(o9

G(s) = Lm e f(t)e st dt = J F(t)e = dt = F(s—a).

0

Exempel 3.5 (Exponentiell skalning) L3t g(t) = e%'. Vi anvidnder nu istillet exponen-
. . . _ e _ 1
tiell skalning med. Vi har g(t) = e*'f(t), ddr f(t) = 1 med Laplacetransform F(s) = +.
Vi far genom att anvidnda exponentiell skalning G(s) = F(s —a) = ﬁ
Kan vi Laplacetransformera f(t) gdr alltsd e®’ f(t) enkelt att transformera. Det finns
andra tekniker ocksa men vi ngjer oss for tillfallet for att ga vidare till Laplacetransform

av derivata och integral som dr huvudpodngen med Laplacetransform.
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3.3 Laplacetransform av derivator och integraler

Laplacetransformen anvinds for att 16sa differential- och integralekvationer. Anledningen
till att Laplacetransformen ldmpar sig for dessa problem dr att Laplacetransformen av
bade derivator och integraler ar enkel att rdkna ut.

(Laplacetransform av derivata) Lat f(t) vara en deriverbar funktion sddan
att |f(t)] < Ce®. L4t vidare Laplacetransformen av f(f) vara F(s). D4 giller att

L(f’(t))(s) = sF(s) = f(0).

Bevis. Vianviander partiell integration for att f4,

£<f’<t>><s>=f0 e F()dt (3.21)
:[eStf(t)]8°+sf e f (1) dt (3.22)

0
=—f(0)+sE(s), (3.23)

om Re(s) > a eftersom med s = x + iy géller att
lim " £ (1)] < Lim |e™|e™!||f (¢)] < lim e“™ = 0,
t—o0 t—o0 t—oco
da x = Re(s) > a. O
Exempel 3.6 (Laplacetransform av hégre ordningens derivata) Genom att upprepa

formeln for Laplace transform av derivata kan vi hirleda en formel f6r hogre ord-
ningens derivata. Givet att f(¢) dr tva ganger deriverbar galler

L(f"(1))(s) = sLIF (1)(s) = £7(0) = sL(f (1))(s) ~5£ (0) — £(0).

for tredjederivatan galler,
LU (0)(s) = sLF(0)(s) = £7(0) = >LF (£))(s) =52 (0) = 5£(0) ~ £(0).
Den allméana formeln ges av foljande sats.

(Laplacetransform av hégre ordningens derivata) Lat f(f) vara n ganger
kontinuerligt deriverbar. Lat vidare Laplacetransformen av f(t) vara F(s). D géller

att L(f"(t))(s) = s"F(s) - Y1, "7 f~1)

Bevis. Formeln for Laplacetransform av derivata ger att satsen galler for n=1.Viantar nu
att den galler for n—1 alltsa [I(f(”_l)(t))(s) =s"2F(s)- Y Y 1 s" 1= £i=1)(0). Vi 14ter vidare
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g(t) = F=1(¢). Vi far G(s) = s"2F(s) - s" 171 £=1)(0) och g(0) = f™=1)(¢t) s&

L (1)) = L' (1))(s) (3.24)
=5G(s)—g(0) (3.25)

n—1
—g.¢" ZF —s " 1- 1fl l f (n— l)(o) (3 26)

i=1
= s"F( —an if (3.27)

i=1

Satsen foljer nu genom induktion. O

Derivata motsvarar alltsd multiplikation med s pa transformsidan. For integralen, som
ar derivatans invers, géller att Laplacetransformen istdllet motsvarar division med s.

(Laplacetransform av integral) Lat f(t) vara en integrerbar funktion sadan
att |f ()] < Ce?. L4t vidare Laplacetransformen av f(t) vara F(s). Vi bildar g(t) =

Jo 7)dt och antar vidare att |g(t)] < Ce?. D4 giller att £(g(t))(s) = %F(s) under
forutsattmng att Re(s) > a.

Bevis. Vi anviander partiell integration for att fa

- roe-“ th(’[)d’[ dt (3.28)
0

=[_Tle_” 0y +5 J e'g/(t)dt (3.29)

=) (3:30)

S

eftersom g(0) = 0 och gransviardet i co ocksd blir 0. Detta ses genom att anta Re(s) > a, lata
s =x+1iy och studera

tlim le(F g (1) < l1m le~™!||e|Ig ()] < tlim et = ¢,

dad x = Re(s) > a. O

Exempel 3.7 Lat f(t) =1 och g(t Io l1dt =t. Dd ges Laplacetransformen av t av
L(t)(s) = z:(J Ldr)(s) = L
0 s?
eftersom £(1) = % Pd samma satt géller att,
t

L(t?)(s) = z:(f 2tdt)(s) = 533

0
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och genom upprepning,
n!
;C(tn)(S) = SnT

Derivering pd transformsidan motsvaras i sin tur av multiplikation med —¢ i tids-
domaénen.

(Multiplikation med t) Ldt f(t) vara en given funktion med Laplacetrans-
form F(s). D4 géller att g(¢) = tf(¢) har Laplacetransform G(s) = —F’(s).

Bevis. Vi har

Exempel 3.8 Vi bestimmer Laplacetransformen av tfe™*. Genom att anvinda
Sats 3.7 far vi att

da 1 1
tet)(s) = ——— = .
Llee™)(s) dss+1 (s+1)2
Pd samma satt galler
[:(tzeft _d r 2

)= e 1P~ a1

och i allmédnhet o

L(t5e7t)(s) = GIIET

3.4 Faltning

Man skulle kunna tro att Laplacetransformen av produkten av tva funktioner dr lika med
produkten av Laplacetransformerna men sd ar det inte. Istéllet galler att Laplacetrans-
formen av en speciell integral, faltningsintegralen, mellan tvd funktioner dr lika med
produkten av Laplacetransformerna. Ndr man loser ordinédra diferentialekvationer med
Laplacetransform dr det viktigt att kunna transfomera tillbaka produkter av kdnda Lapla-
cetransformer. Darfor ar faltning ett viktigt begrepp i detta kapitel.

Definition 3.3 (Faltning) Faltningen av tvd funktioner, f(f) och g(t), ges av (f*g)(t) :=

[y f(t=u)g(u)du.

Faltningen mellan tvd funktioner 4r kommutativ vilket innebar att,

t 0
(F*g)() = L F)g(t—u)du = {F=t—u) = —ft F(t=Dg(Hdi= (g f)(t)
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(Laplacetransform av faltning) For tva kontinuerliga funktioner f(t) och
¢(t) som uppfyller |f ()| +|g(t)] < Ce* giller,

L((f =g)(1))(s) = LIf (1))(s) - L(g(#))(s).

Bevis. Vi later h(t) = fo g(t —u)du och betecknar dess Laplacetransform
H(s). Vi far da att

H(S): « —sth( )d (331)
= J f(u u)dudt (3.32)
= u:)m J:) ‘Stf u)dudt = { vi byter integrationsordning } (3.33)
= :)oo:we_“f(u)g(t—u)dtdu ={f=t-u) (3.34)
_ (" me—5<u+f'>f(u)g(t‘)dfdu (3.35)
Jo JO
_ O°° e F (1) du f:’ e Tg(F)dF (3.36)
= L(F(£)($)L(2(H)6) (3.37)

I Figur 3.2 ser vi integrationsomrddet i tu-planet. Ndr vi byter ordning pa integralerna
kommer grdnserna istallet gd fran 0 till coi u och frdn u till co i ¢. O

Figur 3.2: Byte av integrationsordning.

Exempel 3.9 Bestim den inversa Laplacetransformen till H(s) = ﬁ Vi vet sedan
tidigare att £(t) = s72 och L(e™") = (s+1)7! sa H(s) = F(s)G(s) med f(t) = t och g(t) =
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e t. Vi anvinder Sats 3.8 och far

h(t) = (f =&)(t) (3.38)
= jt(t—u)e_“du (3.39)
0

= tjote” du—J:ue“ du (3.40)

t
:t(l—e_t)+[ue_”]6—j e "du (3.41)

0
=t(l-eH+te!—(1-e")=e"+t-1. (3.42)

3.5 Impulser och diskontinuerliga funktioner

I tillampningar dr det viktigt att kunna hantera diskontinuerliga funktioner och impulser
som t.ex. uppkommer nir en elektrisk krets slds pd. For att kunna uttrycka denna typ av
fenomen matematiskt dterkommer vi till Heavisides stegfunktion.

Definition 3.4 (Heavisides stegfunktion) Heavisides stegfuktion 6(t) = 1 for t > 0,
G(t):%fértzOochG(t):Ofért<0.

Eftersom 6(t) = 0 for ¢ > 0 har den Laplacetransform £(6(t))(s) = £(1)(s) = % Diskon-
tinuiteten i 0:an paverkar inte integralen eftersom vi har definierat integralen for styckvis
kontinuerliga funktioner och integralens varde pdverkas inte av funktionens virde i en
enskild punkt.

Genom definitionen av Heavisides stegfunktion kan vi dven studera fordréjning. I
tillimpningar innebdr férdrdjning t.ex. att en spanning slds pa vid en given tidpunkt T
i framtiden.

(Férdréjning) Lat f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F(s),
T > 0 vara ett tal och 6(t) vara Heavisides stegfunktion. Da galler

L(f(t=T)8(t=T))s) = T F(s).

Bevis. Vi har

L(f(t—=T)O(t—T))(s) = h eStHf(t-T)O(t-T)dt (3.43)
JO

= me-sff(t—T)dt:{r:t—T} (3.44)
JT

[T este f(rydt =e*TF(s). (3.45)
JOo
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Exempel 3.10 For att bestimma Laplacetransformen av den funktion som beskri-
ver att en spdnning av storlek E slds pd vid tiden t = 1, kan vi anvdnda Heavisides
stegfunktion och Sats 3.9. Vi har f(t) = EO(t—1). Vi fdr

e—S

LEO(t-1))(s) = E—.

Ett annat fenomen som dr vanligt i tillimpningar dr krafter som verkar med stor styrka
under kort tid, sd kallade impulser. Om vi later € > 0 vara ett litet tal sa definierar vi den
diskontinuerliga funktionen 0.(¢) pa foljande vis,

01 tS—G
Oe(t) = 21—6, —e<t<Eg,
0, t>e.

I Figur 3.3 ser vi hur funktionen 0.(t) f6r mindre och mindre virden pd e vixer mot en
impuls i origo men att integralen forblir konstant f_ozo Oc(t)dt =1 for alla e. Vi har dven att
lim, _,(0.(t) = 0 for alla t = 0. Vi vill studera den generaliserade funktion 6 som uppkom-
mer dd vi ldter e — 0.

t

Figur 3.3: Funktionen o.(t) didr € = 0.5,0.25,0.1.

Definition 3.5 (Diracs delta) Diracs delta dr en idealiserad enhetspuls i t = 0 sddan
att o(t) = 0 for alla t = 0 och [ o(t)dt =1.

En impuls i tidpunkt ty > 0 uttrycks som o(t — ty). En viktig egenskap for Diracs delta
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dr att givet en kontinuerlig funktion f(t) géller att,

(o)

Jwé(t—to)f(t)dt:lim S(t—to)f(t)dt
0

Vi anvander medelvardessatsen for integraler som sédger att L°+:f(t)dt = 2ef(ty+ce) for
-

nagot c. € [—€,€]. Integralen av produkten mellan (¢ — ty) och en kontinuerlig funktion
f(t) blir alltsa funktionens varde i ty. Denna egenskap brukar anvindas for att definiera
Diracs delta. Diracs delta uppfyller inte de krav vi har satt upp pa funktioner for att de
ska kunna ha en Laplacetransform, ndmligen |f(¢)] < Ce”. Man kan dnd4 definiera Lapla-
cetransformen av 6 genom att anvidnda 6. och gd i grins.

(Laplacetransform av Dirac delta) Vi har att
L(8(t—t))(s) = e,
for alla ty > 0. Speciellt galler £(6(t))(s) = 1.

Bevis. Vi antar forst att ty > 0 och € <ty och studerar Laplacetransformen av o.(t — tj). Vi
har

L(6(t—tg))(s) :J e S (t—tg)dt (3.46)
0
t0+€ e—st
= J dt (3.47)
to—e 26
1 —Sto ( ,S€ —s€
=— - . 3.48
(e — ) (3.48)
Vi kan nu lata e — 0*. L'Hopitals regel ger att lim,_,(+ 6562*5667“ = 1. Darfor galler

L(3e(t = to))(s) = e~
Vi utvidgar nu resultatet till £, = 0 genom att ga i gréns,

L(5(t))(s) = lim e =1,

to—0"

3.6 Loésning av ODE med Laplacetransform

Vi gdr nu tillbaka till det ursprungliga problemet att I16sa ODE som motiverade inférandet
av Laplacetransformen. Metoden fungerar om koefficienterna till ekvationen dr konstan-
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ta. Fordelen med Laplacetransform dr att den ger ett systematiskt sétt att berdkna par-
tikuldrlosningar utan att man behover ansitta en 16sning. Dessutom kan vi hantera dis-
kontinuerliga hogerled och impulser. Vid 16sning med Laplacetransform féljer vi fyra steg
som vi redan sag i det forsta motiverande exemplet. Principen dr f6ljande:

1. Laplacetransformera differentialekvationen.

2. Sdtt in begynnelsevillkoren.

3. Los den algebraiska ekvation som uppkommer. Hiar behovs ofta partialbraksuppdelning
anvidndas.

4. Anvand tabell for att berdkna den inversa Laplacetransformen som ger I6sningen till
differentialekvationen.

I nedanstdende sats sammanfattar vi alla Laplacetransformer fran exemplen i boken.

(Tabell av Laplacetransformer) Lat F(s) och G(s) vara Laplacetransformer
till f(t) respektive g(¢). Da galler,

L(af(t)+Bg(t))(s) = aF(s)+ BG(s) (3.49)
L(f(an)(s) = - FC) (550)
L(f(t=T)0(t—T))(s) = e T E(s) (3.51)
L(o(t))(s) =1 (3.52)
LOM)6) = (353)

L(t")(s) = S’% (3.54)
L(t"e™)(s) = # (3.55)
L(e™)(s) = Si—a (3.56)
L(sin(at))(s) = szjﬂ (3.57)
L(cos(at))(s) = Szjaz (3.58)
(3.59)

Bevis. Alla utom de sista tvd ges som exempel i boken. Vi ldter f(t) = sin(at). Definitio-
nen av den komplexa exponentialfunktionen e'* = cos(at) + i sin(at) kan anvindas for att
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iat _ ,—iat

forenkla utrakningen. Vi har sin(at) = &% vilket ger
00 iat _ ,—iat
F(s) = J St T8y (3.60)
0 2i
- 2i " glia=s)t _ gleia=s)t gy (3.61)
tJo
1 1 1 o™
— 2_ [._e(la—s)t + _.e—(al+s)t] (3.62)
ilia—s s+ia 0
1 ( 1 1 ) (3.63)
~ 2i\s—ia s+ia ’
1 2ia
“2ivea (364
a

Vi kan anvidnda Laplacetransformen av en derivata for att transformera cos(t). Vi har

d
L(cos(at))(s) = ﬁ(ég sin(at)) = ~F(s) =sin(0) = 5——.

O]

Viborjar med tvd exempel pa ordindra differentialekvationer som kan l16sas med Lapla-
cetransform.

Exempel 3.11 Vi studerar foljande ordindra differentialekvation. Lat y(t) vara
16sning till

v () +2y'(t)+p(t)=e!, p(0)=0, ’(0)=1.
Vi Laplacetransformerar ekvationen och ldter Y (s) beteckna Laplacetransformen av

y(1), .

s2Y(s)— s9(0) —(0) = 25Y (s) + Y(s) = L(e™")(s) = il
Har anvdnder vi Sats 3.4 om Laplacetransformen av derivator. Genom att sitta in
begynnelsevirdena och flytta om termer far vi

1
2
+25s+1)Y(s) = ——+1,
(2 + 25+ ¥(5) = —
vilket ger,
Y(s) ! + !
s) = .
(s+1)3  (s+1)2
Vianvédnder nu Sats 3.11, L(t"e7")(s) = #, for att dra slutsatsen att p(t) = St%e '+

te”t.

I exemplet ser vi att den karaktaristiska ekvationen r? + 2r + 1 = 0 har en dubbelrot
r = —1. Laplacetransformen hanterat detta, utan speciella ansatser, med hjalp av partial-
braksuppdelning. Vi ser dven hur tabellen av Laplacetransformer anvinds for att trans-
formera tillbaka till tidsdoménen.
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Ett stort tillampningsomrade for Laplacetransform ar elektriska néit. Relationen mel-
lan strém, spanning, resistans och induktans kan beskrivas med hjalp av en ODE.

Exempel 3.12 (Elektrisk krets) En spole med resistans R och induktans L dr serie-
kopplad till en generator med spanning u(t) = E. Strommen i(¢) kan berdknas som
l6sningen till ekvationen

Ri(t)+1;d;—(tt) =u(t)=E, 1i(0)=0.

Vi later Laplacetransformen till i(t) vara I(s) och far
E
RI(s)+ LsI(s) = ’

Omskrivning ger

Faltning ger att,

. E (' & E L _r
l(t)ZZL 1-e LTdT:f[_Ee Lo =

Vi ger nu dnnu ett exempel pa en elektrisk krets som leder till ndgot som kallas en
integro-differentialekvation. Det ar en differentialekvation som d@ven innehaller (minst) en
integral.

Exempel 3.13 (Elektrisk krets) En spole med induktans L, en resistor med resistans
R och en kondensator med kapacitans C dr seriekopplade med en spanningskalla
med spanning E(t) = e~2!. Strémmen i(t) ges d4 som l6sningen till ekvationen

Li’'(t) + Ri(t) + é Lti(u)du = E(t).

LitL=1,R=4,C = % och berdkna strommen i(t) om i(0) = 0. Vi Laplacetransfor-
merar och far,

3 1
I(s)+4I(s)+—I(s) = —=.
SI(s) +41(5) + 21(s) = ——
Vi multiplicerar med s och 16ser ut I(s),
1
I(s) = s _ s ,
s+2 s2+45+3  (s+2)(s+1)(s+3)
eftersom s? + 4s + 3 = 0 har I6sningar s; = -1 och s, = —3. Vi genomf6r nu partial-

braksuppdelning,

s A N B N C
(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3
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Genom att gora likndmnigt far vi ekvationen

s=A(s+2)(s+3)+B(s+1)(s+3)+C(s+1)(s+2) (3.66)
= As® + 5As+ 6A + Bs®> + 4Bs + 3B+ Cs* + 3Cs + 2C (3.67)

som ska gélla for alla s. Detta leder till tre ekvationer med tre obekanta, ndmligen
ekvationerna for s2, s och 1 termerna,

0=A+B+C
1=5A+4B+3C
0=6A+3B+2C

Eftersom A+B+C = 0 ger den andra ekvationen att 1 = 2A+B och den tredje 0 = 4A+B
eller B = —4A. Satter vi in det far vi 1 = 2A — 4A vilket innebéar att A = —%, B =2, och
ddrmed C = —~A - B =-3. Vi far alltsi att

1 1 N 2 3 1
2s+1 s+2 2543

I(s) =

Genom att anvidnda Sats 3.11 kan vi Laplacetransformera tillbaka och slutligen fa

1 3
i(t) = —Ee_t + 272~ Ee‘“.



63

Ovningar

3.1 Definition av Laplacetransform

Ovning 3.1 For vilka s € C dr Laplacetransformen av e’ cos(t) vdldefinierad?
Ovning 3.2 Finn a och C s att 2 < Ce®.

Ovning 3.3 Givet att £(t)(s) = SLZ och L(t?)(s) = s% vad blir £(3t + t2)(s)?
Ovning 3.4 Givet F(s) = 5—72 bestdm f(t).

Ovning 3.5 Ange en funktion som inte uppfyller |f(t)| < Ce for alla t > 0.

3.2 Tekniker for att berikna Laplacetransform
Ovning 3.6 Anvind skalning for att bestimma Laplacetransformen till f(t) = e +

(3t)2.

Ovning 3.7 Givet att L(cos(t))(s) = 5> bestim Laplacetransformen till f(t) =

s2+1
e* cos(t). For vilka s € C 4r Laplacetransformen vildefinierad?

Ovning 3.8 Bestdm den funktion vars Laplacetransform dr ﬁ.
Ovning 3.9 Bestim den funktion vars Laplacetransform ir o

Ovning 3.10 Bestdm den funktion vars Laplacetransform ar m

3.3 Laplacetransform av derivator och integraler
Ovning 3.11 L4t f(t) vara en given funktion sddan att f(0) = 3 och f’(0) = 7.
Lat Laplacetransformen av f(t) betecknas med F(s). Uttryck Laplacetransformen av
f”(t) i termer av F(s).

Ovning 3.12 Laplacetransformera féljande ODE,

/() +3f(t)=¢e!, f(0)=1, f'(0)=0.

Ovning 3.13 Laplacetransformera tcos(t).
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Ovning 3.14 Bestdm Laplacetransformen till Jot cos(t)dr.

Ovning 3.15 Laplacetransformera féljande ODE,
) -+ f)=t f0)=1, f(0)=1, f"(0)=0.
3.4 Faltning, impuls och diskontinuerliga funktioner

Ovning 3.16 Berdkna den funktion vars Laplacetransform ges av H(s) = m ge-
nom att anvinda faltning.

Ovning 3.17 Bestdm Laplacetransformen till 35(¢ —2) + §(t — 1).
Ovning 3.18 Bestidm gridnsvirdet lim._, f_ll 0. cos(x)dx.

Ovning 3.19 Bestdm Laplacetransformen till (¢t — T)e™!, ddr O dr Heavisides steg-
funktion.

Ovning 3.20 Bestdm Laplacetransformen av f(t) = O(t) — O(t - 2).

3.5 Losning av ODE med Laplacetransform
Ovning 3.21 Anvind Laplacetransform for att 16sa ekvationen, v”(t) = (), v(0) = 0
och p’(0) = 0.

Ovning 3.22 Anvind Laplacetransform for att 1sa ekvationen, v’ +ky = ¢, (0) = 0.

Ovning 3.23 Anvind Laplacetransform for att 16sa ekvationen 2y’(¢)+4y(t) = 1 med
begynnelsevillkor y(0) = 3.

Ovning 3.24 Los integralekvationen jOty(T)dT +3y(t) = 2 med Laplacetransform.

Ovning 3.25 Anvind Laplacetransform for att 16sa ekvationen y”(t) + y(t) = 0 med
begynnelsevillkor y(0) = 1 och y’(0) = —1.

Problem

3.1 Definition av Laplacetransform



Problem 3.1 Antag att |f(f)|+|f’(t)| < Ce? f6r ndgra a,C > 0. Visa att lim,_,, F(s) = 0
genom att anvidnda partiell integration.

3.2 Tekniker for att berikna Laplacetransform

Problem 3.2 Antag att lim;_, @ existerar. Visa att ﬁ(@)(s) = Loo F(z)dz.
3.3 Laplacetransform av derivator och integraler

Problem 3.3 Berdkna Laplacetransformen av f(t) = t". Giller |f(t)| < Ce* for ndgra
a,C>0?

3.4 Faltning, impuls och diskontinuerliga funktioner

Problem 3.4 Bestdm Laplacetransformen av sin(f+1).

3.5 Losning av ODE med Laplacetransform

Problem 3.5 Anvind Laplacetransform for att 16sa ekvationen, y” + 2y’ + v = f(¢),
1(0) =0, v’(0) = 1, dar f(t) uppfyller |f(t)| < Ce*.

65
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Kapitel 1
Ovningar
01.1 (a)[24 -3] (b)[60 =5] (¢)[09 =3] (d)[2 -5 0]
01.2 (a)V29/2 (b)V5 (c)4 (d)vn
013 (a)-5 (b)2 (c)-1 (d)30
01.4 (a)6 = £ (b)o= arccos(%ﬁz) (=% (d)0= arccos(\/iﬁ)
01.5 (@x=1lochy=2 (b)x=1ochy=1 (¢)x=1,y=20chz=3 (d)x=7,y=1
ochz=1
01.6 (a)
2 3 8
SIS
(b)
1 1 2
SIAESH
(c)
11 [ 6
A=|0 141, b=|7
0 -1 1 1
(d)
1 -1 -3 3
A=10 1 1 |, b=| 2
0 -3 2 -1
01.7 (a)[7 -1 2]T (b)[-176]T (c¢)[6.5 -0.52]T (d)[41 3]T
01.8 Forsta ekvationen ger 1 —v = 0 alltsd v = u. Sdtt in detta i andra ekvationen, 0 =

019

01.10

v +4u = ii + 4u. Losningen till ekvationen 7i +4u = 0 ges av u(t) = Asin(2t) + Bcos(2t)
(den karaktiristiska ekvationen ar r? + 4 = 0 med 16sning r; = 2i och r, = —2i vilket
ger losningar u(t) = Cie®* + Coe ", realdelen av detta ger lsningen), begynnelse-
villkoren ger u(t) = %sin(2t) och v(t) = cos(t).

Forsta ekvationen ger # + v = 0, alltsd v = —ii. Andra ekvationen ger dd med v = —u
att v+v? = —ii +(11)> = 0, u(0) = 0, och 1(0) = 1. Lésningen till v +v? = 0 med v(0) = 1

ges av v(t) = l%t (separabel v~ = —fvfzdv = fdt =t + C medfor v(t) = %, v(0)=1
medfor C = 1) u(t) = _Jotli_rdT =-log(1+t)+C, u(0) = 0 ger u(t) = —log(1 +t) och
v(t) = 1‘—+1t

Vi far y”(t) = ty(t)%.



01.11

01.12

01.13

01.14

01.15

01.16
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Vi deriverar den forsta #i; + 1, = 2cos(2t) och sdtter in 1, = u; + cos(2t) vilket ger
ti; + u; = cos(2t). Vi har u;(0) = 1 och 1(0) = —u,(0) +sin(2 - 0) = —1. Den karakte-
ristiska ekvationen 72 + 1 = 0 har rotter r,, = +i sd u,(t) = C; cos(t) + C,sin(t). Vi
ansétter u,(t) = Acos(2t) + Bsin(2t) vilket ger —3Acos(2t) — 3Bsin(2t) = cos(2t) som
uppfylls dd A = —1/3 och B = 0. Vi har u;(t) = C; cos(t) + C,sin(t) — 1/3 cos(2t). Be-
gynnelsevillkoren ger C; = 4/3 och C, = —1. Vi far da att u,(t) = sin(2t) — 1y (t) =
sin(2t) + %sin(t) + cos(t) — %sin(Zt).

Matrisekvationen ger u] = —u3, u} = —uy+uz och uj = 2u; +u,+0.5u3. Vi deriverar den

forsta relationen tva gédnger ”(1 ) —uj och den tredje en géng u} = 2u; +u,+0.5u; for

o 3 v o . o .
att 3 ug ) = —2uj —uy—0.5uj. Har far vi u} fran den andra ekvationen och u} = —uy’

. . : . (3
fran den forsta ekvationen. Alltsa u§ ) = —2uy+uy—uz+0.5u] = =2u; +u; +u;+0.5u].

Begynnelsevillkoren ger 1(0) = 2. Forsta ekvationen i systemet ger u;(0) = —u3(0) =
1. Genom att derivera den férsta ekvationen och anvinda den tredje far vi u;'(0) =
—u5(0) = =211 (0) — 1»(0) — 0.5u3(0) = —=9/2. Genom att anvinda alla ekvationer far vi
slutligen ocksd

u?(0) = ~u}/(0) = ~2u{ (0) - u5(0) ~ 0.5u}(0) =

=—2(-u3(0)) — (-u1(0) + u3(0)) -
~0.5(2141 (0) + 145(0) + 0.5u3(0)) = —5/4.

Litu =y ochv =y. Vifar da,

NIRRT BT

Karaktiristiska ekvationen 7% — 2r — 3 = 0 har l6sningar » = —1 och r = 3. Homo-
genlésningen ges av yy,(x) = Cre™ + C,e3* och partikulirlésningen Vp(x) = —%x + %.
Begynnelsevillkoren ger p(0) = C; + C, + 3 = 1 och p’(0) = —C; +3C, — 3 = 0 alltsa

5 3x _

1,- 1,2
y(x) =5+ 757 —3x+ 5.

Litu=yochv =y,

u’ -v | 0 u(0) [ 1
v | T sin(u) | | xcos(x) |’ v(0) | |1

Laty; =y, v, =v’ och y; =v”. Vifar,

vy V2 1(0) 1
vy |= V3 , v2(0) [=] 0
V3 x —xsin(y,) v3(0) 1

Lat u; =y och u; =y’. Vihar u; = v’ = u, och uj = v” = =3u; + 8u, + xe*. Begynnel-
sevillkoren blir #;(0) = y(0) = 2 och u,(0) = ’(0) = 3. Systemet kan dven skrivas pd

matrisform
up | 0 1| m 0 u(0) | | 2
uy | | -3 8 || uy T oxer | u,(0) | | 3 [
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01.17

01.18

01.19

01.20

01.21
01.22
01.23

01.24

01.25

Satt uy :=p, u := y’, uz := p” och uy := 3. Vi uttrycker de nya variablernas férstaderivator
med hjalp av uy, u,, uz, uy,

up =y’ =uy,
uy=y" =us,
uz = }’(3) = Uy,
uy =y = —xuy = 3uy + 2uz + e + cos(x).
Beynnelsevillkoren ger u1(0) = v(0) = 2, u,(0) = »’(0) = 3, u3(0) = ”(0) = 1 och

u4(0) = y(3)(0) = 2. Systemet dven skrivas pd matrisform

uj 0 1 00 u; 0 11(0) 2
uy | |0 0 1 0| u N 0 uy(0) | | 3
uy | | 0 0 01 U3 0 ’ us(0) | | 1
Uy -x -3 2 0 Uy e?* + cos(x) 14(0) 2
Lat u; =y och up, =y’. Vi far
up =y =u
ub=v" =—ufuy+e*

Begynnelsevillkoren ger u1(0) = y(0) = —1 och u,(0) = p’(0) = 2. Systemet kan skrivas
med vektornotation

up | Uy 0 u(0) | | -1
usy | 7| —ufuy e | u(0) | | 2 |
Vi har

F(6,51) - Flt,32)] < \/(Vz —vp)? + (duy —4uy)? < 4\/(“1 —1y)? + (v) —v2)? =4[y} - Yl.
Sats 1.4 ger entydig 16sning for alla t.

Vi har

|]?(t:371) —]?(txl?zﬂ = \/(Vl —vp)? + (V12 ”’%)2 = [vy — a1+ (v1 +v2)2.

Vi drar slutsatsen att det ej finns ndgon Lipschitzkonstant eftersom for varje L > 0
sddant att

76,70~ F6 N < LTy~ 3ol = Ly — 2 + (01— w22
kan vi vilja u; = u, och v{,v, € R sddana att \/1 + (v; + v,)? > L.
Lipschitzkontinuitet i y = 0 eftersom derivatan dér dr oandlig.
Vi har att u” = (y2)’ = 2yy’ = 2(y?) = 2u dessutom u(0) = (y%)(0) = y(0)> = 1.

Vi har att xy = e"(%) eftersom In(x) ar invers till e*. Vi har dven xy = e"(¥¢ln®) =
e+In() Genom att ta logaritmen pa bada sidor fir vi In(xp) = In(x) + In(y).

Vi har att ™) = xP = (eI"¥))P = ¢PIn(X) Genom att ta logaritmen p4 bada sidor far vi
In(xP) = pIn(x).

Foljer direkt genom insdttning.
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Problem

P1.1

P1.2

P1.3

P1.4

P1.5

Vi har |[7"-w|? = (v~ @) - (v— @) = |9]? + [W|* — 2¢"- W. Cosinussatsen ger da att 27w =
—2|¥]|w]cos(6) vilket ger resultatet efter division med —2.

Ja, hogerledet ar Lipschitzkontinuerligt eftersom det bestdr av (upp till kvadratis-
ka) polynom som har begridnsade derivator pa omrddet 0 < x,y < 10. De stationéra
punkternagesavx=y=1ochx=y=0.

Vi har att

my X () = —kyxq(f) + ko (xo(t) — x1(2)), (3.68)
myXo(t) = —ky(x(t) — x1(£)) — kzx(t). (3.69)

Vi infor variablerna x3(t) = x1(t) och x4(t) = xX,(t). Vi far foljande system,

Xl(t) 0 0 1 0 Xl(t)
Xz(t) _ 0 0 0 1 Xz(t)
%3(t) | =2k /my ky/my 0 0 x3(t) (3.70)
X4(t) kz/ﬂ’lz —2k3/m2 0 0 X4(t)
Variabelseparation ger J 12};2 dy = fldx = x + C. Darfor far vi arctan(y(x)) = x + C.

Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger 0 = arctan(0) = 0+ C. Alltsd far vi y(x) = tan(x).
Hogerledet 4r inte Lipschitzkontinuerligt for alla y eftersom |1 -7 — 1 +p3| = [y, +
2lly1 — v2| och |y; + v,| inte dr begrdnsad av nagot L for alla yy,y, € R. Vi ddrfor inte
global existens men lokal existens i en omgivning till 0, —6 < x < ¢ f6r ndgot 0.

Vi har % =y, eller

_ Vn-1 o Y0 — . -n
B S TS VAT (1=1/m)%,

Yn

eftersom y, = 1. Dérfor galler

e = lim (1-1/n)™"

n—oo

Kapitel 2

Ovningar

62.1
02.2
62.3

02.4

Vl fér yi’l = (1 — %)_lyn_l — .. = (]_ — %)—1’[,
Y=L+ )y, = (L+2)190 = (1+ 4.
Viféry; =yp+0.1-93 =1.1ochy, =y; +0.1-97 = 1.1+0.1-1.12 = 1.221.

Mittpunktsmetoden ger y; =y;_; + %w% vilket ger
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025

02.6
62.7
02.8

029

62.10

62.11

62.12

62.13

02.14

62.15
02.16

02.17

Eulers metod ger y; = yo + k(1 — ) = 0.2. Vi far sedan att y, = y; + k(1 —ylz) =0.2+
0.2(1-0.04) = 0.3920.

Vihary; =1+0.2-0-1=10chy,=1+0.2-0.2-1=1.04.
Explicit. Ingen algebraisk ekvation behover 16sas.

Lity, =y, v, =y  och y3 =9”.

v V2 1(0) 1
vy |= V3 , 12(0) [=] 0
V5 sin(t) - v v3(0) 1

Systemet kan l6sas med text Bakat Euler som dr en forsta ordningens metod, alltsa
felet beror linjart pa steglangden.

Integrerande faktor ger att y(x) = 1 —x+e™*. Ddrmed 4r [p”(x)| = |e™*| < 1 = M. Lip-
schitzkonstanten med avseende pd vy for f(y) = x—y ar L = 1. Vi fdr enligt Sats 2.1 att

9(1) = 9100l < sog(e—1) = &b

Vi har |p”(x)| = |sin(y(x))y’(x)| = |sin(y(x)) cos(y(x))| = 0.5|sin(2y(x))| < 0.5. Vidare ar
L =1 eftersom derivatan av cos(y) dr begrdansad av 1. Sats 2.1 ger da |y(2) — y100| <
05002 (¢2 1) = 0.005(e? - 1).

Vi har [p”| = e7"] < 1 och dven L = 1 eftersom derivatan ocks4 dr begridnsad av 1. Sats
2.1 ger [y(T) = vior| < 0.05(e” —1). For T = 3.045 far vi 0.05(e” —1) > 1.

Felet i Eulers metod dr proportionellt mot steglingden Ck = C7t/10 = 0.012. Det ger
att C = 0.12/7. Ska felet vara 0.00064 kravs att Ck = 0.00064 eller k = 0.0168.

Vi har A = —10. Eulers metod ir stabil om |1 + kA| < 1. Det innebar att |1 —10k| < 1
eller k < 0.1. For bakat Euler galler |1 —kA[ > 1 eller |1 + 10k| > 1 vilket géller for alla
k.

Eftersom kA < 0 géller att |1 — ’%\l =1+ I%’\I > 1+ kT/\l vilket innebar stabilitet enligt
Sats 2.2.

Vi har att |1 —kA| =1 +]kA| > 1 vilket innebaér stabilitet enligt Sats 2.2.
Eulers metod:
U;—u;j_q 0 -1 ui—y | _ 0 ug | |1
e R ] S N
dir,x;=i-k,i=0,1,.... [uy,v;] =[1,0.3].
Euler metod
U —U;j_q 0 -1 uiy |10 ug | _| 0
e R b S R A Rk

dir,x;=i-h,i=0,1,.... [u;,v;]=[0.1,1].



02.18

62.19

62.20

62.21

02.22
62.23

62.24

62.25
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Bakdt Euler:
Uy —u;_1 0 -1 up | _ 0 Ug | _ 1
e el S SR T
diar,x;=i-k,i=0,1,....
Bakat Euler:
U —u;_q 0 -1 u; | O ug | | 0
e e S F

diar,x;=i-k,i=0,1,....

[i H sin(h) 37 ] [

Med t; =ik, i=0,1,..., ges Eulers metods 16sning av:

|
ok | |
Y=

Vi far y; =1 och y} =-0.1.

Lity; =9, v, =7,

y1(0) ]
2(0)

N S — .

i—1
v 1
sint;_1 —(y;7)?

Med y; =y och y, =y’ far vi,
vi {0 T fwn|_|O »O | 1|
Y3 4 0] » 0] 2(0) 0

Bakat Euler ger,

O =

(1) ] (1)
[y%l)]:[l]+0.1-[0 '[y%z)]
Y2 0 400y
. (1 _ (1) e . 1) _ 1 .
Vifératty, =0.4y, . Insdttning i forsta ekvationen ger v, " = 1 +0.04y, ~ vilket ger

(1) _ 5
Y =12

% och y(zl)

q(x) = —;—;xz(l —x)=6x—2.
q(x) = —;—; sin(rmx) = 7% sin(mx).
Vi far f—xu(x) = —’%—3 +Coch u(x)=Cx+D - % Randvillkoren ger 0 = u(0) = D och

u(l)y=C- % vilket innebir C = 11—2 Vi fér u(x) = $5(1 - x3).

Vi far L u(x) = M) 0= u(0)=Doch0=u(l)=C
sin(7c

2

%COS('ITX)-FC ochu(x)=Cx+D+
x)

ges u(x) =
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Problem

P2.1 Vi far att §; = 1 +0.11%2 = 1.1 och darmed y; = 1+ 0.05(1 + 1.1) = 1.105. Detta ger
U =y +hy? = 1.2271 och slutligen y, = 1.2216.

P2.2 Vi studerar forst det lokala trunkeringsfelet pa intervallet [t;_;,t;]. Taylors formel
ger att y(¢;_1) kan uttryckas med en Taylor serie kring punkten y(¢;) som,

7 k2 77
y(tio) =y(ti) —k-y(ti) + =y (1),
for ndgot #; € [t;_1,t;]. Av ekvationen y’(t) = f(t,y(t)) foljer att,
k2 7’
y(tio) =y(ti) —kf(tuy(t) + =y (1),
Bakat Euler ger att y; = v;_1 + k- f(t;,v;) eller y; 1 = v; —k- f(t;,v;). Om vi later ¢; =
y(t;) —y; har vi,

k2

ei-1 = e —k(f(t;,v(t;) - f(ti,vi) + 7?"(’71')-

och eftersom f dr Lipschitz kontinuerlig med konstant L i det andra argumentet och
andra derivatan av y dr begransad av M far vi,

2
leil < lej—1] + kLle;| + ——.
Med kL < 1 fér vi, ,
k*M
1< (1—kL) Ve _q] + ———.
Om vi upprepar denna rdkning fran i = n ner till i = 1 far vi det globala trunkerings-
felet,
len| < (1—KkL)™'| |+k2—M (3.71)
enl = -l 50—k '
<(1—-kL)"e |+k2—M(1+(1—kL)_1+(1—kL)_”) (3.72)
= O 2(1-kL) '
kzM n-1
ST ; (1-kL)" (3.73)

eftersom |eg| = [y(tg) — yo| = 0. Summationsformeln f6r geometrisk summa ger

kM (1—kL)™

9(t) = 90l = leu| < i}

P2.3 Vildter f(t,y) = Ay. Vifd att 9; = (1 + kA)y;_; och
2k2

k A
Vi=Yi1t 3 (Ayz 1+Ayz)=(1+Ak+—)y,

Dirfor ges stabilitetsomradet av {kA € C: |1 + Ak + 4= | <1}
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P2.4 Latu =y ochv =y’ Vifar,

I i |

Med x; =ik,i1=0,1,..., ges Bakdt Euler l6sningen av:

i -l i
ui ui—l =h Y il "o = 1 .
v - 1+x;—v Vo 0

Vifar u! =1+0.1v' och v! = 0.1(1.1 —v!) vilket ger v! = 0.1 och ddrmed u' = 1.01.

P2.5 Vi far genom partiell integration att 0 < fOLu’ (x)u’(x)dx = fOL—u (x)"u(x)dx + 0 =
qfo x)dx. Det gar dven att rakna ut l6sningen analytiskt och anvidnda att den ar
positiv.

Kapitel 3

Ovningar

03.1

03.2

03.3
03.4

03.5

03.6

03.7

03.8

03.9

Vi har att e’ cos(t) < e’ for + > 0. Alltsd giller att |ef cos(t)| < Ce? hllermed C=a=1
och Laplacetransformen dr vildefinierad for Re(s) > 1.

Vihar att 1+¢ < e’ for t > 0 eftersom funktionerna &r lika for t = 0 och hogerledet har
storre derivata for att t > 0. Darfor galler att t < e och aven 2 < e?!. Begransningen
t? < Ce“ giller alltsd med C = 1 och a = 2 alltsd Re(s) > 2. Det gér att hitta mindre
vdarden pd a med en skarpare kalkyl.

P4 grund av linjaritet far vi £(3t +t)(s) = 3L(t)(s) + L(t?)(s) = S% + S%
Vi har att L(t)(s) = sLZ Linjaritet ger att f(¢) = 7t.

En funktion pa formen e8(*) dir g(t) vixer snabbare an linjirt, till exempel e!"(*) = te!
eller e!’. For varje fix C och a finns d4 ¢ s att till exempel e!” > Ce® = In(C)a? | detta

fallet racker t > aln(C).

Eftersom L(e)(s) = {7 och L(t?)(s) = 5 far vi via skalning att £(e> + (3t)?)(s) =
1.5 233 1 18
555133 =551 3

s—4 _ _ s—4
(s—4)2+1 ~ s2-8s+17°
att Laplacetransformen ar véldefinierad for s > 4.

Exponentiell skalning ger £(e* cos(t)) =

Eftersom |cos(t) < 1| gdller

Vi faktoriserar nimnaren och utfor partialbraksuppdelning (—S(SJA) = %1 + % vil-
ket ger A+B = 0 och 5 = 4A-Bmed l6sning A =1 och B=-1. Vifar % = ﬁ—ﬁ
med invers Laplacetransform f(t) = e — e .

Vi faktoriserar namnaren och utfér partialbraksuppdelning m = sil + % vil-

ket ger 1 = A+ B och 0 = —5A — B med 16sning A = — och B = 3. Den inversa Lapla-

cetransformen ges av f(t) = }Let + ZESt
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03.10 Partialbraksuppdelning 8er o) = % - % Funktionen ges dd av 1 —¢™".
03.11 Laplacetransformen ges av s2F(s) - 35— 7.
03.12 Vi later f(t)’s Laplacetransform vara F(s). Vi fir genom att sitta in begynnelsevill-
koren,
1
2
F(s)—s+3sF(s)—3=——.
s“F(s)—s+3sF(s) i1
03.13 Lat g(t) = tf(t) ddr f(t) = cos(t). D4 géller F(s) = (s)=—=F'(s) =
2-1
(552+1)2'
03.14 Sats 3.6 ger %E(cos(t)) = 521+1'
03.15 Vi far
$3F(s)—s?>—s—sF(s)+ 1+ F(s) = —
s
03.16 Vi vet att funktionen f(t) =1 har transform F(s) = ¢ och funktionen g(t) = e ! har
transform G(s) = s+1 Eftersom H(s) = F(s) - G(s) ges h Jo f(t—1)g(tr)dt = Iotl .
e tdr=1-¢7".
03.17 Vifar3e » +¢~°
03.18 j Oecos(x)dx = f cos(x 1 - cos(c,) for ndgot c. € [~€,€]. Nar vi later e — 0
gdr c. mot 0 och 11m€_>0 f_l 66 cos( )d =1.
03.19 Vi har att f(#) = 6(t - T)e™". Vi far F(s) = &
$3.20 F(s)= [ etdt =[-¢ 1™
03.21 Vi far s®Y(s) = 1 vilket ger Y(s) = slz eller y(t)=t,t>0.
$3.22 Vi fdr Y(s) = gk = =45 + 14 + L. Gar vi tillbaka till y(t) fa r vi da p(t) = —1/k> +
t/k + ek /K2,
03.23 Laplacetransform ger 2sY(s) — 6 + 4Y(s) = l Alltsd Y(s) = sf2 + (5+2 Vi partial-
braksuppdelar den andra termen (512) = é + sz diar A =1/2 och B = —1/2. Alltsa

03.24

03.25

Y(s) = L + 14 Darfor blir y(t) = § + 4} e*Zt.

Vi far $Y(s)+3Y(s) = 2 vilket ger Y(s) = 557 = 23 = 3¢5

Vi far sY(s) —s+ 1 + Y(s) = 0 vilket ger Y(s) = % och darmed y(t) = cos(t) —sin(t).
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Problem

—st

P3.1 Lat s € R sidan att s > a. Vi har F(s) = [” f(t)e™'dt = [f(t) 515 = L [ f/(t)e~" dt.
Eftersom bdde [f(t)| < Ce? och |f’(t)| < Ce™ gillet att,

(a—s)t 0 ,
|F(s)| < lim ce AN lj Celv)t gt < Q
0

t—o0 S S S S

vilket innebar att lim,_,., F(s) = 0.

P3.2 Vihar

0 roo rt
f F(z)dz = J f(t)e*dtdz
s Jz 0
= f(t)f e #dzdt
0 s

JO t

= ey

P3.3 Forst noterar vi att t" = ¢"!"(!) < ¢"* allts4 galler begransningen med C = 1, a = n. Lt

I, = JOOO thestdt = [t" e__: ]8°+ng00 thlestdt = 2I,_1. Vihar dven att [ = % Rekursion

ger F(s) = S,’%

P3.4 Efter substitutionen 7 = t+1 har vi fooo sin(t+1)estdt = e™* Loo sin(t)e’* dt. Vianvander
den komplexa omskrivningen av sinus for att f4,

joo sin(t+1)e dt = e_*'s joo SH)T_pls=)T g0 — e_"s[e(Sﬂ)'T_g(sfz)‘r]To _s sin(1) +cos(1).
0 2i ), 20 s+i s—i s2+1

P3.5 Vihar (s>+2s+1)Y(s)+1 = F(s) detta ger Y(s) = F(s)(1+s)"2—(1+s)~2. Transformerar
vi tillbaka fér vi: p(t) = Jotf(t —1)te "dt — te”! eftersom te~! har Laplacetransform
(1+5)2.
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