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Forord och Idsanvisningar

Denna version av boken dr ett prelimindrt utkast fran 17 december 2018. Boken forvintas vara fardigstilld
bisten 2019. Synpunkter pd materialet och korrektioner av eventuella tryckfel mottages tacksamt pd email till
azel@chalmers. se.

Denna bok ger en introduktion till matematisk analys och linjir algebra f6r teknisk hégskola. Boken
bygger pa férelisningsanteckningar frin kurser vi foreldst pa maskinprogrammet pd Chalmers och var am-
bition har varit att skriva en bok som ger en koncis och littillginglig men samtidigt rigords beskrivning av
det matematiska teoribygget, med tydliga kopplingar till modellering, berikning, algoritmer och program-
mering.

Var ambition har ocksa varit att ge studenten en bok som kan lisas frin pirm till parm, istillet f6r en
tegelsten springfylld med exempel och utvikningar; dirav det kompakta formatet och det relativt sparsam-
ma utrymme som ges it [sta exempel.

Boken ir strukturerad i fyra delar, med avsikt att varje del kan lisas som en 7,5 poingskurs. Varje del
dr i sin tur indelad i atta kapitel, ett kapitel for vardera av Chalmers atta lisveckor. De olika delarnas te-
man motiveras utifrin ekvationslosning som ir ett centralt verktyg inom modellering och problemldsning
i naturvetenskaperna och ingenjorskonsten. Uppligget kan dirfor sigas vara problemmotiverat. Varje del
motiveras utifrin vir vilja att kunna 18sa en viss klass av ekvationer: f(z) = 0 (skalira ickelinjira ekva-
tioner; del I), v’ = f (integraler och ordinira differentialekvationer; del II), Az = b (system av linjira
ekvationer; del IIT) och A(u) = f (system av ickelinjira partiella differentialekvationer; del IV). Dessa
teman bildar en rod trad som I6per genom texten, men notera att dven om uppligget ir problemmotiverat
sa 4r det inte problembaserat. Texten foljer istillet en traditionellt matematisk beskrivning med definition,
sats och bevis. Den som sa 6nskar kan dirfor vilja ate istillet tinka pa bokens olika delar som differential-

kalkyl (del I), integralkalkyl (del II), linjir algebra (del III) och flervariabelanalys (del IV).

Bokens 6vningsuppgifter dr indelade i “C)vningar” och “Problem”. Ovningarna standarduppgifter pi
specifika teman och avsedda f6r kunskapskontroll och mingdtrining, medan problemen kombinerar olika
teman och kan kriva mer eftertanke.

Bevis mirkta med X ir av lite mer utmanande karakeir och ingar normalt inte i en standardkurs f6r
godkint betyg. I 6vrigt 4r rekommendationen att lisa (och f6rsti!) boken i sin helhet och att arbeta flitigt
med bokens 6vningar och problem. En limplig omfattning kan vara att gora hilften av alla uppgifter; gor
alla dvningsuppgifter mirkta (a) och (b) samt alla udda problem. Resterande uppgifter kan fungera som
extra trining eller repetitionsmaterial infor tentamen.

Lycka till!

Forfattarna
Goteborg, 17 december 2018
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Stort tack till de manga studenter, 6vningsledare och kollegor som har list, kommenterat och korrigerat
tidiga utkast av boken. Speciellt tack till Per Ljung f6r korrekturldsning och till Joar Axas, Christoffer Hans-
son och Felix Held som bidragit med manga av bokens 6vningsuppgifter.



0. Ekvationen v’ = f

0.1 Integralen

0.2 Ordinara differentialekvationer

0.3 Numeriska metoder

Denna bok kan sigas bandla om att ljsa ekvationen w' = f. Om f dr oberoende av u si innebir
det att vi soker primitivfunktionen eller integralen av f. Integralen dr, tillsammans med derivatan,
analysens grundpelare och anvinds for att bestimma areor, volymer, fliden, sannolikbeter och mycket
annat. Om f beror piu blirw' = f(u) en ordindr differentialekvation (ODE). ODE beskriver ocksd
en stor méngd viktiga tillimpningar som planeternas banor och mekaniska system. Vi studerar bide
analytiska och numeriska ldsningstekniker for integraler och ODE.

0.1 Integralen

Arean av geometriska former som trianglar och rektanglar ges av enkla formler, basen ganger hojden fér
rektangeln och basen gangen hojden genom tva f6r triangeln, men hur bestimmer man arean av ett omride
definierat av godtyckliga funktioner som i figur 1? Denna fraga ir central i de tva f6rsta kapitlen i boken. Vi

N\

A y=f)

| A

/ a b

Figur 1: Integralen av en funktion f(z) mellan = a och © = b ger arean av den markerade ytan.



2 0.2. Ordindra differentialekvationer

approximerar ett omrades area med hjilp aven summa av rektangelareor med finare och finare indelningar.
Dessa summor kallas Riemann-summor och konvergerar i grins mot omradets area. Riemann-summorna
leder oss till integralbegreppet och vidare till dess koppling till derivatan. Analysens fundamentalsats visar
nimligen att integralen kan ses som derivatans invers. Bestimningen av integralen av en funktion f kan
dirfor géras genom att berikna primitivfunktionen av f eller uttryckt med formler, 16sa ekvationen v’ =
f.

I kapitel 1 och 2 studerar vi vilka funktioner f som later sig integreras, integralens egenskaper samt
tekniker for att bestimma primitivfunktioner. Det visar sig nimligen vara mer utmanande att bestimma
primitivfunktion av en given funktion 4n att bestimma funktionens derivata. Vidare kommer vi studera
hur integralen kan anvindas f6r att bestimma volymen hos en rotationskropp, tyngdpunkt, kurvors lingd
och ytors area.

0.2 Ordinara differentialekvationer

Det andra stora omradet som vi studerar i denna bok ir ordinira differentialekvationer (ODE). ODE ir
ekvationer dir l6sningen 4r en funktion w av en variabel £ och dir derivator av 16sningen ingar, till exempel

u'(t) = u(t). (1)

Minga fenomen i naturen beskrivs matematiskt av differentialekvationer, till exempel, populationer i eko-
system, planeternas banor, mekaniska system och elektriska kretsar. Variabeln ¢ 4r i manga tillimpningar
tiden. I sddana system beskriver 13sningen u(t) systemets evolution givet ett start- eller begynnelsevirde
u(0). I figur 2 ser vi l3sningen till ekvation (1) med tre olika begynnelsevirden. I kapitel 3-5 studerar vi un-
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Figur 2: Den ordinira differentialekvationen «/(t) = w(t) 16st med tre olika begynnelsevirden u(0) =

0.5, 0.75, 1.

der vilka férutsittningar ODE har unik [6sning, hur man bestimmer I6sningen med analytiska tekniker
och dven hur man kan l6sa system av flera kopplade ODE.
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0.3 Numeriska metoder

Minga integraler och ODE later sig inte 16sas med analytiska metoder. I sidana fall krdvs numeriska me-
toder. Dessa ir generellt anvindbara men ger approximativa losningar. De bygger pa en indelning av in-
tervallet som integralen ska berdknas 6ver eller tidsintervallet for vilket ODE ska I6sas, i sma delintervall.
Pa varje delintervall beriknas en approximation av 16sningen. I fallet med integralen kan till exempel inte-
gralen pa ett litet intervall approximeras av funktionens virde i mittpunkten ginger intervallets lingd eller
som i figur 3 en fyrhérning (trapets) definierad av intervallet och funktionens virde i indpunkterna. For

AN_

YH

/ Ty Ty Ty ... Ty g T,

Figur 3: Trapetsmetoden fér approximation av integralen av en funktion f mellan g = a och z,, = b.

ODE approximeras derivatan med en differenskvot och funktionen evalueras i en punkt pa intervallet. De
numeriska metoderna ir inte exakta men vi kommer att visa att de konvergerar mot ritt [6sning nir inter-
vallens lingd gar mot noll. Dessutom kommer vi se hur felet i approximationen beror pa intervallingden.
Numeriska metoder for att beridkna integraler behandlas i slutet av kapitel 2 och numeriska metoder f6r
ODE i kapitel 6. Numeriska metoder ir generella och lter oss studera komplicerade tillimpningar som att
forutsiga planeternas rorelse i vart solsystem. Vi dterkommer till detta i kapitel 7.



1. Integralen

Area som gransvarde av summor

Riemann-summor

Definition av integralen

Medelvardessatsen
Analysens fundamentalsats

Generaliserade integraler

1 detta kapitel introducerar vi integralen som, tillsammans med derivatan, ér den matematiska analy-
sens grundpelare. Med bjilp av integralen kan vi bestimma arean av omrdden i planet som begrinsas
av kurvor. Detta dir ett centralt problem inom den matematiska analysen. Vi kommer ocksd se att are-
an under en funktion (integralen) bar en nira koppling till tangenten (derivatan) av funktionen,
genom analysens fundamentalsats. Integralen anvéinds, forutom for att bestimma areor, dven for att
bestimma volymer, massa, moment, fliden och mycket annat.

1.1 Area som grdnsvarde av summor

Vikan bestimma arean av omraden som begrinsas av rita linjer (polygonomraden), sa som rektanglar och
trianglar, med hjilp av kinda formler. Arean ges av basen ginger hojden for rektangeln och basen ganger
héjden genom tva f6r triangeln. Eftersom polygonomriden kan delas upp i indligt minga trianglar kan vi
dven bestimma arean av sidana som 4ndliga summor av triangelareor.

Exempel 1.1 I figur 1.1 ser vi ett polygonomride som 4r uppdelat i sju trianglar. Arean av de
enskilda trianglarna kan bestimmas som basen ginger hdjden genom tvi vilket ger A = 3, Ay =
pAs = A= s =
Sy Ai =3.

%, Ag = % och A7 = % Den sammanlagda arean blir A =

Fér omraden som avgrinsas av mer komplicerade kurvor kan vi inte lingre anvinda 4ndliga summor
av enkla former, som rektanglar och trianglar, f6r att bestimma arean. Diremot kan vi komma godtycklige
nira arean av omradet genom att approximera med 4ndligt manga enkla former. Ju finare indelning som
anvinds ju nirmare kommer vi. Arean ges dirfor som ett grinsvirde av approximationer.

En stor klass ytor i planet kan beskrivas som skillnaden mellan tvi omraden som var och en ligger mellan
en given kurva och z-axeln. I figur 1.2 ser vi funktionerna f(x) och g(«). Arean mellan kurvorna (méorkgra)
ges av arean mellan f(x) och 0 (mérk- och ljusgrd) minus arean mellan g(x) och 0 for « € [a, b]. Det ir
dirf6r naturligt att studera arean mellan en given funktion och x-axeln och 4ven tillita negativa virden da
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YH

Figur 1.1: Indelning av polygonomrade i trianglar.

f(z) < 0.Vilater f(x) vara en given funktion definierad for « € [a, b]. Arean (med tecken) mellan en
funktion f(z) och z-axeln frin en punkt « = a till z = b kan approximeras genom att dela in intervallet
[a, b] i delintervall och pi varje delintervall berikna arean av en rektangel med hajd given av funktionen
f(z). I figur 13 illustrerar vi denna teknik for funktionen f(z) = sin(z) meda = 0,b = 27 och 8
delintervall. I detta fall ir det mittpunkten i varje delintervall som anvinds for att approximera funktionens
virde. Vi ger tvi exempel pa hur arean kan bestimmas.

Exempel 1.2 (Arean under sinus) Vibdrjar med exemplet i figur 1.3. Vi later f(z) = sin(x)

och z € [0, 27]. Vi delar in intervalet i n lika stora delar dir n = 2m ir jimnt, Az; = =& =
Vi evaluerar f i mittpunkten pa varje intervall och far

n or(i — 4 T
S, = Zsin <(n?)> % (1.1)

o
3

&
0

i=1
m : 2m :
21 —1 2i—1
ZEZsm <7T( ! )> ul Z sin (TF( ! )> (r2)
m 4 2 A 2m
=1 i=m+1
S 2i—1 2i—1
:WZ<sm <7r( ! )>+si <7T( ! )+7T>> (r3)
m 2m 2m
=0, (14)
eftersom sin(x) = — sin(x + 7). Detta resultat giller for alla 7.

Exempel 1.3 (Arean under en linjar kurva) Bestim arean S avytan som begrinsasav f(z) =
2z, x-axeln och = 1. Vi delar in intervallet [0, 1] i n lika langa delintervall, 0 = 29 < 21 <

< xp, = 1,dirx; = %, ¢ = 0,...,n. Vibestimmer nu ytan S, av n rektanglar med bas
Ti— Ti] = % och héjden f(x;) = 2x;,i = 1,...,n, som ir det hdgra funktionsvirdet pa varje



1.1. Area som gransvarde av summor

Figur1.2: Arean mellan tvd funkdioner f(z) och g(z) ges avarean mellan f(z) och 0 minus arean mellan g(z)

och 0.

Figur 1.3: Areaapproximation med 8 lika linga delintervall och evaluering av funktionen sin(«) i mittpunkten
pé varje intervall.
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intervall. I grins blir resultatet detsamma oberoende av vilken punkt i intervallet som viljs. Vi far

n

n
21 1 n—|—1 1
'Elf(l’i)($i—l'i1) =) <0 n2 E = 1—1-;, (rs)
1= 1=

eftersom Y " | 1 = w Dirfor blir S = limy,_so0 Sp, = 1.

For att kunna gér motsvarande utrikning for en kvadratisk funktion i nista exempel behéver vi an-

vindaate Y 1, i% = w. Vi limnar beviset av denna formel som en problemuppgift.

Exempel 1. 4 (Arean under en kvadratisk kurva) Bestim arean .S av ytan som begrinsas
av f(z) = 22, z-axeln, y-axeln och & = 2. Vi delar in intervallet [0, 2] i n lika linga delintervall,
O=zg <21 < -+ < xpp = 2,dir; = n,z = 0,...,n. Vibestimmer nu ytan S, av n
rektanglar med bas z; — z;_1 = % ochhsjd f(z;),i=1,...,n

n n 2.2
;f(xi)(ﬁm —Tim1) = ZQZ2 = 8(n+ Dent+l) _ g (1 42y 1> . (r6)

n? n 6n2 2n  2n?

Vifiratt S = lim,,—y00 Sy, =

wloo

If6rsta exemplet anvinder vi mittpunkten och i de bida andra viljer vi den hogra indpunkten pa delin-
tervallen nir vi avgor rektangelns hjd. Detta val 4r alltsd inte unikt. En godtycklig punke i delintervallet
kan anvindas. Vi noterar 4ven att ju hogre polynomgrad vi har desto mer komplicerad blir berikningen
av summans grinsvirde. Som tur ir kommer definitionen av integralen och analysens fundamentalsats ge
oss betydligt kraftfullare redskap for att bestimma areor under funktioner.

1.2 Riemann-summor

Vi har sett att bestimning av area under funktioner kan utféras med hjilp av summor pa finare och finare
uppdelningar av ettintervall. Vi ska nu presentera ett systematiske sitt att utféra areabestimning. Viborjar
med att introducera en uppdelning av intervallet [a, b] i n delintervall.

Definition 1.1 (Partition) Lat P = {zo, x1, %2, ..., %, } varaen uppsittning reella tal sidana
atta = 29 < 1 < -+ < x, = b. P kallas en partition av intervallet [a, b] i n delintervall
[i—1,xi],i =1,...,n. Viliter Ax; = ; — x;—1,© = 1,...,n, beteckna lingden av delinter-

vallen samt Az = maxi<;<, Az;.

Lat oss studera en given funktion f pd intervallet [a, b]. Vi vill bestimma arean med tecken mellan
funktionen och z-axeln, mellan = a och z = b. Det innebir att positiva funktionsvirden ger positiva
bidrag till resultatet medan negativa virden ger negativa bidrag. Genom att approximera f pa varje delin-
tervall, med funktionens minimum respektive maximum, kan vi bestimma undre, respektive Svre, grinser
for arean under kurvan. Genom att forfina partitionen av [a, b kan vi successivt nirma oss arean nedifrin
och uppifran. Dessa summor kallas undre och 6vre Riemann-summor. Om summorna konvergerar mot
samma sak definierar detta virde arean (med tecken) under kurvan.
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Alla funktioner dr dock inte kontinuerliga. Vi vill definiera Riemann-summor f6r en storre klass funk-
tioner, nimligen de begrinsade funktionerna. D miste vi ersitta minimum och maximum i konstruktio-
nen med storsta undre begrinsning och minsta 6vre begrinsning. Sats .14 i del I sidger att en begrinsad
mingd reella tal, i detta fall {f(z) : © € [z;_1,2;]}, har en minsta Svre begrinsning (och en stdrsta
undre begrinsning). Vi anvinder dirfor dessa begriansningar av funktionen f i definitionen av Riemann-
summor.

Definition 1.2 (Undre och 6évre Riemann-summa) Lit P vara en partition av [a,b] i n
delintervall och f(z) vara en begrinsad funktion definierad pa [a, b]. Vidare lat fZ, vara storsta
undre begrinsning och f . minsta vre begrinsning till mingden { f(z) : € [x;—1,2;]} sd att

i < f(x) < fiLopidelintervallet [v; 1, 2;],4 = 1, ..., n. Videfinierar den undre I i, (f, P)
och 8vre I (f, P) Riemann-summan av funktionen f med partitionen P som

Lnin(f, P) Zf:nmmz, (7)

Lnax(f, P Zf:mxm (18)

Den undre Riemann-summan fér en given funktion f med partition P ir alltid mindre 4n den &vre.
Om partitionen utdkas med fler och fler punkter kommer den undre Riemann-summan att vixa (eller
forbli densamma) medan den 6vre istillet kommer att avta (eller f6rbli densamma). Om vi gar i grins och
later antal intervall i partitionen P ga mot odndligheten s att Az gar mot noll, konvergerar bade den
undre och den 6vre Riemann-summan. Om dessa grinsvirden sammanfaller 4r de lika med arean (med
tecken) under funktionen f(z) pa intervallet [a, b)].

Exempel 1.5 (Undre och évre Riemann-summa) Vi studerar funktionen f(x) = (z —
1)2 pa intervallet 0 < z < 2. Vi delar in intervallet i 8 lika stora delintervall och beriknar forst
den undre Riemannsumman. Eftersom minimum pa varje intervall ska bestimmas noterar vi att
funktionen ir avtagande f6r x < 1. Alltsi kommer minimum alltid vara i den hégra indpunkten
pa delintervallen f6r < 1. Fér & > 1 ir funktionen vixande, alltsd antas minimum i den vinstra
indpunkten. Vi later z; = % fori =0,...,8, ochfir

8
Iin =Y min f(2)(x; — zi1) (r9)

:ce[asi_ha:i}

:% <;(i_1)2+¥(2;1 —1)2> (r.10)
3 (& + &+ @+ ) ()
7

= . (r12)

Vi anvinder att grafen 4r symmetrisk runt z = 1 vilket innebir att de tva delsummorna méste vara
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Figur1.4: Morkgra representerar den undre Riemann-summan och mork- och ljusgra tillsammans representerar
den 6vre Riemann-summan.
lika stora. For den &vre Riemannsumman far vi med liknande resonemang
8

Imx =) max f(x)(@:i— zi1) (L13)

=1 x€[x; 1,25

SECEGY)
(O O-0) e

= . (1.16)

Ifigur.4 representeras den 6vre Riemann-summan av ljusgra plus mérkgra omraden och den undre
av de morkgra.

1.3 Definition av integralen

Viir nu redo att definiera integralen av en funktion pi ett givet intervall. Definitionen bygger pa approx-
imation med hjilp av 6vre och undre Riemann-summor. Eftersom vi definierar Riemann-summorna for
begrinsade funktioner kan vi dven definiera integralen f6r begrinsade funktioner.
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Definition 1.3 (Integralen) Lit f(x) varaenbegrinsad funktion definierad pd intervallet [a, b].
Vidare 13t Lopin (f, P) och Ia(f, P) vara undre och &vre Riemann-summor med en partition P
av [a, b]. Om det finns ett unikt tal I € R sidant att Iy, (f, P) < I < Inx(f, P) foralla P,
siger viatt f(x) dr integrerbar pa [a, b] och talet I ir integralen av f pi [a, b]. Vi skriver

b
1= / f(z)dz, (r17)
dir a och b ir integrationsgrinser, f(x) integrand och dz differentialen av z.

Det ir inte alltid enkelt att anvinda denna definition for att avgdra om en funktion ir integrerbar.
Foljande sats ger ett annat villkor.

(Integrerbarhet) En begrinsad funktion f ir integrerbar pa intervallet [a, b] om och
endast om det for varje € > 0 finns en partition P av [a, b] sidan att Ine(f, P) — Inmin(f, P) < €.

Bevis. Viantar forst att det for varje € > 0 finns (minst) en partition P av [a, b] sidan att I (f, P) —
Inin(f, P) < e Vivill visa att det d4 kan finnas endast ett tal I som uppfyller Lin(f, P') < I <
Inax(f, P’) for alla partitioner P’ av [a, b]. For att gdra det antar vi motsatsen och visar att det leder till en
motsigelse.

Om det finns tva olika tal I1 < I3 som uppfyller olikheten har vi att

12 - II < Imax(fa P) - Imin(fa P) <, (1‘18)

tor varje €. Men eftersom det giller f6r godtyckligt sma € > 0 maste I3 — Iy = 0. Allesa giller I} = Iy
och I = I1 = I ir dirmed unik.

Atandrahillet vill vi visa att om det endast finns ett I som uppfyller Iyin (f, P) < I < Inox(f, P) 53
maste det for varje € > 0 finnas en partition P som uppfyller Inax(f, P) — Imin(f, P) < €. Vianvinder
igen motsigelsebevis. Vi antar att det finns nigot € > 0 sddant att Loy (f, P) — Inmin(f, P) > € foralla
P.Med da giller dven for I + § att I (f, P) < 1+ § < Inas(f, P) foralla P vilket motsiger att I 4r
unik. ]

Vi anvinder nu sats 1.1 f6r att avgéra om en funktion ir integrerbar.

Exempel 1.6 (Integrerbarhet) Avgor om funktionen f(x) = 4x + 3 ir integrerbar pi in-
tervallet [0, 1]. Vi konstruerar P = {xg, x1,..., oy} dirz; = %, ¢t = 0,...,n. Minimum och
maximum pa [z;_1, x;) ges av fi, = 4w,y + 3 och fi,. = 4z; + 3 eftersom funktionen ir
vixande. Vi later

[min(f,P)ZZ(Zl(i_l)—i-?)):lzém(n_l)—i-?):E')—Z (r.19)

- n
=1

och
" (4 1 4n(n+1) 2
Imax 7P = - — = T 5.2 = o o
(f, P) ;(nm)n +3=5+" (1.20)
Dirmed giller att I (f, P) — Imin(f, P) = %. Detta innebir att for varje € > 0 finns ett 7 sa

att Loy — Imin < €. Alltsd dr funktionen integrerbar med integralen I = fol f(z)dx = fol dx +
3dr =5.
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Av detta exempel framgér att det krivs en del arbete for att avgdra om en funktion ir integrerbar dven
med hjilp av sats 1.1. Foljande sats visar att en stor klass av funktioner 4r integrerbara, nimligen de konti-
nuerliga funktionerna.

(Kontinuerliga funktioner &r integrerbara) Om f ir kontinuerlig pa [a, b] si
ir f integrerbar pd [a, b] och alla Riemann-summor I(f, P) = > ;| f(c;)Ax;, med partition

{xo,z1,..., 25} och godtyckliga evalueringspunkter ¢; € [x;_1, x;], konvergerar
n b
Zf(ci)Axi — / f(z)de d& Azx= max Az; — 0.
s a i=1,...,n

Bevis. Viborjar med integrerbarhet. Eftersom f(x) ir kontinuerlig pa det slutna intervallet [a, b] dr funk-
tionen likformigt kontinuerlig. Dirfor giller for varje € > 0 att det finns ett 6 > 0 sd att

€
b—a’

[f(@) = fly)l <

(r21)

forallax,y € [a,b] sidana att |z — y| < J. Vikan da for ett fixe tillricklige stort n € N konstruera en
partition P av [a, b] sidan att
a=xg<x1 < - <xT =0, (1.22)

och Az = maxi<j<p Az; < 6,dir Az; = x; — ;1. Vi konstruerar den vre och undre Riemann-
summan med partitionen P och far att

Inas(f.P) = Inin( /. P) € 3 5= Ay = c. (123)
i=1

Eftersom denna konstruktion kan géras for varje € > 0 ger sats .1 att kontinuerliga funktioner pa slutna
intervall 4r integrerbara.
Vi gir till konvergens av Riemann-summor. Konstruktionen ovan ger med samma partition P att

n b
3" Fle)Aai - / F(2) de| < Ins(f, P) — (£, P) <
i=1 @
forallae > 0. Dettainnebirate ) " | f(c;)Ax; — ff f(z) dr dd maxi<j<, Az; — 0. O

Detta resultat kan utvidgas till funktioner som idr kontinuerliga och begrinsade pa halvéppna intervall,
till exempel (a, b]. Vi liter z9g = a och x1 = a + 737 i partitionen P dir M ir begrinsningen av f,
| f(z)| < M.I6vrige viljer vi punkter {x;}7_; siate |f(z) — f(y)| < 5=, forallax,y € [z;_1, x4

2(b—a)’
ochallai = 2,...,n,vilket ir mdjligt eftersom f ir likformigt kontinuerlig pd [z1, b]. Vi far da
2Me = € € €
Inax(f, P) — Inmin(f, P) < Az 517576 .

eftersom skillnaden mellan 6vre och undre begrinsningen av f alltid 4r begrinsad av 2/ pa delintervallet

[a, z1] och m pa ovriga delintervall. Eftersom funktioner som ir begrinsade och kontinuerliga pa halv-

oppna intervall dr integrerbara, giller 4ven att styckvis kontinuerliga funktioner ir integrerbara eftersom
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Figur 1.5: En styckvis kontinuerlig funktion.

de kan delas upp i funktioner som ir kontinuerliga pa halvéppna intervall. I figur 1.5 ser vi ett exempel pa
en styckvis kontinuerlig funktion som delats upp i en del som ir kontinuerlig pa ett slutet intervall och tvi
som inte ir det.

Det finns dven funktioner som 4r begrinsade men inte integrerbara. Det vanligaste exemplet ir f6ljan-
de hogst diskontinuerliga funktion.

Exempel 1.7 (Begrdnsad men inte integrerbar) Lit f vara funktionen definierad av

|1, €@
f@={5 “Shq - (123

Vi vill avgéra om integralen fol f(z) dz existerar. For varje partition P finns ett irrationellt tal i
varje delintervall. Dirfor dr den undre Riemann-summan for alla partitioner lika med 0. P4 samma
sitt finns alltid ett rationellt tal i varje delintervall vilket gor att den Gvre Riemann-summan alltid
ir lika med 1. Alltsd kan finns det inte bara ett tal I sidant att I, < I < [, vilket innebir
att f inte 4r integrerbar. Det finns ett mer generellt integralbegrepp som kan hantera 4ven si hir
konstiga funktioner. Den integralen kallas Lebesgue-integralen. Funktionen i det hir exemplet 4r
faktiskt Lebesgue-integrerbar med integralen 0.

Av integralens definition féljer ett stort antal egenskaper som kan hirledas med hjilp av Riemann-
summor och sats L.1.
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(Integralens egenskaper) Lit f, g vara integrerbara pi [a, b]. D4 giller,
/a f(x)dx =0, (1.26)
b a
[ t@ydo=- [ 1@ as, (127)
a b
b b b
/ (Af(x) + Bg(z))dx = A/ f(z)dx + B/ g(x) dz, (1.28)
b b
[ t@do< [ gz, omf(@) < gla) Vo € [ab), (129)

/abf(x) dx

’ f(z)dr =0, om f irudda, f(—x) = — f(z) Vz € [—a,al, (1.31)

’ f(z)dx = 2/0a f(z)dz, om firjimn, f(—z) = f(z)Vz € [—a,a],
(132)

fﬂ@M+fﬂmmzfﬂ@w- -

b
g/U@M% )

Bevis. 1beviset kommer vi anvinda att en 6vre Riemann-summa aldrig vixer (och en undre aldrig avtar)
om en eller flera punkeer liggs till i partitionen. For att se detta kan vi titta pa et delintervall [z;_1, z;].
Lat f’s minsta 6vre begrinsning pd intervallet vara M. Vi ligger till punkten € (z;—1, ;). Da kommer
f’s minsta vre begrinsningar My och My pé [x;_1, z] och [x, x;] vara mindre 4n eller lika med M. For
bidraget till den évre Riemann-summan giller M |z — ;1| + Ma|z; — x| < M|z; — xi—1].

Vi borjar med (1.27). Denna likhet kan ses som en definition av integralen av en funktion da den 6vre
integrationsgrinsen ir mindre in den undre. I motsvarande Riemann-summor innebir detta att Az; byter
tecken och dirmed 4ven hela summan. Sedan f6ljer (1.26) av (1.27) genom att lita b = a och notera att
[2 f(z)de = — [ f(x) dz = 0.For (1.28) antar vi forstatt A, B > 0. Eftersom summan av maximum
av tvd funktioner ir storre 4n eller lika med max av summan (och pd motsvarande sitt med min) har vi att

A-[min(fu P)+B-[mm(gap) S Imln(Af+Bgvp) S Imax(Af+Bg7P) S AImax(f) P)+Blmax(g7 P)

Viviljer nu P sd att Al (f, P) + Blnax(9, P) — Alnin(f, P) — Blnin(g, P) < € vilket ir mojligt
eftersom det finns P’ sd att Al (f, P') — Almin(f, P') < § och Blina(g, P") — Blnin(g, P") < §
och vikan lita P = P’ U P”. Vidrar slutsatsen att
b b b
‘/ Af(ac)—l—Bg(x)dx—A/ f(ac)dac—i—B/ g(x)dac‘ <€ (1.34)

eftersom bada integralerna ligger i intervallet [ALyin ( f, P) + Blnin(g, P), Almax(f, P) + Blmax (9, P)]

som maximalt ir av lingd e. For att hantera negativa A, B kan vi lata f och eller g byta tecken och an-
vinda att f(f —f(x)de = — f; f(x) dz vilket f6ljer av att minustecken kan flyttas ut ur Riemann-

summor. Relation (1.29) visar vi med motsigelsebevis. Anta att fab f(z)dx > f: g(x) dz eller uterycke
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pé ett annat sitt f; f(x)dx — f:g(:n) dx = 0 > 0 fér nagot § > 0. D4 finns partition P sidan
att Inin(f, P) > Imax(9, P) > Imin(g, P) eftersom bada funktionerna ir integrerbara och Riemann-
summorna kan komma godtyckligt nira integralerna och & > 0 ir fixt. Detta 4r dock en motsigelse

eftersom Inyin(f, P) < Imin(g, P) foralla P om g > f. Allesa galler [ f(z)da < [ g(x)dx. Se-
dan foljer (1.30) fran (1.29) eftersom bade f(x) och — f () ir begrinsade av | f ()| och & f; f(z)dx <

{ ff f () dz|. Resterande féljer med liknande resonemang. Vi limnar dem som évning. O

Vi studerar tva exempel pa hur integralens egenskaper kan anvindas for att bestimma integraler.

Exempel 1.8 (Integralens egenskaper) Vi vill bestimma integralen f_ll 2 — 323 dx. Vikan

anvinda egenskap (1.28) for att skriva om den som f_ll 2 —323dx = f_ll 2dxr — 3 f_ll z3 dz.
Den forsta integralen ir arean av en rektangel med bredd 2 och héjd 2 alltsa 4. Den andra integralen
ir 0 eftersom @3 ir udda och intervallet [—1, 1] 4r symmetriskc.

Exempel 1.9 (Integralens egenskaper) Vivill visaatt fol e~ dx < 1. Vinoterar att e’ <
1 forallaz € [0, 1]. Egenskap (1.29) ger dd att fol e dx < fol ldx = 1.

1.4 Medelvardessatsen

Medelvirdessatsen for derivator har en motsvarighet for integraler. Den siger att integralen av en konti-
nuerlig funktion f dver intervallet [a, b] 4r likamed f(c)(b — a) for ndgot ¢ € [a, b]. I figur (1.6) ser vi att
linjen f(c) skir grafen si att lika mycket yta ir under och 6ver linjen.

(Medelvardessatsen) Lit f varakontinuerlig pd intervallet [a, b]. D4 finns en punkt
¢ € |a, b] sadan att f; f(z)dx = f(c)(b—a).

Bevis. Eftersom f ir kontinuerlig antar f bide maximum M och minimum m pd intervallet [a, b]. Lt
f(zar) = M och f(zy,) = m.Lit P = {a, b} vara partitionen innehdllande endast de tvd indpunkter-
na. Da giller

b
m(b_ a) = Imin(f’P) S / f(l’) dx S Imax(fvp) = M(b_ a)' <1'35>

Dirfor giller

b
< b—la/a fx)de < M = f(zp). (1.36)

Eftersom f(z) dr kontinuerlig antas alla mellanliggande virden i intervallet [m, M|, enligt satsen om mel-

flzm) =m

lanliggande virden. D4 finns en punket ¢ € [a, b] sddan att

b
fe) =5y [ fla)da, (37)

Efter multiplikation med (b — a) foljer satsen. O
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Figur 1.6: Illustration av medelvirdessatsen. Det finns ett ¢ si att arean under f mellan @ och birlikamed b —a

ganger f(c).

Medelvirdet av en mingd tal definieras som summan av talen dividerat med antalet. Det gir 4ven att
definiera medelvirdet av en funktion med hjilp av integralen.

Definition 1.4 (Medelvardet av en funktion) Medelvirdet f aven integrerbar funktion f
pi intervallet [a, b] definieras av

b
f=i= |t (:39)

Exempel 1.10 (Medelvérdet av en funktion) Vi vill berikna medelvirdetav f(z) = x pa
intervallet [1, 3]. Vi har,

_ 1 g S
= — d = = =
f=3=7) *=5

28 (139)

Medelvirdessatsen ir en viktig komponent i beviset av analysens fundamentalsats som nista sektion
handlar om.

1.5 Analysens fundamentalsats

En hornsten i den matematiska analysen 4r analysens fundamentalsats som visar att derivatan av integra-
len av en funktion ger tillbaka funktionen sjilv. Derivatan ir alltsa integralens invers. Vi borjar med att
introducera begreppet primitivfunktion.

Definition 1.5 (Primitivfunktion) En funktion F kallas primitivfunktion till en funktion f
piintervallet I om F'(z) = f(x) forallax € I.
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(Analysens fundamentalsats) Lit f varakontinuerlig pa ettintervall I innehillande
punkten a € I. Lat vidare funktionen F' definieras av

:/jf(t)dt

D4 ir F en primitivfunktion till f pa I, detvill siga F'(z) = f(x) forallax € I.
Om G(x) ir en godtycklig primitivfunktion till f(x) pa I, sa giller for varje b € I,

b
/ (@) dz = G(b) — Gla). (1.40)

Bevis. Vianvinder derivatans definition

Fl(z) = lim 20 h) —F@) o L </j+h F(t) dt — /j £(b) dt) (L.41)

h—0 h—0 h
= lim / {)dt = lim £(c) = f(z). (142)

dir ¢ € [z, z + h] for varje fixt h ges av medelvirdessatsen. Om h < 0 féljer samma sak genom att byta
integrationsgrinserna och dirigenom f4 ettintervall [x + h, 2] for vilket medelvirdessatsen kan anvindas.
Sista steget lim.—,, f(c) = f(x) foljer eftersom f ir kontinuerlig.

Om G'(z) = f() harviate 2 (F(z) — G(x)) = 0. Medelvirdessatsen for derivator ger di att
F(z) — G(x) = C dir C ir en konstant. Di giller, [ f(t)dt = F(z) = G(z) 4+ C. Genom att
litaz = a och anvinda integralens egenskap har viatt 0 = G(a) + C vilket ger C = —G(a). Vi later

slutligen @ = b vilket ger
b
/ f(t)dt = G(b) — G(a).

Vi har alltsd visat att derivatan av en primitivfunktion ir lika med funktionen sj jilv & s f f(x)dx =
f(z). Det foljer ocksa att primitivfunktionen ¢j ir unik. Om F'(x) ir prlmltlvfunktlon till f(z) dr dven
F(z) + C, for en konstant C' € R, det. Vi kommer ofta anvinda notationen F'(z) som primitiv till
f(z) men ibland ir notationen | f(z) dx anvindbar. Alltsi en integral utan integrationsgrinser. Pri-
mitivfunktionen F'(z) = [ f(z)du ir till skillnad frin integralen en funktion av variabeln . Fér att
forenkla notationen V1d anvandandet av integralen infor vi en evalueringssymbol.

O

Definition 1.6 (Evalueringssymbolen) Lit F'(x) vara primitivfunkdion dll f pi [a, b]. D4
giller

b
| t@)de= [F@)]. = F®) - Fla). (143
Hir har vi infort evalueringssymbolen [F (x)} g F(b) — F(a).

Analysens fundamentalsats forenklar bestimning av integraler betydligt. Om man kéinner en primi-
tiviunktion dill f kan man direkt bestimma integralen. Manga primitivfunktioner kan bestimmas genom
ate vi redan kan derivatan av ett stort antal funktioner.
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(Primitivfunktioner) Givet funktionen f(x) ges en primitivfunktion av F'(x), som
uppfyller F'(x) = f(x). Viktiga primitivfunktioner att minnas ir

f@=e  F@)=To, r#-l (144
@)= F@)=lla] s

fla) = sinfaz)  F(z) =~ (146)
fla) = cos(az)  Fla) = D (147)
f@) = (121_332 F(a) = arcsin(), >0 (1.48)
f@) = = F@)= qacan(S), o0 )
f@)=e®  F@=2", a#0 o)
flx)=b  F(z)= afj:b), a#0,b> 1. (Ls1)

Vi ger nagra exempel pd hur integraler kan bestimmas med hjilp av primitivfunktioner.

Exempel 1.11 (Integralen av ett polynom) Bestim integralen av f(z) = 2% — 222 mellan
= 0ocha = 2. Viharatt

2

2 15 3
4 9 T 25 32 16 16
/Ox v [5 3]0 5 3 15 (1.52)

Exempel 1.12 (Integralen av cos(x)) Bestim integralen av cos(z) mellan z = 7§ ochz = 37”
3r

ax or
Viharatt [+ cos(z) dz = [sin(z)]Z = —2.
2 2

Tyvirr gir det inte att skapa en heltickande tabell av primitivfunktioner pa det hir sittet eftersom alla
primitivfunktioner ¢j later sig uttryckas i termer av elementira funktioner, exempelvis f e dz. 1 nista
kapitel kommer vi studera analytiska och numeriska tekniker f6r att bestimma/berikna integraler i fall dir
viinte omedelbart kinner primitivfunktionen. I nista sats generaliserar vi fundamentalsatsen till integraler
dir integrationsgrinserna ocksa ir funktioner av .

(Derivata av integral) Lit f(x) vara integrerbar och lit g(x) och h(x) vara konti-
nuerligt deriverbara pa R. Da giller

d 9@

= ft)dt = f(g(x))g'(x) = f(h(z))h'(x). (r53)
T Jh(z)
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Bevis. Vinoterar forst att

d 9@ d
dz Jo

genom att anvinda kedjeregeln. Vi applicerar nu detta resultat tva ginger pa f6ljande vis

d (9@ d 9@ d [h=@)
i, Twa= g [T wa— 2 [T s (154
= f(9(x))g' () — f(h(x))N (x). (Ls5)

Exempel 1.13 (Derivatan av en integral) Bestim derivatan av f(z) = lez sin(t) dt. Vi har

d 1

iz /.. sin(t) dt = — sin(z%)2z. (1.56)

1.6 Generaliserade integraler

Om ena eller bida integrationsgrinserna ir obegrinsade eller om funktionen f(x) ir obegrinsad pd inter-
vallet [a, b] kan vi inte direkt tillimpa vir definition av integralen. Denna typ av integraler kallas generali-
serade integraler. De hanteras genom att gi i grins och kan leda till konvergenta (4ndliga) eller divergenta
(odndliga) integraler.

Definition 1.7 (Generaliserad integral) En integral

b
I- [ f@)do (157)

kallas en generaliserad integral om (i) a = —oo eller b = oo eller (ii) f ir obegrinsad pi [a, b]. I
fallet (i) definierar vi,

/_ io f(z)dz = lim /_ bR f(z)dz, (158)

R—o0

och pa motsvarande sitt om b = oo. I fallet (ii) om f(x) ir kontinuerlig i (a, b] men obegrinsad i
a, definierar vi,

[ o= im / ' fla)de, (159)

y—at

och pa motsvarande sitt om funktionen ir obegrinsad i b. Antar integralen ett dndligt virde siger
vi att integralen konvergerar, annars att den divergerar.

Vi ger nu tre exempel pa hur generaliserade integraler kan bestimmas genom att anvinda definitionen.



Kapitel 1. Integralen

YH

Figur 1.7: Funktionen ﬁ integrerad fran O «ill 1.

Exempel 1.14 (Konvergent integral) Bestim den generaliseradeintegralen av den obegrinsade

funktionen f(z) = —= pa intervallet [0, 1]. Vi studerar grinsvirdet for integralen fgl \/LE dx da

€ — 0+ och fir

1 1 . 1 1 ) 1
/O ﬁ dr = eg%l-i- j ﬁ dr = 6E}I[I)l_i_ |:2\/Ei|e = 2. (1.60)

Integralen ir alltsa konvergent.

Exempel 1.15 (Konvergent integral) Bestim den generaliserade integralen av funktionen
flz) = ;12 mellan x = 1 och co. Vi studerar grinsvirdet av fOR ;15 dxr da R — oo. Vifir

=] , R q , 11"
/ — dr = lim / —dr= lim |——| =1 (1.61)
1 €T R—o0 1 ap R—o0 a5 1

Integralen 4r konvergent.

Exempel 1.16 (Divergent integral) Bestim integralen fol ﬁ dx. Vihar,
1
1 v o1 y
/ dz = lim dz = lim [— In(1 — x)} (162)
0o 1—= y—1-Jo 1—2 y—1- 0
= lim —In(1 —y) = oc. (1.63)
y—1—

Integralen ir divergent.

Dessa exempel kan innefattas i en allmin teori f6r integraler av funktioner ™ frin 0 till co. Vi pre-

senterar nu en sats som siger for vilka p integraler av 2™ ir konvergenta pd (0, a] respektive [a, 00).
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Figur 1.8: Funktionen L integrerad frin 1 till co.
X

(p-integraler) Lit0 < a < oo. Da giller att

o] 1 al—P
/ 2P oy — kf)nvergerar' dll =, omp>1, (1.64)
o divergerar till oo, omp <1,

och vidare att

a . al*p
1
/ P oy — kf)nvergerar' dll §—, omp <1, (1.65)
0 divergerar tilloo, omp > 1.

Bevis. Vibérjarmed [ 277 de. Omp > 1 giller

[e'S) R xlfp R alfp
/ 27 Pdxr = lim x Pdr = lim [ ] = : (1.66)
a R—oo /g R—oo |1 —p a p—1
Om p = 1giller
00 R
/a = Rli_r)noo ) eV dr = Rli_r>noo [In(l‘)]f = 00. (1.67)
Omp < 1giller
e R $1_p R
/ 2 Pdr = lim x Pdr = lim [ ] = 00. (1.68)
a R—oo J, R—oo |1 —p a

Vi gir vidare till det andra fallet foa 7P dx.Omp < 1 giller

a a Il_p a al—p
/ 2 Pdr = lim 2 Pdr = lim { ] = . (1.69)
0 y—=0t Jy y—ot |[1—=pf, 1-p
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Omp = 1 giller

“ —1 . “ —1 . a
/0 xdx y—1>%1+/y xdx y—1>%1+ In(z)], = oo (1.70)
Omp > 1giller
a a xlfp a
/ z Pdr = lim / x Pdr = lim [ ] = 00. (r.71)
0 y—0t Jy y—ot [1=p],
O

Aven for generaliserade integraler giller att integralen av en funktion g(x) > f(z) > 0 ir storre in
integralen av f(z).

(Begransning av integraler) Lit—oo < a < b < oooch f och g varakontinuerliga
funktioner pd intervallet (a, b) sidanaatt 0 < f(z) < g(z). Om f; g(z) dx konvergerar si gor
dven f; f(2) dz det och vidare giller

b b
/ f(z)dx < / g(x)dx. (1.72)
Pa samma sitt giller att om f; f(z) dx divergerar gor dven f; g(x) dzx det.

Bevis. Eftersom 0 < f(z) < g(x) kommer integralerna antingen konvergera mot ett ickenegativt virde
eller divergera. Vi har fran integralens egenskaper att for varje ¢ < av < 8 < b giller att

[ 1@< [ gwa (79

Genom att ga i grins &« — a och B — b fir vi antingen att fab f(z) dz divergerar och dirmed ocksd

f; g(x) dx eller att fab g(z) dx konvergerar och d giller fab flz)dz < f; g(z)dx. O

Exempel 1.17 (Generaliserad integral) Avgor om [, Sir;(f) dz ir konvergent. Vi noterar

forst att * gn(z) | sin(z)
sin(z sin(x
/1 5 dr < /1 — dz, (174)

T x

giller pd grund av integralens egenskaper. Vidare giller att | sin(x)| < 1. Vikan alltsi applicera sats
1.9 med funktionerna f(z) = htlc%)l > 0ochg(x) = :%2 > 0. Vi far

/ Sm(f) de < / e 2de =1. )
1 1

x

I sista steget anvinder vi sats 1.8.
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Ovningar

1.1 Areabestimning som grénsvirde av summor

Ovning 1.1 Bestim virdet av summorna.

(@) 0 47 (0) 312,512 (o) (10i —i2)  (d) Y27 (3 —i)(i +3)

Ovning 1.2 Bestim arean som begrinsasave = 0,2 = 1,y = 0ochy = f(z).

@f@) =3 ®Of@)=2>+1 ©f@)=2>-1 () f(z)=22"22-3

Ovning 1.3 Bestim arean mellany = 0 och y = f(z) pd intervallet I.
(a) fz) =23 1=[1,3] (b)f(z)=12—5z,1=[-2,1 (c)f(z)=1,1=]0,1]
(d)y =kzx (k> 0),I=10,qa]

Ovning 1.4 Bestim arean mellan f(x) och g(x) pa intervallet I.
2
@) f(z)=%,9(@) =5,1=[0,2] (b)f(z)=2zg(z) =—2*1=[L2]
(© @) = SR, ) _ smledts? [ g
(d) g(x) = f(z) + k for nigon kontinuerlig funktion f och nigotk € R, I = [a, b]

1.2 Riemann-summor

Ovning 1.5 Bestim 6vre och undre Riemann-summan for f pa det givna intervallet med n lika
stora delintervall.

(a) f(z) =23 pa[0,3,n =3 (b) f(x) = V9 —22pa0,3],n =2

(o) f(x) =e"pi[0,2,n =4 (d)f(z)=2?pi[l,5],n=10

Ovning 1.6 Bestim dvre och undre Riemann-summan for f pa det givna intervallet med n lika
stora delintervall.

(a) f(x) = cos() pa -3, %L n=4 (b)f(z)=|z| pa [-1,1],n =200

() f(z) = 2® pa
(d) f(z) = In(z) pi 1,

=
=
3.

1.3 Definition av integralen

Ovning 1.7 Forenkla uttrycket.

@ [0 f(z)dz + [2f(x)dz (b) [ 3f(x d:c+fbf( )da —2 [¢ f(z)dx

© J2f@)de + [P=2f(x)de — 22 f(x)dz (&) [* fl@)de + [T f(z)dz +
S () da



23

Ovning 1.8 Bestim virdet av uttrycket genom att anvinda integralens egenskaper.

(a) [°,2¢ +1dx  (b) [T_tcos(t © " —xdr () [?,0" —a"da

Ovning 1.9 Bestim integralens virde givet att flt dt =Int,t > 0.

(@) [Pt (b) fystdt (o) fyLdt (d) [y} Lt

Ovning 1.10 Bestim virdet av uttrycket genom att tolka integralen som en area samt genom att
anvinda integralens egenskaper.

@ [2, V16 —y2dy () [* 122]de (O [P +5u+6dv () [~ |x—3|de

Ovning 1.11 Visa att funktionen ir integrerbar pa intervallet, dvs. visa att [Inu(f, Pn) —
Lnin(f, Pn)| — 0din — oo.

()y==—2pi[,5] (b)y=rkpila,b] (Jy=api[-a,0] (d)y=2?pi[0,1]
1.4 Medelvirdessatsen

Ovning 1.12 Bestim funktionens medelvirde pé intervallet.
(a) f(«) = 22pa[0,3] ~ (b) f(z) = V4 —a?pi[-2,2] () f(z) =4 —|r—2[pa[0,6]
(d) £(z) = cos2() — sin(x) pa [0, ]

Ovning 1.13 Bestim funktionens medelvirde pa intervallet givet att f 1t $dt =Int.

(a) f(t) = _Pa[l 5] (b) f(u) =g pald.al (o) f(v) = 5= pa[l, k]
(d) f(w) = |55 pa[1,11]

Ovning 1.14 Bestim alla virden ¢ sidana att f(c ) f pi intervallet.
(a) f(z) = 32 pa[~2,3] (b) f(x) =VrZ—a?pi[-r7] (o) f(z)=32"pa[0,q]
(d) f(z) = k2? pi[—a, d]

L5 Analysens fundamentalsats

Ovning 1.15 Bestarn integralen.
(@) [y a?de  (b) [ Fdt () [, 5P de (d)[5, & — &t

Ovning 1.16 Bestim integralen.

@ [ uyadu (b) [} 1%5 dv ([T Ywdw (d) [ Yz de

Ovning 1.17 Bestim integralen.
5w

(2) [y 2cos(0) + sin(20) df  (b) fjﬂ/Q cos (%) —1d¢ (c) [ sin(av) cos(av) dv

4a
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(d) f_gg sin?(u) du

Ovning 1.18 Bestim integralen.
1 z
@ [Zemde b)) [{Ede (o) [43%dr (d) [leT

Ovning 1.19 Bestim integralen.
62 .
(@ [f 2dt () [5mtgde () [l A=dz (d) 75 dt

T

6vning 1.20 Bestim derivatan.
cos az sin(z) 1—¢2
(a) & fsm(( )) tdt (b) & fomedt (O fo tdt ()& fcos((w)) S dt

1.6 Generaliserade integraler

Ovning 1.21 Bestim integralen eller visa att den dlvergerar

@ [Fa 3 de ) [ g dt Q) [ 2 de (d) [ 2 dt

$

Ovning 1.22 Bestim integralen eller visa att den divergerar.

@ o 32de () fy oV dr (Q [FaPdn, p>0 (d) [ sk de

Ovning 1.23 Undersok om integralen konvergerar eller divergerar.

oo 2 00 _2 1 sin(t) 2
@ o Az dt () [;Te T dt (o) [y <f dt  (d) [7¢2dt

Ovning 1.24 Bestim integralen eller visa att den divergerar
(a) fooo k~%du, k#1 (b) f_oooo 4+152 ds fo

s dv (d) ;7 dw

Ovning 1.25 Visa om integralen konvergerar eller divergerar.

0 e* 7 00 nm
@[ Sdz )7 simde Of° Aede (@) 0Ede

Problem

LI Armbestéz’mning som gn’imudrde av summor

Problem 1.1 Visaatt ) 3% = %

. Tips: summera relationen (i + 1)3

3

— 1

3i% + 31’ + 1fran ¢ = 1 till n och notera att vinsterledet blir en teleskoperande summa ) - ; (

P = = (p-=)F — 1L

0



Problem 1.2 Visaate 7 i3 = (32", i)* med hiilp av induktion.

1.2 Riemann-summor

Problem 1.3 Bestim 6vre och undre Riemann-summan for 23 — 22 pi intervallet [0, 1] med 3
lika stora delintervall.

Problem 1.4 Visa att den undre Riemann-summan av en funktion f pi ett intervall I med
partitionen P aldrig kan minska om en ny punkt liggs till i P.

1.3 Definition av integralen

Problem 1.5 Visaatt integralen av en udda funktion (f(—z) = — f(x)) 6ver ett symmetriskt
intervall [—a, a] i [ f(x)dz = 0 och att integralen av en jimn funktion (f(—z) = f(z)) pa
samma intervall [ f(z)dz =2 [ f(z) da.

Problem 1.6 Visaatt for ¢ € [a, b] giller atc f; f(@)de = [7 f(z)dz + fcbf(:c) dz.

1.4 Medelvirdessatsen och analysens fundamentalsats
Problem 1.7 Lic f(z) = 2™, dir n ir ecc positivt heleal. Visaace (f,) f(z) dz)? < [} f(x)? dz

(som dven kan uttryckas ()2 < f2).

Problem 1.8 Los integralekvationen f(z) = 2 — 2 [ f(t) dt.

1.5 Generaliserade integraler

Problem 1.9 Visaattintegralen f0ﬂ/2 S“;ét)

dt divergerar.

Problem 1.10 Visaattintegralen fooo x"e~" dx konvergerar for allan > 0.
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2. Integrationstekniker

Variabelsubstitution och partiell integration

Integration av rationella funktioner
B3qgldngd, area och volym
Rotationskroppar

Numeriska metoder

Konvergens av numeriska approximationer

Analysens fundamentalsats ger en effektiv metod for att bestimma integraler med hjdlp av primitiv-
funktioner. Deriveringsreglerna ger oss ett stort antal funktioner med kind primitivfunktion. Trots
det finns det manga funktioner for vilka det éir svdrt att béirleda primitivfunktionen. I det hér kapitler
presenterar vi tvd viktiga tekniker for att ta fram primitivfunktioner, nimligen variabelsubstitution
och partiell integration. Vi visar dven pd anvindningsomrdden for integralen, si som bestimning av
liingd, area och volym. Trots att vi har krafifulla tekniker for att héirleda primitivfunktioner finns ett
stort antal funktioner dér primitivfunktionen inte kan uttryckas, eller dr komplicerad att uttrycka,
i elementéira funktioner som e®, sin(x) och cos(x). Vi studerar dérfor generella numeriska metoder
for berikning av integraler samt metodernas konvergenshastighet.

2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

For att kunna hirleda primitivfunktioner av mer komplicerade integrander behovs en uppsittning analy-
tiska tekniker. Tva av de frimsta ir variabelsubstitution och partiell integration. Bada metoderna bygger
pa att omvandla integranden till ett uttryck vars primitivfunktion ir kind. Vi bérjar med att studera vari-
abelsubstitution.

Variabelsubstitution ir en teknik for att berikna primitivfunktioner dir man byter integrationsvari-
abel pa ett sadant site att primitivfunktionen blir enklare att ta fram. Metoden bygger pa kedjeregeln for
derivator.

(Variabelsubstitution) Lit g vara deriverbar med kontinuerlig derivata pd intervallet
a,b] med g(a) = A och g(b) = B. Vidare lat f vara kontinuerlig pa [a, b]. D4 giller att
gPp g

b B
/ f(o(e))d (@) dz = /A £(u) du. ()

26
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b B
/a fa(2)d(x) de g /A f(w) du
x €[a,b] u=g(z) €[A,B]

Figur 2.1: Substitutionen u = g(z) transformerar z € [a,b] till u € [A, B].

Bevis. Lit F'(u) vara prlmltlvfunkuon till f(u), F'(u) = f(u), (en sidan finns eftersom kontinuerliga
funktioner ir integrerbara). Di giller -L F(g(x)) = f(g(z))g'(x) och vi far

b b B
| #a@)g @) do = [Fig(o)) =F@®D—F@wD=FGﬂ—FM)=[;f@Mu(m)
[

I figur 2.1 ser vi en schematisk bild 6ver hur integrationsintervallet [a, b] och integranden transformeras
genom substitutionen u = g(z) for en given funktion g(x) sidan att A = g(a) och B = ¢(b). I
beviset anvinder vi som sagt kedjeregeln for derivator. Vi presenterar resultatet for en bestimd integral
med integrationsgrinser a och b. Ett analogt resultat kan dven uttryckas for primitivfunktionen (utan att
sitta in grinser). Da giller med samma argumentation att

/ﬂmmmwmszwm»+a (23)

dir C' ir en godtycklig konstant.

Exempel 2.1 (Variabelsubstitution) Bestim integralen fol \/% dx med hjilp av varia-

belsubstitution. Vi noterar att derivatan - (22 + 1) = 2z forekommer i tiljaren. Det innebir
att om vi gor substitutionen u = 2 4 1 kommer v/(z) = 2. I variabeln u blir alltsi integranden
endast u /2 vars primitivfunktion 4r kind. Vi skriver pa féljande vis
/1 22 g { 241 (0)1(1)2d“2} (2.4)
———dr=qu=z ,u(0) =1 u(l) =2, — =2z 2.4
0 VazZ+1 dx
2 du

= = |2vu ] 2(v2 - 1). (2.5)

Notera att integrationsgrinserna maste indras vid variabelsubstitution.

- q . Berm 5 1 . 5 :
Exempel 2.2 (Variabelsubstitution) Bestim integralen [, 2 sin(z?) dx. Vi ser att derivatan
till argumentet i sinusfunktionen férekommer i integranden sa nir som pi en konstant. Vi viljer
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u = 3 och far

b a3 5 du 2 e
z“sin(z”) dzr = Su =2",u(0) =0,u(l) =1, — =3z = [ sin(u)du (2.6)
0 dz 3 0
1 11
= [ - = cos(u)} = —(1 — cos(1)). (2.7)
o 3
Exempel 2.3 (Variabelsubstitution) Bestim primitivfunktionen till sin?(x) cos(z). Eftersom

derivatan av sin(x) dr cos(x) och den finns i integranden, viljer vi substitutionen u(z) = sin(x).
Vifar

/ sin?(z) cos(z) d = {u — sin(a), % _ cos(x)} _ / W2 du (2.8)

u? sin®(x)
=—4C= C )
3 T 5 TG (2.9)
dir C'dr en godtycklig konstant.
I alla exemplen forekommer en funktion f(g(z)) (med g(z) = x? + 1, g(x) = 23 respektive
g(z) = sin(z)) multiplicerat med ¢'(x) i integranden. Ibland kan det dven vara frdelaktigt att gora

tvirtom, att lita 2 = g(u). Denna teknik kallas inverssubstitution.

(Inverssubstitution) Lit f vara integrerbar pi intervallet [, b] och lit g vara deri-
verbar med kontinuerlig derivata pd intervallet [a, b] med g(A) = a och g(B) = b. Vidare lat f
vara kontinuerlig pa [a, b]. Di giller

b B
/a f(z) dz = /A £(9())g'(u) s )

Bevis. Satsen foljer direkt av sats 2.1 genom att lita z och u byta roller. O

Det ir vanligt att trigonometriska funktioner anvinds vid inverssubstitution. Innan vi ger ett exempel
pa inverssubstitution kommer ett exempel pd integration av en trigonometrisk funktion.

Exempel 2.4 (Primitivfunktion till sin?(x)) Bestim primitivfunktion till sin?(x). Riknela-
garna for trigonometriska funktioner ger att cos? () +sin?(z) = 1 samtatt cos(2x) = cos?(z) —
sin?(z). Tillsammans ger dessa resultat att sin?(z) = 1 — cos?(x) = 1 — cos(2x) — sin? () vilket

. , . 1—cos(2 : , N .
innebir att sin?(x) = M Vi kan nu bestimma primitivfunktionen

9 _ (1, / cos(2z) . x  sin(2z)
/sm (x)dr = / 5 dx 5 de = 5 4 +C, (2.11)

med en godtycklig konstant C. Primitivfunktion till cos(z) féljer frin liknande resonemang och

limnas som &vning.
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Exempel 2.5 (Inverssubstitution) Bestim integralen f02 V4 — 22 dx med hjilp av inverssub-
stitution. Vi noterar att integranden beskriver en kvartscirkel med radie 2 och centrum i origo f6r
0 < 2 < 2. Inverssubstitutionen & = 2 cos(t) ger en forenklad integrand pi grund av trigono-

metriska ettan, V4 — 22 = /4 — 4 cos?(x) = 2sin(x). Vi fir

/2 V4 —a22dx = {x = 2 cos(t), Z—f = —2sin(t),2 = 2cos(0),0 = 2cos(7r/2)} (2.12)
0

= -2 / (/)2 V4 — 4 cos?(t) sin(t) dt (2.13)

/2 ) 1 — cos(2t)
= 4/0 sin?(t) dt = {51n2(t) = 2} (2.14)

w/2
= 2/ 1 — cos(2t) dt = . (2.15)
0

Vi anvinde samma kalkyl som i forra exemplet for att bestimma integralen av sin?(¢). Vi noterar
att vi dirmed har beriknat arean av en kvartscirkel med radie 2.

Vi limnar variabelsubstitution och gar over till partiell integration. Att derivera en produkt av tva
funktioner gors enkelt med produktregeln. Attintegrera en produkt ir inte lika enkelt. Partiell integration
bygger pa produktregeln for derivator och kan ibland anvindas f6r bestimning av primitivfunktionen till
produkten av tva funktioner.

(Partiell integration) Lit f och g kontinuerliga p [a, b] med kontinuerlig derivata.
Da giller

/ab f(x)d () dx = [f(:z:)g(fn)]z - /ab f(x)g(x) da. (2.16)

Bevis. Produktregeln for derivator ger att

d

- (f(@)g(2)) = f'(@)g(z) + f(2)g (). (217)

Eftersom bade derivatorna och funktionerna sjilva ir kontinuerliga ir hela uttrycket kontinuerligt och
dirmed integrerbart. Vi integrerar (2.17) dver intervallet [a, b] och fir

/ ' Fla)o@) + Fe)g' (o) do = / @) do = [f@e@)]’ . )

O

Partiell integration anvinds di den resulterande integranden f’g har en enklare primitivfunktion in
¢’ f. Ett sddant exempel ir om f(z) = x eftersom f'(x) = 1. Om f ir polynom av hogre grad in 1 kan
partiell integration anvindas upprepade ginger for att successivt minska ordningen, ett steg i taget.

Exempel 2.6 (Partiell integration) Bestim integralen [ 2 sin(x) dz. Vi anvinder partiell
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integration eftersom derivatan av « ir 1 och primitivfunktion till sin(x) 4r kiind som — cos(x)

™

/07T zsin(z) do = [x(_ Cos(x))} - /07T<_ cos(z)) dx = m + /07r cos(z)dx = 7. (2.19)

0

I nista exempel utfors den partiella integrationen upprepade ginger f6r att reducera hgre ordningens
polynom.

Exempel 2.7 (Reduktionsformel) Givet funktionerna f,(z) = 2"e”, n € N bestim primi-
tivfunktionerna F, () = [, t"e" dt. Vi anvinder partiell integration for ate visa foljande relation

Fo(z) = /I theldt = {f(t) =t", f'(t) = nt"" !, g(t) = €', G(t) = €'} (2.20)
0

— LT xn—ltd: n,r __ Fn— . 2.21

z"e n/o t"retdt = 2"et —n 1(x) (2.21)

Detta ir en rekursiv relation. For att bestimma Fy (), till exempel, noterar vi att, Fy(x) = €7,
Fi(z) = ze® — Fy(z) = (z — 1)e® och vidare att Fy(x) = 2%e® — 2Fy (z) = (2 — 2z +2)e”.

2.2 Integration av rationella funktioner

Vi vill bestimma primitivfunktion till rationella funktioner, alltsd kvoten mellan tvi polynom, f(z) =

%. Om g har hogre gradtal 4n h leder polynomdivision till ett polynom plus en rationell funktion dir

tiljaren har ligre gradtal 4n nimnaren

(@) = pla) + oS (222)

Hir dr dven p(x) och r(z) polynom. Vikan enkelt hitta primitivfunktion till p(z) och alltsd kan vi begrin-
sa oss till att studera primitivfunktioner av rationella funktioner vars tiljare har ligre gradtal in nimnaren.

Exempel 2.8 (Polynomdivision) Skrivom f(z) = 2;23;;
en rationell funktion vars tiljare 4r av ligre grad 4n nimnaren. Genom att ligga till och dra ifran 6x

som summan av ett polynom och

i tiljaren och sedan forkorta med 2% + 3 far vi

2x(x% + 3) — 6x — 7
x(z* + 3) z—z T

22 1+ 3 T 2213 (223)

flz) =

Vi borjar med fallet med linjir nimnare, det vill siga ﬁ dira,b € R.Vifar

b 1
/ dxz{uzx—ka}zb/du:bln|ul+C:bln]az+a|+C. (2.24)
T+a u

Nimnaren kan 4ven vara ett linjirt polynom upphajt till nigot heltal n > 2. I det fallet har vi

b R 1

+C. (2.25)
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Faktorerih(z) | Partialbrik
A
T+a xj‘-la ,
n n
('Z +a) :Jf:rla_; (m+a) Tt (z+a)™
X
roett | e pni
T n n
(0% +az +0)" | FETH+ Gy

Tabell 2.1: Faktorer med motsvarande partialbrak.

Vi gar vidare till kvadratiska polynom och noterar att ett kvadratiskt polynom 22 +ax+b,viakvadrat-
koplettering och variabelsubstitutionen y = x + %, kan skrivassom 2? + az +b = (z+ %)? +b—
y? % 2. Vi gir tillbaka till z-variabeln och konstaterar att vi har fyra olika fall

d 1 1

1
= iln 2% — a?| + C, (2.27)

[
/ o + a2 Cll arctan( ) +C, (2.28)
[

1 1 1 1
i / Y el —d—mjptd) O (229)

x—a2 "% ) z—a T+a 2a

=g, 0 (2.30)
I det sista exemplet anvinde vi en teknik som kallas partialbraksuppdelning. Vi faktoriserar nimnaren
22 — a® = (z + a)(z — a) och gor en ansats med hjilp av fakcorerna pa foljande vis

1 1 A B

2—a2:(x+a)(x—a):x—a+x+a' (230

X

Konstanterna A och B bestims sedan genom att gora liknimnigt

1 _ Al +a) B(z — a) .
(x+a)(a:—a)_(m+a)(m—a)+(x+a)(x_a)' (2.32)

Eftersom likheten giller for alla 2 maste tiljarna vara lika f6r varje polynomgrad var for sig. Vi far

1: 1= Aa - Ba, (2.33)
x: 0=A+B. (2.34)

Dirf6r miste B = —A ochdirmed A = —B = i

Partialbraksuppdelning kan goras av godtyckhga rationella funktioner hg ; Polynomet i nimnaren
h(z) kan uttryckas som produkten av linjira och kvadratiska faktorer upphéjt till faktorernas multiplici-
tet. Tabellen visar vilken ansats som ger korrekt partialbriksuppdelning beroende pa vilka faktorer som
ingdr i polynomet h(z). Partialbriksuppdelningen ger en uppdelning av f(z) som rationella funktio-
ner med linjir eller kvadratisk nimnare upphdjt till multipliciteten hos faktorerna n. Det gar att visa att
uppdelningarna i tabellen alltid gir att gbra och att de 4r unika men det ligger utanf6r vad vi behandlar
i denna bok. Givet partialbriksuppdelningen kan (2.24) och (2.26-2.29), eller variationer av dem i fallet
med (22 + az + b)", anvindas for atc bestimma primitiver till var och en av termerna. Vi illustrerar hur
partialbriksuppdelning och tabellen anvinds genom tva exempel.



32 2.3. B3aglaéngd, area och volym

Exempel 2.9 (Primitiv till rationell funktion) Bestim primitivfunktionen till den rationella
1

funktionen PRI Enligt tabellen ska vi gora foljande ansats

L A A A
zz+1)2 =z z+1 (z+1)%

(2.35)

Genom att gora liknimnigt fir vi foljande ekvation i tiljaren 1 = Ay (z+1)?+ Agz(x+1) + Azz.
Detta leder till tre relationer:

z2: 0= A + Ay, (2.36)

x: 0=2A1+ Ay + As, (237)

1: 1=A4;. (2.38)

Sista ekvationen ger alltsi Ay = 1 forstaatt Ay = —A; = —1 och slutligen andra att A3 =

—2A, — Ay = —1.Vifar

/wdx:/idm—/xildm—/mdx. (2:39)

Dessa tre integraler har vi studerat i (2.24) och (2.25). Vi fir slutligen,

1 T 1
——dr =1 — +C. .
/m(x+1)2 v nx+1'+x+1+ (2.40)
Exempel 2.10 (Primitiv till rationell funktion) Bestim primitivfunktionen till 3:(?;2j11. Vi
bérjar med polynomdivision for att fi en tiljare av ligre grad 4n nimnaren:
322 +1 322+3-3+1 2 (D)
= =3 - . 2.41
x2+1 2 +1 x2+1 4
Formeln i (2.28) ger nu att
3x2+1
m d.%' =3x —2 arctan(w) =+ C (2..42.)

Vi limnar de analytiska metoderna f6r att bestimma primitivfunktioner och gar vidare till tillimp-
ningar inom lingd, area och volym.

2.3 B3qlangd, area och volym

Integralen anvinds i manga sammanhang. Areaberikningar ir den mest naturliga tillimpningen men dven
lingd, volym, tyngdpunkt, sannolikheter och mycket annat bestims med hjilp av integraler. Som integra-
len ir definierad ger den arean mellan en funktion och z-axeln, med tecken. Vill man berikna den verkliga
arean mellan en given funktion f(z) och z-axeln miste man dirfor berikna integralen av absolutbeloppet
| f()|. Det gors oftast genom att dela upp integralen i delar dir integranden har kontinuerlig derivata.
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Ay

Figur 2.2: Funktionen sin(2z) mellan = 0 och = 37/2 och dess absolutbelopp, vars integral ger arean
mellan funktionen och z-axeln.

Exempel 2.11 (Areabestdmning) Bestim arean mellan f(x) = sin(2z) och z-axeln mellan

x=0ochz = 37”, se figur 2.2. Genom att integrera absolutbeloppet av sin(2x) far vi

3
Arean = / ’ | sin(2z)| dx (2.43)
0
/2 ™ 37"
= / sin(2x) dz — / sin(2z) dx + / sin(2z) dx (2-44)
0 w/2 T
1 /2 1l i 1 5
= [ =5 cos(2a:)] . + [5 cos(2x)] . [5 cos(2m)] . (2-45)
=1+14+1=3. (2.46)

Man kan dven anvinda integralen for att bestimma kurvors lingd (baglingd).

Sats 2.4 (Bagldngd) Lic f vara en kontinuerligt deriverbar funktion definierad pa intervallet
[a, b]. Funktionens graf G = {(x,y) : y = f(2),x € [a, b]} dr en kurva i planet. Kurvans lingd

gesav
b
L= / V14 fl(x)? dx. (2.47)
a
Bevis. Videlarin [a, b] i n delintervall, a = 29 < 21 < --- < x,, = b, och infér notationen Az; =
x; — xij—1. Lingderna av linjesegmenten mellan punkterna (x;, f(x;)),i = 0,...,n, gesav

T — Ti—1)?

Ly, = En: V(@i — 2i1)? + (f(2) = f2im1))? = En: 1+ (f(?i) - f(l’i—1))2Awi‘ (2.48)
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T
>

Figur 2.3: Approximation av baglingd med hjilp av linjesegment.

Medelvirdessatsen for derivator ger att det finns ett ¢; € [;_1, 2;] sddant att

f(!Ez) - f(xifl)

Tj — Tj—1

= f'(ci). (2.49)

Vi far .
L, = Z V14 f(e;)?Ax;. (2.50)
=1

Dirmed ir L,, en Riemann-summa f6r integralen fab /1 + f/(x)? dzx vars integrand ir kontinuerlig. Vi

later nun — oo sd att max;—1, .., Az; — 0 vilket ger att

b
L= lim L, :/ V1+ f(x)?dx, (2.51)

n—00

enligt sats 1.2. O

Notera att approximationen med 4ndligt manga linjesegment alltid blir mindre 4n eller lika med kur-
vans lingd, L,, < L f6r fixt n. Detta beror pa att linjesegmentet dr den kortaste strickan mellan tva punk-
ter. Vi ger nu ett exempel pa hur lingden av en given kurva kan beriknas.

Exempel 2.12 (Bagléngd) Bestim lingden av grafen y = 23 + ﬁ da x varierar mellan 1 och

. . _ 3 1 . / _ 2 1 .
2. Vianvinder sats 2.4 och noterar att f(z) = 2° + 137 med derivata f'(z) = 32° — 5. Vihar
att

2 1 1 2
1+f’(:c)2:1+(3x2— ) :1+9$4—7+7:<3m2+ ) (2.52)
T

1222 2 " 14dz? 1222
Lingden ges dirfor av
2 2 1 1
L :/1 V1+ fl(z)2dz :/1 322 + 5 dr = [z — @ﬁ =T+5;  @s)
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Exemplet ir tillrictalagt eftersom den integranden vi till slut far 4r lict act hitta primitivfunktion till.
I minga fall blir den uppkomna integralen inte enkel att bestimma. Vi fir istillet anvinda numeriska
metoder for att berikna en approximation.

Man kan 4ven bestimma volymer med integraler. Vi later en kropp som befinner sig mellan x = a
och z = b ha tvirsnittsarean A(x). Volymen ges da av tvirsnittsarean integrerad dver omradet [a, b].

(Volym som integral av area) Lait S varaenkroppi R? definierad mellan 2z = a och
x =b,—00 < a < b < oo. Vidare anta att arean av tvirsnittet av .S vid = ges av den kontinuerliga
funktionen A(z) > 0. Di ges kroppens volymen V' av

b
V= / A(z) dx. (2.54)
a
Bevis. Lat P = {xg,21,..., %y} vara en partition av [a, b] i n delintervall, ¢ = 9 < 21 < -+ <
zp = b. Vidare lit Az; = x; — x;—1,% = 1,...,n, och approximerar volymen med parallella skivor

av tjocklek Az;. Volymen av varje skiva AV; kommer ligga mellan den minimala arean ginger tjockleken
ming,, . A(2)Az; och den maximala arean ginger tjockleken max(,, | ,.) A(z)Az;. Vinoterar dir-
for att Inin(A, P) <V < Inw(A, P) dir Iyin (A, P) = >0, Min[, | 2] A(x)Az; dr den undre
Riemann-summan av funktionen A(x) med partitionen P och, pd motsvarande sitt, [, (A, P) ir den
ovre Riemann-summan. Eftersom A(z) ir kontinuerlig konvergerar bada Riemann-summorna mot sam-
ma virde enligt sats 1.2. Vi far dirfor att

b
V:/ A(x) dx. (2.55)
O

Denna teknik dir sammanlagda volymen approximeras av volymselement som utgdrs av skivor av
kroppen kallas just skivning. Vi ger tvi exempel. Det forsta med cirkulir tvirsnittsarea och det andra med

kvadratisk.

Exempel 2.13 (03ndlig kropp med 8ndlig volym) Bestim volymen av den kropp som bildas
di funktionen y = 22 roterar runt z-axeln for z > 1. Vi noterar att genomskirningsarean beror
avx som A(z) = 7 - (x=2)2. Vi fir en generaliserad integral

00 R R 1
V= / A(z)dx = lim / A(z)dx = lim 7r/ e~ tdz =7 lim { — fx_?’} =
1 1 1 3

R—o00 R—o00 R—o00

Volymen av denna oidndligt langa kropp ir alltsi dndlig.

Exempel 2.14 (Keops pyramid) Bestim volymen av en pyramid med lingd och bredd b =
[ = 230 ochhsjd h = 139. Viintroducerar ett koordinatsystem med z-axeln pekande rakt ner frin
toppen av pyramiden med origo i toppen. Arean som funktion av z gesdaav A(z) = b(x)-l(z) =

bﬁ . % = %azg. Volymen ges av integralen av arean frinz = O till x = h:

h h
bl blh
V= / A(z) dx = 3 22 dr = == 2451033.333... (2.57)
0 0
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2.4 Rotationskroppar

Rotationskroppar 4r omraden i R3 som konstrueras genom att ett omrade i planet roterar runt en linje. Vi
kommer studera rotation runt z-axeln och y-axeln av omraden som begrinsas av en given funktion f(x)
och ett intervall pa x- respektive y-axeln. Vi bérjar med rotation runt z-axeln som vi redan sett i exempel
2.13.

(Volym av en kropp som roterar runt z-axeln) Givet en kontinuerlig funk-
tion f > 0 och ett intervall [a, b] lit omradet som begrinsas av f, z-axeln,z = aochz = b
kallas . Volymen av rotationskroppen som uppkommer di R roterar kring x-axeln ges av V' =

Wf: f(x)?du.

Bevis. Vianvinder sats 2.5 och later A(x) = 7 f(2)? eftersom arean av en cirkel 4r 772 och cirkelns radie

irr = f(x). Vifardireke V =7 fab f(x)*dz. O

Exempel 2.15 (Volym av en kon) Bestim volymen av en kon med radie 7 och hgjd h. Vi
placerar spetsen i origo och bildar konen genom att rotera funktionen f(z) = %* runt z-axeln
mellan & = 0 och z = h. Enligt sats 2.6 ges volymen av

h h 2.2 2 h 2
V:ﬂ'/ f(x)¥dz=n idazzwr—{x } = h. (2.58)
0 0

Vi skivar alltsd kroppen i tunna skivor for varje z-virde. Cirkelskivornas area ges av 7 f (z)?. Vi kan
dven bestimma arean av en rotationskropp som bildas genom att en given funktion roterar runt z-axeln.
Vi anvinder samma teknik som vid bestimningen av baglingd i sats 2.4.

Exempel 2.16 (Area av yta) Bestim arean S av ytan som bildas di den kontinuerliga funk-
tionen f mellan = @ och = b roterar runt z-axeln. Lingden av kurvan ges som bekant av
grinsvirdet av lingden av linjesegmenten da indelningen blir oindligt fin

b
L— / VIt (@) da. (2.59)

Arean som bildas av kurvan, di den roteras runt z-axeln, ges av linjesegmentens lingd (i ett givet
intervall [z;_1, ;]) ginger omkretsen, som i grins ges av 27| f(x)|. Vi far

b
5’:27r/ F (@)1 T (@) da. (2.60)

Vid rotation runt y-axeln bildar vi cylindriska skal vars omkrets och héjd ir 272 respektive f(z).

(Volym av en kropp som roterar runt y-axeln) Givet en kontinuerlig funktion
f(x) och ettintervall [a, b] 1it omridet som begrinsas av f > 0, z-axeln, z = a > O ochz = b
kallas R. Volymen av rotationskroppen som uppkommer da R roterar kring y-axeln ges av V' =

27 f; xf(z) dx.
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Bevis. Lat P = {xg,21,..., %y} vara en partition av [a, b] i n delinterval, a = z9 < 21 < -+ <
xy, = b. Vidarelit Ax; = x; — ;1,7 = 1,...,n. Vistuderar nu volymen av de cylindriska skal som
uppkommer di volymselementet mellan f(z), z-axeln, z;—1 och z; roterar runt y-axeln. Fér volymse-
lement giller ming [y, | 2, f()272;—1Az; < AV; < maxgepy, | o, f(2)272;Az; allesd maximala
(minimala) héjden ginger maximala (minimala) omkretsen ginger tjockleken Ax; av ett cylindriske skal.
Bade &vre och undre begrinsningen ir Riemann-summor som konvergerar mot

b
V= 27T/ xf(x)dx, (2.61)

enligt sats 1.2 eftersom f () dr kontinuerlig. O

Exempel 2.17 (Volym av en torus) Bestim volymen av en torus som definieras av att en cirkel
i punkten (b, 0) med radie a roterar runt y-axeln. Férst miste vi hitta en funktion som beskriver

torusen. Vi studerar endast den 6vre halvan, vi later allesa y > 0. Vivetate (z — b)% + f(z)? = a2

Eftersom vi tittar pd positiva y-virden far vi f(z) = \/a? — (z — b)2. Sats 2.7 ger nu att

b+a

V=22r zv/a? — (z — b)? dz, (2.62)

b—a

dir den forsta tvaan kommer av att integralen bara innefattar halva torusen. Vi anvinder varia-
belsubstitutionen v = x — b och far

a a 2
V= 47r/ (u+b)Va? —u?du= 47rb/ Va2 —u?du = 47rb% = 272ba?, (2.63)

2
eftersom uv/a? — u? 4r udda och v/a? — u? beskriver en halvcirkel vars area ir T~

Exempel 2.18 (Rotationsvolym) Bestim volymen av en skil som definieras av att funktionen
f(x) = z* mellan x = 0 och 2 = 1 roterar runt y-axeln. Vi noterar att funktionen som beskriver
skilens djup som funktion av radien ir f(z) = 1 — 2. Sats 2.7 ger att

2 6
0 x>, 2w
— === .6

1
V:27r/ z(1 — z*) dx = 2n]
0
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Figur 2.4: Funktionen x* roterad runt y-axeln fran exempel 2.18.

2.5 Numeriska metoder

Numeriska metoder for att berikna integraler bygger pa samma princip som Riemann-summor. Intervallet
delas in i delintervall och pi varje delintervall approximeras integralen av en enkel funktion vars integral
kan beriknas. Vi presenterar tre metoder dir rektanglar, trapetser och andragradspolynom anvinds som

approximation pa delintervallen.
Mittpunktsmetoden innebir, som det later, att integralen approximeras med en Riemann-summa dir

funktionen evalueras i mittpunkten pa varje delintervall.

Definition 2.1 (Mittpunktsmetoden) Lit f vara kontinuerlig pd intervallet [a, b]. Vi delar
in intervallet [a, b] i n delintervall med punkternaa = 29 < ;1 < -+ < x, = b och infor
notationen Az; = x; — x;—1,¢ = 1,...,n. Mittpunktsmetodens approximation av integralen

ges av

b e . .
/ flx)dx = M, = Z f <$Z_12+xz> Ax;. (2.65)
a i=1

. .. . 21 si
I figur 2.5 illustrerar vi mittpunktsmetoden genom att approximera f 772; w

delintervall. Bokens framsida 4r en annan illustration av mittpunktsmetoden. Vi ser tydligt hur mittpunk-
ten pa varje intervall avgér héjden pa rektangeln vars area approximerar bidraget till integralen.

Trapetsmetoden innebir att funktionen istillet approximeras med ett linjirt polynom pa varje delin-
tervall, vilket resulterar i en fyrhérning (trapets) vars area vi kan bestimma, se figur 2.6.

dx med 8 lika stora

Definition 2.2 (Trapetsmetoden) Lit f vara kontinuerlig pa intervallet [a, b]. Vi delar in in-
tervallet [a, b] i n delintervall med punkternaa = zg < 21 < - -+ < &, = boch infér notationen
Avi=x;—xi_1,i=1,...,n. Trapetsmetodens approximation av integralen ges av

b n . :
/a f(@)dz =T, = ; f($11)2+ f(@:) Az;. (2.66)
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sin(x)

mellan —27 och 2.

Figur 2.5: Mittpunktsmetoden for att approximera integralen av —

sin(x)

mellan —27 och 27.

Figur 2.6: Trapetsmetoden for att approximera integralen av =
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Ti1 Ti-1/2 T

Figur 2.7: Berikning av arean under en godtycklig kvadratisk funktion.

Slutligen har vi Simpsons formel som anvinder andragradspolynom f6r att approximera integralen.
Hiir krivs en hirledning eftersom arean av ett omride mellan en kvadratisk funktion och z-axeln, uttrycke
i funktionens virden i indpunkterna och mittpunkten inte ir uppenbar. Vi studerar ett godryckligt in-
tervall [z;_1, ;). I figur 2.7 ser vi ytan under det kvadratiska polynomet som vi vill bestimma. Vi later

. o - _ Ti—1tw; . o . . .
mittpunkten pd intervallet vara z;_1 /9 = ==5—ochh = x; — x;—1 = Ax; intervallets lingd. Vi
studerar ett godtyckligt andragradspolynom

y(z) = A(z — 551'—1/2)2 + B(x — xi_1/2) + C. (267)

Vi har valtatt forskjuta med x; _y /5 for att C ska bli enkel att rikna ut och integralen ska bli oberoende av
B.Viserdirektatt f;_1 /o = y(z;_1/2) = C. Genom att siitta in ;1 och x; far vi,

h? h
fi=y(@) = A(wi —x;_12)° + B(mi — w_12) + C = AZ +B5+ fic1y2 (2.68)
h? h

ficr = y(@io1) = A(zio1 — %’-1/2)2 + B(wi—1 — l‘i—1/2) +C = AZ - B§ + fi—1/2' (2.69)

Adderar respektive subtraherar vi de bida uttrycken far vi

h2
fit+ fi-1= A? +2fi—1/2, (2.70)

fi — fi-1 = Bh. (2.71)

2<fi_1_2;{§_1/2+fi) och B = —fij{"‘l . Nu 4terstar det att integrera y(x) pa

Vi drar slutsatsen att A =
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sin(x)

mellan —27 och 2.

Figur 2.8: Simpsons formel for att approximera integralen av —

intervallet [x;—1, x;]. Vi fir med variabelsubstitutionen t = & — x;_; 5 att

/ y(z)dr = / Az — 1:2-_1/2)2 + B(z —wi_1/3) + Cdx (2.72)
Ti_1 Ti—1
={t=a—2_1p9,— =1} = At? + Bt + C dt (2.73)
dx —h/2
At3  Bt? h/2
Ah?
=05t 0+Ch (2.75)
2(fi-1—2fi—1y2 + fi)
_ = 1/2 h+ fi_1h (2.76)
Jier+4fici+ fi
= 5 1/2 h. (2.77)

Vi ir nu redo att definiera Simpsons formel dir bidraget till integralen frin varje delintervall 4r just

17— +4 i— +fi
fio1 f6 1/2 foi.

Definition 2.3 (Simpsons formel) Lit f vara kontinuerlig pa intervallet [a, b]. Vi delar in
intervallet [a, b] i n delintervall med punkternaa = zp < 27 < -+ < x, = b och infor
notationen Ax; = x; — x;—1,%7 = 1,...,n. Simpsons formel ger att

DL f(@iot) + 4F (B + f(zs
Z (zi-1) ( )+ f(xi)

b
/ flx)dz =~ S, = 5 Az;. (2.78)
@ i=1
Viupprepar exemplet med f(x) = # ocksa for Simpsons formel. Det ir tydligt f6r 6gat att Simp-

sons formel ger den bista approximationen. Aven om numeriska metoder bist limpar sig for datorberik-
ning kan man utf6ra berikningarna for hand om antalet delintervall 4r fa. Vi ger tva exempel.
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Exempel 2.19 (Trapetsmetoden) Vi vill integrera 1 4 sing(x) fran 0 till 27 med trapetsme-

toden med 6 delintervall. Vi noterar att x; = %”,i =0,...,6,och fir
T [ 1 o (-7 1 o [im
nef s (e (557)) 2 (e (5))] e
T o [T
=27 + 3 ; sin <3> (2.80)
:2w+g<i+i+o+i+i>:3w. (2.81)

Exempel 2.20 (Simpsons formel) Vi liter nu f(z) = 22 + 1 och anvinder Simpsons formel
med ett delintervall for att approximera fol 2% + 1dx. Med 29 = 0, 2, /2= % ochxy = 1farvi

f(@o) +4f(x12) + f(x1) 1+4-9/842 5
S1 = 6 = 5 :Z' (2.82)

Vi noterar att Simpsons formel ger det exakta virdet fol 2% 4+ 1dz = 2. Det giller i allminhet att
Simpsons formel ir exake f6r polynom till och med grad 3.

2.6 Konvergens av numeriska approximationer

Eftersom de numeriska metoderna (oftast) ger approximativa virden pa integralen ir det viktigt att ana-
lysera felet i approxmationen i termer av antal element i partitionen. Vi antar for enkelhets skull att in-
tervallet [, b] 4r indelat i n lika stora delintervall. Idén vi anvinder i beviset fungerar pa samma sitt om
delintervallen har olika lingd. Vi presenterar feluppskattningar for mittpunkesmetoden, trapetsmetoden
och Simpsons formel.

(Feluppskattningar) Lit f vara kontinuerlig [a, b] med kontinuerlig andraderivata
begrinsad av K > 0. Vi delar in [a, b] i n lika stora delintervall. D4 giller att

b 3
K(b—a)
| t@ae =) < S22t (8
b 3
K(b—a)
/a flz)de —T,| < BECT (2.84)
Om f ir fyra ginger kontinuerligt deriverbar och | f()(2)| < K s4 giller dven
b 5
K(b—a)
| 1) de =5 < e (.55
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Bevis. Vibevisar resultatet f6r mittpunkesmetoden. Bevisen for trapetsmetoden och Simpsons formel £61-
jer samma idé. Vi studerar ett delintervall [2;_1, z;] och liter h = ; — x;_1. Taylors formel av ordning
1,satss.3idel I ger for z, T € [x;—1, ;] att

f() = J(@) + F@) e -2+ 51€) @ - ) (256)

for nagot € € [zi—1,2;]. Med T = 9:1%—1-272 och eftersom | f”(£)| < K farvi

Ti—1 + T ;[ Tic1 + x5 Ti1+ T K Tio1 4z )\
- () - () (oo ) < g ()

(2.87)
forallax € [z;_1,2;]. Viharatt

/xi f([L‘)dCC—f <'1"7, 1 +1‘z> h‘ / f <$z 1 +1"L) dr
= {vi anvinder att / ( Tizl +$1) dx = O} (2.89)

y <SU1 1 -I-fb"z) _ <$i12+ $z> (az B 131'7124- $z> do
Ti—1 + T4 p o Timl T T Ti—1 + @

f< e G I G e I

(2.88)

(2.90)

/

K i— % 2 i— 7
< — ( Ti 1—|—x> dmz{y:x—w} (2.92)
2 Ju 2
K h/2
- (2.93)
h/2
Kh3
= Toq (2.94)
Visummerar nu éveri = 1,...,n, anvinder h = =2 och fir
Tio1 + " Kh¥ K(b—a)?
—M,| < — - < =
x)dx x)dx f< 5 )h =275 P
(2.95)

O

Eftersom felet i mittpunktsmetoden avtar som — Ldin — o sdger vi att det 4r en andra ordningens
metod. Med ordo notationen kan vi siga att felet ar (’)( ) dan — o0, se definition 5.3 i del L. Vi ser diven
att mittpunktsmetoden integrerar linjira funktioner exakt eftersom K = 0. Detsamma giller trapetsme-
toden som ocksa 4r en andra ordningens metod. Simpsons formel ir av fjirde ordningen och integrerar
kubiska (och ligre ordningens) polynom exakt. Vi avslutar detta kapitel med en konvergensstudie dir vi
jimfor de tre metoderna.
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n | Mittpunktsmetoden | Trapetsmetoden | Simpsons formel

8 0.03481342871 | 0.06782650786 | 0.00060011652
16 0.00830743287 | 0.01650653957 | 0.00003610873
32 0.00205313047 | 0.00409955335 | 0.00000223587
64 0.00051181485 | 0.00102321144 | 0.00000013942
128 0.00012786222 | 0.00025569829 | 0.00000000871
256 0.00003195984 | 0.00006391804 | 0.00000000055
512 0.00000798961 | 0.00001597910 | 0.00000000004

Tabell 2.2: Felet i approximationen for olika antal delintervall.

Exempel 2.21 (Konvergens fér mittpunktsmetoden, trapetsmetoden och Simpsons
sin(z)

formel) Vijimfor de tre metoderna for olika antal delintervall n. Lt f(x) = == pi intervallet

[—27, 27] och berikna en approximation till I = _2; Sinir) dx.
Tabellen visar beloppet av felet mellan approximationerna och ett referensvirde med 11 korrekta
decimaler I = 2.83630315227. Vi ser att felen f6r mittpunktsmetoden och trapetsmetoden mins-

kar med en faktor 4 nir antal delintervall n dubbleras medan fér Simpsons formel minskar felet

med en faktor 16. Det bekriftar teorin som siger att mittpunktsmetoden och trapetsmetoden kon-
vergerar som n% medan Simpsons formel som #. Det 4r viktigt att papeka att Simpsons formel
behdver tv nya funktionsevalueringar per intervall medan de andra metoderna behéver en. Aven
om vi tar detta i beaktande ser vi i tabellen att Simpsons formel ger bist approximation for samma
antal evalueringar.
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2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

Ovning 2.1 Bestim integralen.

@ [PVE—1dz () [ 22" de (o) [T cos(z)?dz (d) [5 2n2) gy

Ovning 2.2 Bestim integralen.
)f4 cos( ‘[ U dz  (b) fgﬂ/2 sin?(x) cos®(z) dxr  (c) f://f; ﬁ dx

(d) fl (z2+1) arctam(a:))2 dx

Ovning 2.3 Bestim integralen med hjilp av inverssubstitution.
1

(a) f3 \/_7x2dx (b) fo\/i dfﬂ (c) [ mdx

(d) fg 4+ 5 d, givetatt [ —— dx = ln(1+sin(x)) e

cos(z)

Ovning 2.4 Bestim integralen.
(a) o2 wcos(2x) dz (b) [ tln(t)dt (o) [In(t)dt (d) [ warctan(z) dz

Ovning 2.5 Bestim integralen
(a) [ 2?sin(3z) dx b)f W/4e cos(z)dz () [sin(ln(z))dz (d) [ead dx
2.2 Integration av rationella funktioner

Ovning 2.6 Bestim primitivfunktionen.
@/ md O emend Ot @3

Ovning 2.7 Bestim pr1rn1t1vfunkt1onen
(a) x+2 dzx (b)fm3+4r dx C>f4x2 12249 @ (; 31)2 dzx

Ovning 2.8 Bestim primitivfunktlonen

a)f x—1 d.ﬁlf (b) x:’:Ql dx f B —a:+6 dx (d) f 2x4+3$$—_1‘32—8x+3 dx

Ovning 2.9 Bestim primitivfunktionen.

2_10x
@) [ Zrmde O [ mfmde O e de (@) [ wigmit g do

Ovning 2.10 Bestim primitivfunktionen.

2237 2% —2434-822 —172451 223222 tax+1
a)f z4 xSJ:Q—i:—ClG dx (b)f - a:gs—:c fac 151‘ dx C)f = (1— §x2x dzx
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(d) f ==pette=b 4o

2.3 Berdikning av bdglingd, area och volym

Ovning 2.11 Bestim arean mellan f och z-axeln pi intervallet.
(a) f(z) = wsin(z?) pa [0, V2] (b) f(2) = % pi[3,2]
(o) f(z) = cos()(3 — sin*(2)) pa[~5. 5] (d) f(z) = zsin(z) pi [0, 2n]

Ovning 2.12 Bestim kurvans lingd.
@y:3x+Lxeua](my:2§ﬁxep4ﬂ](@y:k%xemﬂ
(d)y = zv4z,z € [0, 3]

Ovning 2.13 Bestim kurvans lingd.
@y=In) - Z,2e[1,3] by=2+Lzec(,2] (Qy=2CBE 5 c0,4]
dy=1(Z —aln(z)),z € [1,1

Ovning 2.14 Bestim volymen genom integration.

(a) En kropp som ir 3 cm hog. Tvirsnittet pd hojden y fran basen r kvadratiskt med sidan 2y.

(b) Ett symmetriskt timglas (uppbyggt av tva likadana koner med topparna riktade mot varandra)
med hojden 10 cm och cirkulir bottenarea 100 cm?.

(c) En liksidig tetraeder med avstindet & mellan tva motstaende kanters mittpunkeer.

(d) En kropp som stricker sig fran z = 0 till 2 = h och har rektangulirt tvirsnitt med ena sidan z
och andra sidan le-s—l

2.4 Rotationskroppar

Ovning 2.15 Bestim volymen d omridet roteras runt z-axeln.
Q0<z<20<y<z? bo<z<l0<y<z’+z
(@0<z<Zsin(z)—1<y<0 (d0<z<30<y< /ze"

Ovning 2.16 Bestim volymen d omridet roteras runt y-axeln.
(a)1<m<e,0<y<g€i2 b)0<z<a0<y<cos(z?) (Q0<z<2,r’<y<4

1
(ol)1<a;<3,0<y<Z,z—+3

Ovning 2.17 Ettomride definieratav 0 < # < 1 och 2% < y < x roteras runt den givna axeln.
Bestim volymen.

@Wy=0 (Bz=0 Qz=-2 (dy=2

Ovning 2.18 Omridet roteras runt y-axeln. Bestim volymen.

(a) En triangel med horni[1, 0], [3,0],[1,1]  (b) Enkvadrat med sidan 3 och mittpunkteniz = 5
(c) En halvcirkel (x > 0) med radie 2 i origo. ~ (d) En halv ellips med lodrita halvaxeln 1 i y-axeln
och vagrita halvaxeln 2.



2.5 Numeriska metoder

Ovning 2.19 Berikna en approximation av [ 12 % dx med n lika langa delintervall. (Jimfor med
det exakta svaretIn 2 = 0.69315.)

(a) Mittpunktsmetoden,n = 2 (b) Trapetsmetoden, n = 2

(c) Simpsons formel,n = 1 (d) Simpsons formel, n = 2

Ovning 2.20 Berikna en approximation av integralen med tvé lika linga delintervall.
(a) fo sin(z) do med trapetsmetoden  (b) fol 22 dr med mittpunktsmetoden
(c) fo z? — :U3 dx med mittpunktsmetoden  (d) fol 23 — 22 dx med Simpsons formel

C")vning 2.21 Berikna en approximation av integralen med fyra lika linga delintervall.
(a) fo sin(z) dx med mittpunktsmetoden  (b) f_53 22 dx med Simpsons formel

(c) f | Inz d:l: med Simpsons formel  (d) f84 0 $_T16 dx med trapetsmetoden

Ovning 2.22 Anvind trapetsmetoden pa f064 vz dx med intervall enligt partitionen P.
(a) P =1{0,16,64} (b)P =1{0,4,16,64} (c)P ={0,1,25,64}
(d) P =1{0,16,32,48,64}

2.6 Konvergens av numeriska approximationer

Ovning 2.23 Bestim en &vre grins for felet i approximationen av fo 2 44 dy.,

@71 (b)S1 (M ()T
Ovning 2.24 Berikna approximationerna och det faktiska felet i férra uppgiften.

Ovning 2.25 Bestim en dvre grins for felet i approximationen.
(a) M3 = [{In(x ~ [y —sin(z)de (o) Ty~ ff’ —zr3dz
(d )M10~f0 4x —z dx

Problem

2.1 Variabelsubstitution och partiell integration

Problem 2.1 Ge en rekursionsformel som uttrycker [, = fol x"™e " dx i termer av I,,_1 och
bestim 4.
Problem 2.2 Visa att fg f(r)g(t — 1) fo f(t — 7) dr. En sidan integral kallas

faltningen av f och g.
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2.2 Berdkning av bdglingd, area och volym

Problem 2.3 Bestim arean av en sfir med radie 1.

A

Problem 2.4 For vilka virden pi A 4r volymen som uppkommer da funktionen 2* roterar runt

x-axeln, mellan & = 1 och oindligheten, 4ndlig?

2.3 Rotationskroppar

Problem 2.5 Latenhetscirkeln i origo rotera kring linjen y = 5 — . Bestim volymen av den
uppkomna rotationskroppen.

Problem 2.6 Bestim volymen av kroppen som bildas da en liksidig triangel med en sida parallell
med x-axeln, hojd 2 och mittpunkten i = 2, roterar kring y-axeln.

2.4 Numeriska metoder

Problem 2.7 Visaatt S, = fnt2Mn

Problem 2.8 Approximera integralen || 12 23 dx med trapetsmetoden med tvi delintervall [1, ¢]
och [t, 2]. Vilj ¢ sa at felet blir s litet som mjligt.

2.5 Konvergens av numeriska approximationer

Problem 2.9 Visaatt feleti approximationen T ~ foh f(z) dz kan begrinsas av K h3 /12 dir
K ir en begrinsning av maxgeo 41 | f” ()]

Problem 2.10 Simpsons formel integrerar exakt for kubiska polynom. Verifiera detta for funk-
tionen 3 pa ett godtyckligt delintervall [a, b].
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En differentialekvation dr en ekvation for bestimning av en obekant funktion, som beror av en eller
[flera oberoende variabler, dér funktionen sjilv forekommer tillsammans med dess derivator. Differen-
tialekvationer anvinds for att modellera en stor méngd fenomen i naturen och sambillet. De grund-
liggande fysikaliska naturlagarna som beskriver mekanik, elektromagnetism och kvantfysik dr till
exempel alla formulerade som differentialekvationer. Strukturmekanik och fluiddynamik, kemiska
processer, biologiska modeller, optionsprisséittning dr andra exempel omrdden dér differentialekvatio-
ner dr oumbdrliga. En ordindr differentialekvation (ODE) éir en differentialekvation déir den obe-
kanta funktionen bara beror av en oberoende variabel. Ofta dr denna variabel tiden. I detta kapitel
studerar vi existens och entydighet av losning till ODE samt analytiska tekniker for att lsa ordindra
differentialekvationer.

3.1 Introduktion till differentialekvationer

Vi bérjar detta kapitel med ett exempel. Vi vill studera hur en kropp som slipps mot marken faller un-
der inverkan av gravitation och luftmotstind. Den s6kta obekanta funktionen ir avstindet till marken x
som funktion av den oberoende variabeln tiden ¢. Differentialekvationen som modellerar detta férlopp ir
Newtons andra lag.

Exempel 3.1 (Fritt fall) Vi studerar en kropp med massa m som slipps fran en hojd h 6ver
marken. Newtons andra lag ger en relation mellan kroppens massa m, acceleration a(t) och de
yttre krafter den som paverkas av F'(t). Accelerationen ir tidsderivatan av hastigheten v(t) och
hastigheten ir i sin tur derivatan av positionen z(¢) det vill siga hdjden dver marken. Vi har att

do(t)

22 = R, (31)

m

En kropp som faller paverkas av gravitationskraften —mg (som 6kar farten i negativ riktning, alltsa
nerat) och luftmotstindet (som minskar farten i negativ riktning) som antas vara proportionell mot

49
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hastigheten kv(t) med en proportionalitetskonstant & > 0. Vi far f6ljande differentialekvation for
hastigheten v(t) (som kommer ha negativt tecken)

dvu(t)
dt

= —mg — kv, U(O) =0. (3.2)

Notera att —kv kommer vara positiv eftersom k ir positiv och kommer dirf6r verka i motsatt rike-
ning mot —myg. Villkoret v(0) = 0 kallas begynnelsevillkor och innebir att objektet slipps utan
att fi nagon begynnelschastighet. Ekvation (3.2) ir allts en differentialekvation med 16sning v(t),
som ir en funktion av tiden ¢. Vi noterar att en forstaderivata av [6sningen samt l6sningen sjilv
ingar som termer i ekvationen. Vi aterkommer till hur 16sningen kan bestimmas senare, nir vi ut-
vecklat ritt redskap for det. Om vi for tillfillet antar att vi kan bestimma funktionen v(t) och vill
bestimma objektets position har vi relationen dg;—it) = v(t). Begynnelsevillkoret ges av 2(0) = h
eftersom objektet befinner sig pa h6jd i vid tiden t = 0. Om vi integrerar bada sidor ges positionen
som funktion av tiden av

z(t)=nh —l—/o v(T) dr. (3.3)

Om det bara finns en oberoende variabel ir differentialekvationen alltsd ordinir. Om det finns flera ir
differentialekvationen partiell. Exempel pa oberoende variabler ir tid och rumskoordinater.

Definition 3.1 (Ordinar differentialekvation) En ordinir differentialekvation ir en differen-
tialekvation som bara innehiller derivator med avseende pi en variabel.

Definition 3.2 (Partiell differentialekvation) En partiell differentialekvation ir en differen-
tialekvation som innehéller derivator med avseende pa flera variabler.

Exempel 3.2 (Vagekvationen) Ettexempel paen partiell differentialekvation dr den endimen-
sionella vigekvationen som beskriver longitudinella vigor i en endimensionell stav

d*u o d%u

—_— = — o
72 12 (3.4)
dir c dr vighastigheten. De oberoende variablerna ir tiden ¢ och rumskoordinaten x. Losningen

u(z,t) beskriver férskjutning i z-led som funktion av « och ¢. Vi kommer studera denna typ av
differentialekvationer i del IV.

Ettannat site atc klassificera differentialekvationer ir ekvationens ordning. Det dr hogsta derivatan som
ingar i ekvationen som avgér ordningen.

Definition 3.3 (Ordning) En differentialekvation dir hogsta derivatan som forekommer ir en
n:te derivata, har ordning n.
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Exempel 3.3 (Hogre ordningens ODE) De ordinira differentialekvationerna

d*u(x) N du(z)

s e + u(x) = cos(x), (3.5)
3
LU+ u(w)' = sina), (56

ir av ordning 2 respektive 3.

3.2 Existens och entydighet

En viktig klass av differentialekvationer 4r de ordinira differentialekvationerna av forsta ordningen. For
dessa ekvationer finns speciella numeriska och analytiska 16sningstekniker. De numeriska metoderna ater-
kommer vi till i kapitel 6. En forsta ordningens ODE kan formuleras pa foljande vis. Givet en funktion
[ : R? = Roch en punke (0, ug), soker vi en 16sning u(z) till

/ _
{ Z(ix; = flz,u(z)), x> o, (37)
0 = Uo.

I figur 3.1 later vi funktionen f(x,u) = x(1 — u) ange lutningen i varje punkt. Eftersom ekvationen siger
att/(z) = f(x,u) miste en 16sning till ekvationen w(x) ha samma derivata (lutning) som figuren anger
for alla z, u. Givet ett begynnelsevillkor u(0) = 0 ges 16sningen u(z) av den kurva som passerar genom
punkten (xg, ug) = (0, 0) och har lutning enligt funktionen f(z, u). Vi vill nu avgdra om ekvation (3.7)
har en [6sning och om den ir entydig. P4 samma sitt som nir vi studerade algebraiska ekvationer kommer
vi anvinda fixpunktsiteration for att hitta en 16sning. Till skillnad ifran fallet d4 vi studerade f(z) = 0
kommer dock [6sningen hir ges av en funktion u(x) och inte ett tal 2. Dirfor behdver vi dven formulera
Banachs fixpunktssats for funktioner. Innan vi gér det méste vi dock definiera vad vi menar med storlek
av funktioner vilket dven ger ett matt pa och avstand mellan funktioner.

Definition 3.4 (Norm av funktion) Vi definierar normen (storleken) av en kontinuerlig funk-
tion f € C([a, b]) paintervallet [a, b] som || f|| = max,¢[qp | f(2)]-

Eftersom funktionen f ir kontinuerlig vet vi att den har ett maximum p4 det slutna intervallet [a, b].
Avstindet eller avvikelsen mellan tvd funktioner f och g kan nu definieras som || f — g||. Om g ir en
approximation till f siger vi att avstindet || f — g|| miter felet i approximationen. Vi ger ett exempel pa
normen av en funktion.

Exempel 3.4 (Norm) Lic f(z) = 1 — 22 forx € [0,2]. Berikna || f||. Vi behover alltsa
berikna maximum av |1 — z2| pi det givna intervallet. Viser att for 0 < z < 1ir|l — 22| < 1.

Forl < z < 2ir |l — 2%| = 22 — 1 som ir stringt vixande. I hogra indpunkten far vi art
|1 — 22| = 3vilket alltsa 4r maximum. Dirfér har vi || f|| = 3. Om intervallet indras, indras dven
maximum.

Givet ett matt pa storlek av funktioner och avstaind mellan funktioner kan vi generalisera Banachs
fixpunkesats till att ocksa gilla funktioner. Avbildningen vars fixpunke vi séker kommer nu istillet gi fran



52 3.2. Existens och entydighet
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Figur 3.1: Funktionen f(z,u) = 2(1 —u) definierar lutningen i varje punkt. Kurvan ir 18sningen dill v/ (z) =

f(z, u) med begynnelsevillkor u(0) = 0.

ett funktionsrum S in i sig sjilv, dir S 4r alla funktioner som ligger i en omgivning till en given funktion
uo i meningen att felet ||u — ug|| < rforallau € S och nagotr > 0.

(Banachs fixpunktssats) Givetuy € C([a,b]) ochr > 0,1itS = {u € C([a, b]) :
|lu — ug|| < r}. Lat vidare G vara en avbildning frin S in i sig sjilv, G : S — S.Om G ir en
kontraktion, alltsa om det f6r nagot tal v € [0, 1) giller atc

1G(w) = G| < Allu—z[l, Vu,z €5, (3.8)

sd har G en unik fixpunkt v = G(u), u € S. Dessutom konvergerar fixpunktsiterationen u,, =
G(up—1) givetug € S, alltsd ||lu — up|| = 0din — oo.

Bevis. Beviset liknar beviset av Banachs fixpunktsats i sats 6.3 i del I. Det bygger pa att alla Cauchy-foljder
av funktioner konvergerar i C'([a, b]). O

Viir nu redo att presentera och bevisa Picards sats som garanterar entydig 16sning till ekvation (3.7) i
en omgivning av (g, ug).

(Picards sats) Vi studerar begynnelsevirdesproblemet
u'(z) = [, u(z)),
{ u(zo) = up. (o)

Antag att f(x,u) ir kontinuerlig pd en rektangel R = {(z,u) : a < z < b,c < u < d}
innehillande punkten (g, ug) samt Lipschitz-kontinuerlig med avseende pa w i R, det vill siga

|f(z,u1) = f(z,u2)| < Llus —ua|, (z,u1),(w,u2) € R. (3.10)

Dé finns ett 6 > 0 sd att det existerar en unik 16sning u () till begynnelsevirdesproblemet i inter-
valletzg — 0 < o < 29 + 6.
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Bevis. Vistuderar foljande ekvation vars derivata ger ekvation (3.9)

u(r) = up + /x f(t,u(t))dt. (3.1m)

0

Om ckvation (3.1x) har en 18sning u () sa ir den deriverbar och léser dven ekvation (3.9). Vi vill konstruera
en sekvens 18sningar ¢, () som konvergerar till ndgot ¢(x) som forhoppningsvis 16ser ekvationen. Vi
astadkommer detta med hjilp av fixpunktsiteration av integralekvationen (3.11).

Vinoterar att f ir kontinuerlig pa ett slutet omrade vilket innebir att funktionen 4r begrinsad det vill
siga |f(z,u)] < M, (z,u) € R, férndgot M > 0. Vilater I = [xg — 6, 9 + J] f6r ndgot § > 0 och
bildar funktionsmingden S = {¢ € C(I) : ||¢ — uo|| < r}, med r = M. Viviljer ett ¢g € S (dill

exempel den konstanta funktionen ¢g(x) = up) och definierar nista virde, givet det foregiende, som

On(x) = G(pp-1(x)) :=up + /93 flt,op—1(t))dt, n=1,2,.... (3.12)

Denna fixpunktsiteration kallas dven Picarditeration. Funktionen G tar en funktion ¢, 1 () och ger till-
baka en annan funktion ¢, (). Om ¢,,—1 och f ir kontinuerliga kommer f(t, ¢,,—1(¢)) att vara kon-
tinuerlig och dirmed integrerbar vilket innebir att integralen ir definierad och ¢, () ir deriverbar (och
kontinuerlig) eftersom den ir primitivfunktion till den kontinuerliga funktionen f(x, ¢,,—1(z)). Vidare
giller att | ¢y, (z) — ug| = | f;o flt,on—1)dt| < M|z — z9| < Meforazg— 6 < x < xo+ 0 detvill
siga ||dn, — uo|| < M. Allesa giller ate ¢, () € Sochatt G : S — S. Dessutom har vi for v, w € S
att

IG(v) = Gw)l| == max [G(v)(x) - G(w)(z)] (3.13)

ro—0<z<zo+9d

< max [ 1fto®) - fEw®)] dt <Ly —wl, ()

zog—0<z<zo+0 o

eftersom f idr Lipschitz-kontinuerlig med konstant L. For tillrickligt sma 0 sa att e < 1 innebir detta
att G ir en kontraktion. Banachs fixpunktssats 3.1 ger dd att det finns en unik fixpunkt ¢ som ir entydig
16sning till integralekvationen

wmzmmm:w+/7m@w (3.15)

Eftersom ¢ ir uttryckt som en integral av en kontinuerlig funktion (som har en primitivfunktion) ir ¢
deriverbar och l6ser alltsd det ursprungliga begynnelsevirdesproblemet med ¢(xg) = ug. Vitaru = ¢.
Lésningen 4r unik i S. O

For attillustrera satsen studerar vi ett konkret exempel.

Exempel 3.5 (Fixpunktsiteration av funktion) Bestim l6sningen till ekvationen u/(z) =
f(z,u(x)) == —3u(x) med begynnelsevillkor u(0) = 1. Vi bdrjar med att integrera ekvationen
frin O dill 2 och letar efter 16sningar ¢ € C([0, 1)) till integralekvationen

o(z) = u(0) + /OI —3u(t)dt =1-— B/Ox o(t) dt. (3.16)
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x
>

Figur 3.2: Vi ser funktionerna ¢;(x), for ¢ = 1,4,7, 10 tillsammans med den streckade exakta 13sningen
u(r) = e™32,

Vi stiller upp en fixpunktsiteration

x
on(z) = 1—3/ On—1(t)dt, n=12... (3.17)
0

Nir vi sitter in startgissningen ¢g = 1farvi¢1(t) = 1 — 3z, ¢ = 1 — 3(x — %mQ), ¢3 =
1—3(z — 322+ 32%) =1 — 3z + 32 — ZL2? och i allminna fallet

6
On(x) = Z (_;3,;)” (3.18)
i=0 '

For x € [0,1] ir detta Taylorutvecklingen av ¢(x) = e 3% runt & = 0, som ir definierad for

allaz € R. Eftersom ¢(x) ir deriverbar giller ¢'(z) = f(z, ¢(x)). Alltsd dr u(z) = ¢(x) =
e 3% unik 16sning till ekvationen. I figur 3.2 ser vi hur funktionerna ¢ (), ¢4 (), p7(x), P10()

—3z

konvergerar mot funktionen ¢ = e~ °* som ir representerad med en streckad linje.

Foljande exempel visar att 16sningar till ODE kan upphéra att existerar for dndliga virden pa . Detta
illustrerar att trots att f 4r Lipschitzkontinuerlig pa en godtyckligt stor rektangel R ir det inte sikert att
16sningen existerar mer 4n i en d-omgivning till begynnelsevirdet.

Exempel 3.6 (Obegransad losning) Ekvationen

zllu — u2
{ U’EO) 1 (3-19)
1

har I8sningen u(z) = 1= eftersom u/(x) = ﬁ och u(0) = 1. Trots att villkoren for satsen

ar uppfyllda existerar bara 16sningen f6r 0 < x < 1.
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I nista exempel visar vi att entydighet ¢j behdver halla om f ¢j dr Lipschitz-kontinuerlig.

Exempel 3.7 (Ej unik 16sning) Ekvationen

du _ 3,2/3
dx
{ w(0) = 0 (3.20)

har 16sningen u(z) = 0 men ocks till exempel l6sningen u(z) = z°. Hogerledet f(z,u) =
3u?/3 ir ¢j Lipschitz-kontinuerligt i nigon omgivning av origo.

I kapitel 5 aterkommer vi till Picards sats for system av ODE. Dir formulerar och bevisar vi en version

av satsen dir f antas vara globalt Lipschitz-kontinuerlig. Under detta starkare antagande visar vi existens
och entydighet av [6sning for alla z € R.

3.3 Forsta ordningens ODE

Vi har nu avhandlat existens och entydighet av 16sning till f6rsta ordningens ODE. Nu fokuserar vi pa
olika tekniker for att bestimma l6sningar analytiske under férenklade antaganden pa f(z, u).

Vi bérjar med variabelseparation. Om f(x, u) kan skrivas som produkten av en funktion som beror
bara pd x och en som beror bara pa u férenklas 16sningsprocessen nimligen till att bestimma tva primitiv-
funktioner.

(Separabel ordinar differentialekvation) Lit f(x) och g(u) vara kontinuerliga
funktioner med primitivfunktioner F'(z) och G(u). Vidare lat u = wu(z) vara 18sning till den
ordinira differentialekvationen

o) = (@) 520

Losningarna till differentialekvationen ges implicit av
G(u(z)) = F(z) + C, (3:22)
dir C ir en godtycklig konstant. Om G(u) ir inverterbar sa giller u(z) = G (F(x) + C).

Bevis. Kedjeregeln ger att
d

2,0 u@) = g(u)u/(z) = f(x). (3.23)

Genom att bestimma primitivfunktion pa bida sidor likhetstecknet far vi
Glu(z)) = F(z)+ C. (324)
O

Vi dtergir dill figur 3.1 och anvinder variabelseparation f6r att bestimma u(z).

Exempel 3.8 (Variabelseparation) Vistuderarexemplet frin figur3.r, % =z(l—u),u(0) =
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0. Vi skriver om ekvationen pa foljande sitt

L (325
1—ud:v_x7 .

och anvinder sats 3.3 med g(u) = 11 och f(z) = z foratc fa

2

—In|l —u(x)| = % + ', (3.26)

dir C' ir en konstant. Om vi tar exponentialfunktionen pi bada sidor och flyttar om termer far vi

|1 —u(zx)| = Ce™ 7, (3.27)

dir C = ¢~ %" > 0. Vi fir ate ,

u(z) =1+Ce 2. (3.28)

Genom att sitta in u(0) = 0 ser viatt C' = 1 och endast det negativa tecknet ger en 16sning. Vi far
2

alltsd u(z) = 1 — e~z . Det dr den kurvan vi ser i figur 3.1.

Vi gir vidare med dnnu ett exempel pa variabelseparation.

Exempel 3.9 (Variabelseparation) Vistuderar en modell f6r population av djur med begrin-
sad foda. Lat u(t) vara antalet individer approximerad av en kontinuerlig funktion, k reproduk-
tionskonstant och L antal individer som kan leva pa den féda som finns. Da kan féljande forsta
ordningens separabla differentialekvation anvindas for att beskriva dynamiken i u(?)

du(t)

— = ku®)(1 - @). (3.29)

Eftersom ekvationen ir separabel far vi att

Ldu _ p

for ndgon konstant C”. Vinsterledet kan skrivas om efter fljande observation

L _L—u+u 1 n 1 (3.31)
wl—u) w(l—u) u L-—u 331
Vi far att
Ldu 1 1 U
kt+C' = | ———— = | =d du=1 —In|L—ul =1 . (3.
+ /u(L—u) /u u+/L—u u=lnful=In|L—vy] i 7y (332)
Vi tar exponentialfunktionen av bida sidor,
u ’
’L =@ . Mt .= CeFt. (3.33)
—u

Vi bakar in tecknet frin absolutbeloppet i C, multiplicerar med L — u och Iéser ut u

CLekt
u(t) = 15 Cokt (3-34)



Kapitel 3. Ordinara differentialekvationer 57

Eftersom detta giller f6r alla C och L ir fixt kan vi baka in L i konstanten C' =CLochfi

Clekt
1+ %ekt'

u(t)

(3.35)

Med denna formulering blir det tydligare att 16sningen gar mot C'eftda L — .

Det finns ocksd situationer nir ekvationen inte omedelbart 4r pa ritt form for variabelseparation men
dir den kan skrivas om sd att den blir pa ritt form.

Exempel 3.10 Litu(z) varalosning till ekvationen

du(zx)
dx

= 7). (3:36)

for en given funktion f. Skriv om ekvationen som en separabel differentialekvation. Vi infér en ny
variabel v och liter u = zv(z). Vi far di ate

du(x)

d
fw) = 1) == =vtag, G37)

(3.38)
Givet l6sningen till denna ekvation v(z) ges u(z) = zv(x).

En annan viktig teknik for att 16sa differentialekvationer av forsta ordningen 4r integrerande faktor.
Denna metod kan bara anvindas om hogerledet ir linjirt i u vilket innebir att detkan skrivas som f(z, u(z)) =
a1 (x)u(x) + ag(x) for givna funktioner a; (x) och ag(z).

(Integrerande faktor) Lit f vara en integrerbar funktion med primitivfunktion F
och lit g vara kontinuerlig. Da giller att I6sningarna w till

u'(z) + f(z)u(z) = g(x) (3:39)
ges av

u(z) = e '@ /eF(z)g(az) dx. (3.40)

Bevis. Produktregeln for derivator ger att

d
(@) = f)e" Oule) + " (@) = " Pg(a). (s.41)
x
Satsen foljer genom att bestimma primitivfunktioner och sedan multiplicera med e~ #(®)

u(z) = e F'@ /eF(x)g(x) dx. (3-42)
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A

100m

\ A

4.88s

Figur 3.3: Objektets h6jd 6ver marken som funktion av tiden.

Vi atergar nu till virt ursprungliga problem med en fallande kropp och bestimmer l6sningen med
integrerande faktor.

Exempel 3.11 (Fritt fall, integrerande faktor) Lit den fallande kroppen ha massa m =
20kg och luftmotstind k = 2kg/s och slippas frin 100m héjd. Konstanten g = 9.8m/s? giller
approximativt nira jordytan. Ekvationen som beskriver den fallande kroppens hastighet ges av

dvu(t
Z(t ) _ 98- 0.1v(t), v(0)=0. (3.43)
Den integrerande faktorn ir €01t eftersom
d
a(eo'ltv(t)) = O/ (1) + 0.1v(t)) = —9.8¢% M. (3-44)

Vi integrerar fran 0 till ¢ och anvinder att v(0) = 0,
¢
t
v(t)ett = —9.8/0 e dr = —9.8 [10e”17] ) = —98(1 — €”1). (3.45)

Dirfor far vi att v(t) = 98(e~ %1 — 1). Hastigheten gir alltsi mot ett konstant virde —98 nir
tiden 6kar (om kroppen inte slar i marken forst). Positionen som funktion av tiden ges nu av

t
z(t) = 100 + / v(t) dt = 100 — 980(e 1 — 1) — 98t. (3.46)
0

Tiden det tar for att kroppen ska sl i marken, det vill siga 16sa ekvationen x(t) = 0, kan be-
riknas med en numerisk metod, som till exempel fixpunktsiteration f6r ekvationen t = g(t) :=
B — 10(e~%! — 1). Eftersom derivatan |¢/(t)| < 1 kommer vi fi konvergens pa grund av Ba-
nachs fixpunkessats. Losningen blir ungefir t* = 4.88 dir allesd z(t*) = 0. Figur 3.3 visar 2(¢) i
intervallet t € [0, t*]. Vi ser att relationen mellan stricka och tid blir mer och mer linjir nir tiden
okar. Det innebir att hastigheten blir mer och mer konstant.
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Vi ger ytterligare ett exempel pd integrerande faktor.

Exempel 3.12 (Integrerande faktor) Bestim l6sningen till differentialekvationen 242) 1

%u(x) = 22, Vi noterar att primitivfunktionen till % irIn(z). Vi anvinder sats 3.4 for act fa

1 12 C 3 C
u(zx) = /wgdrvz —xf—i-* = +;. (3.47)

3.4 Andra ordningens ODE

Andra ordningens differentialekvationer 4r centrala inom matematisk modellering av fysikaliska forlopp.
Newtons andra lag 4r ett viktigt exempel pa en andra ordningens ODE, andraderivatan av positionen ir
lika med kraften genom massan, svingande stringar ir ett annat. Vi borjar igen med den allminna for-
muleringen for att sedan gora forenklade antaganden som gor att 16sningen kan tas fram med analytiska
metoder.

Definition 3.5 (Andra ordningens differentialekvation) En ordinir differentialekvation av
andra ordningen kan skrivas pa formen

d?>u du

— —_— p— . 8
(dI'Q’d.’L"u’x) 07 (34)
dir F'ir en funktion av fyra variabler F' : R* > R.

2
Vi noterar att F' beror pa 377;, Z—Z, u och . Under vissa antaganden pa F' kan en andra ordningens
ODE reduceras till en f6rsta ordningens ODE. Direfter kan metoder f6r forsta ordningens ODE anvindas.

(Reduktion fran andra till forsta ordningens ODE) Tva typer avandraordningens
differentialekvationer kan reduceras till forsta ordningen genom att introducera variabeln v = %.

Dels ekvationer pa formen

d*>u du
F(—;, — = .
(dl‘Q,dx?x) O’ (3 49)

som reduceras till F(%v v,z) = 0. Givetv fasu(z) = [v(z) dz.
Dels ekvationer pa formen
d?>u du
( y 7 9 u
dz?’ dx

som reduceras till (”%7 v, u) = 0. Givet I8sningen v ges u(x) som l6sning till % = v(u).

) =0, (3.50)

Bevis. Forst studerar vi ekvation (3.49). Latv = %, vilket direke ger

dv

F(—
(dfv’

v,x) = 0. (3-51)

Eftersom v = 2% gilleratt u(z) = [ v(z) dz.
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Vi studerar nu ekvation (3.50). Med hjilp av kedjeregeln far vi
v dv  dvdu dv

de? " dz  dudw ' du

Detta ger

F(v—,v,u) =0.

@7

3.4. Andra ordningens ODE

(3.52)

(3.53)

Denna ekvation ir av forsta ordningen. Losningen u(x) ges som l6sning till % = v(u) som ocksi ir en

forsta ordningens ODE.

O]

Exempel 3.13 (Reduktion till forsta ordningen) Los differentialekvationen

d*u (du) 1/2
— =cos(z) | —

(3.54)

med begynnelsevillkoren u(7) = g och g—; (m) = 0. Viintroducerarv = % och seratt ekvationen

ir av f6rsta ordningen % = cos(2)v!/2 och separabel: v~

l/2 = / % = /cos(:L‘) dx = sin(z) + C.
v

Vihar,0 = %(W) =uv(m) = %2 vilket ger C' = 0. Vi fir

sinZ(z
o(z) = 28

4

vilket ger

)= oo =1 [anpar =t 2o

Slutligen ger u(m) = § att D = 0 och dirmed u(z) = :

1/2 dv
dx

= cos(z). Detta leder till

(3.55)

(3.56)

x—sin(z) cos(x) ‘

Exempel 3.14 (Reduktion till forsta ordningen) Hitta u(x) som l8ser

fu_ (dy’
YaE \am)

dv
uww— = v°,

du

Viliter v = 9% Vi far

dx = é(az — %sin(Qa:)) + D.
(3-57)
(3.58)
(3.59)

som ir separabel med 16sning [ %” = ‘%‘ Detta leder till v(u) = Cu, f6r nigon konstant C'.

Vihar % = v = Cu som ocksd ir separabel med 16sning u(z) = De®?, dir D ir yteerligare en

konstant.

Notera att [6sningen innehaller typiskt tva integrationskonstanter som bestims av tvi begynnelsevill-
kor. Vi har inte tagit upp existens av [6sning till andra ordningens ODE. Vi vintar med det till kapitel s
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dir vi visar att ODE av godtycklig ordning kan skrivas som kopplade system av f6rsta ordningens ODE.
Existens och entydighet foljer av en generalisering av Picards sats for system av ODE. Omskrivningen till
system av forsta ordningens ODE ger ocksi tillgang till en mingd numeriska metoder som vi diskuterar
mer i kapitel 6.

3.5 Linjara ODE

En viktig klass av differentialekvationer 4r linjira ODE. En differentialekvation ir linjir om 16sningen
forekommer linjirt i ekvationen. Vi definierar en linjir ODE genom att skriva ner den pa allmin form. For
att underlitta 18sningen skriver vi ofta ut den oberoende variabeln « endast i koefficienterna a;(z) men
inte i w. Det 4r da underforstatt att u beror pa x, se 3.60.

Definition 3.6 (Linjdr differentialekvation) En ordinir differentialekvation av ordning n
som kan skrivas pa formen

an(x)u(") =+ anfl(x)u(n_l) + -t an (ﬁ)u(l) + aO(x)u(O) = f(:E), (3'60)

kallas linjir. Om hégerledet f(x) = 0 siger vi att differentialekvationen ir linjir homogen.

Det ir viketigt att pipeka att det alltsd bara dr den okinda funktionen u som behéver férekomma lin-
jart for att differentialekvationen ska vara linjir. Funktionerna a; kan till exempel vara olinjira i . Om
hogerledet dr noll f(z) = 0 siger vi vidare att ekvationen ir homogen.

For linjira homogena differentialekvationer giller att givet tvi 18sningar w1 (x) och ug () sd ér linjir-
kombinationen Au;(x) + Bug(x) ocksa en 18sning. Losningen till en homogen ODE kallas homogen-
16sning.

(Linjdrkombinationer av homogenlésningar) Om w1 och us irlosningar till sam-
ma linjira homogena ordinira differentialekvation sa ir varje linjirkombination ocksé en 16sning.

Bevis. Latuy och ug 16sa den homogena ekvationen

an(:c)u(”) + an_l(x)ul(-n_l) +-- 4 al(x)ugl) + ao(x)ul(-o) =0, i=1,2. (3.61)

Da giller f6r godryckligt v = Auq + Bug att

n

Z a;(z)ul = A Z a,-(a:)ugi) + B Z ai(x)ug) =0. (3.62)
=0 i=0

i=0
U

Niista sats siger att fOr att finna alla I6sningar till en ODE ricker det att finna alla homogenlésningar
och addera en enda 16sning till den inhomogena ekvationen, en si kallad partikulirldsning. Att bestimma
alla homogenlésningar brukar kallas att bestimma den allimnna homogenldsningen. Den allminna 16s-
ningen (alla 16sningar) till den inhomogena ekvationen ges alltsa av allminna homogenlésningar plus en
enda partikulirlsning.
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(Homogenlésning plus partikuldrlésning) Vistuderar differentialekvationen
an(2)u™ + an_1(2)u™ Y + - + a1 (2)u® + ag(x)u® = f. (3.63)
Om uy, ir en 16sning till ekvation (3.63), en sa kallad partikulirldsning, si giller att w 4r en 16sning

om och endast om u = uy, + uy, dir uy, ir en homogenlosning till ekvation (3.61).

Bevis. Visitter forstin u = wuy, + u,, i ekvation (3.61)

S ai(@) (up + un)@ = ai@)ul) + 3 ai(@)ul) = f+0 = f. (3.64)
i=0 i=0 i=0

Allesd dr u = up, + u, en 16sning. A andra sidan om wu 16ser ekvation (3.63) giller att
Z ai(x) (u — up) ) = Z a;(x)u® — Z ai(z)ul) = f— f =0. (3.65)
=0 =0 =0

Alltsa 4r up, = u — uy en homogenlsning. O

Man kan visa att en linjar homogen ODE av ordning 7 har n linjirt oberoende I6sningar. Den allmin-
na lésningen fas som en allmin linjirkombination av dessa 16sningar. Att 16sningarna dr linjirt oberoende
innebir att en linjirkombination av 16sningarna ocyuy + - - - 4 oy Uy, = 0 bara kan vara lika med noll om
allag; =0,i=1,...,n.

Definition 3.7 (Oberoende I6sningar) Losningar ui(x),. .., u,(x) till en linjir n:te ord-
ningens differentialekvation kallas linjirt oberoende om Ciuy(x) + - - - + Cpup(x) = 0 foralla
rmedforCy =---=C, = 0.

Exempel 3.15 (Homogenlésning plus partikuldrlésning) Visa att ekvationen
u” () + du(x) = 423 + 6z, (3.66)

har homogenlosningarna u(z) = A cos(2z) + B sin(2z) och partikulirlésning u,(z) = 2°. Visa
dven att cos(2x) och sin(2x) ir oberoende 18sningar och bestim A, B € R givet begynnelsevillko-
ren u(0) = 1 och «/(0) = 0. Vi sitter forst in homogenldsningen
d? d?
v’ (x) + du(z) = A@ cos(2x) + B@ sin(2z) + 4A cos(2x) + 4Bsin(2x) = 0, (3.67)
och sedan partikulirlésningen
u” () + du(z) = 62 + 4x3. (3.68)

Antag att det finns A, B # 0 sidana att A cos(2x) + Bsin(2x) = 0 for alla 2. Det innebir att
—A/B = tan(2x) for alla x vilket 4r en motsigelse. Slutligen anvinder vi att summan av homo-
genldsning och partikulirlosning ir 16sning till ekvationen och bestimmer konstanterna A och B
si att begynnelsevillkoren ir uppfyllda. Vi far

1 =u(0) = Acos(2-0) + Bsin(2-0) + 0° = A (3.69)
0 =/(0) = —2Asin(2 - 0) + 2B cos(2 - 0) = 2B. (3.70)
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Figur 3.4: Losningen u(x) = cos(2z) + 3 i exempel 3.15.

Losningen ges av u(x) = cos(2z) + 23, se figur (3.4).

Om u; ir en 18sning till en n:te ordningens linjir ODE ger ansatsen uy = v(x)u1 en linjir ekvation
av ordning n — 11 v'. Ispecialfallet n = 2 kan det anvindas fr att enkelt berikna den andra oberoende
16sningen givet den forsta. I det fallet blir den uppkomna ekvationen separabel. Vi ska aterkomma till
denna teknik flera ginger. Vi borjar med ett exempel.

Exempel 3.16 (Oberoende I6sningar) Visaattu; = e~ ¢ loser % + 2% +u = 0ochta
fram den allminna l6sningen. Vi har att v} (z) = —e " och uf () = e~*. Vi fir

uf () +uy () +ua(t) = e *(1 -2 +1) =0, (3.71)
alltsd 16ser uq ekvationen. Vi later nu w = vuy. Vi far
o’ + 20 +u = ujv + 200+ ugv” + 2ujv + 2uv + ugv = ugn”, (3.72)

dir vi haranvint u; = e~ vilket innebir att u} +2u) +u3 = 0 och 2u} 4+ 2u; = 0. Vi fir dirfor
attv”(t) = 0 och dirmed v(t) = A+ Bt. Den allminna l6sningen gesav u(t) = Ae ! + Bte ™.

3.6 Analytiska l6sningar till andra ordningens ODE

Vi studerar tva klasser av andra ordningens linjira homogena ODE dir vi kan berikna analytiska 16sningar.
Direfter ger vi exempel pa inhomogena ekvationer dir vi kan hirleda partikulirlésningar. Vi borjar med
att lita koefficienterna ag(z), a1 (x) och ag(x), vara konstanta.



64 3.6. Analytiska lésningar till andra ordningens ODE

(Konstanta koefficienter) Latu(t) varaldsningen till

1

GW = 4+ cu =0, (3.73)

dira,b, c € Rocha # 0. Vidare lat den karaktiristiska ekvationen ar? +br +c = Oha 16sningar
r1,72 € C. Den allminna I6sningen ges av

omb? > dac u(t) = Ae™! + Be™! (olika reella rétter)
omb? = 4dac u(t) = Ae" + Bte™, r =r; = ro(reell dubbelrot),
omb? < dac u(t) = Ae* cos(Bt) + Be®tsin(Bt), r = a =+ if (complexa rétter),
(3.74)
dir A, B € R ir konstanter.

Bevis. Vi ansitter 16sningen u(t) = €. Insittning i ekvation (3.73) ger den karakeiristiska ekvationen
(ar? + br + c)e" = 0 med l6sningar

. —b+Vb? — 4dac

2a

(3.75)

Om b2 > 4ac far vi tva reella rotter 71, 79 € R till den karakeiristiska ekvationen ar? + br + ¢ = 0.
Den allminna l6sningen ges dd som linjirkombinationen av de tvd oberoende I6sningarna et och et
det vill siga

u(t) = Ae™t + Be™, (3.76)

Om b2 = 4ac fir vi en dubbelrot till den karaktiristiska ekvationen, r; = r9 = 7. Detta ger en
oberoende 16sning u1 () = €. Den andra oberoende 16sningen fir vi genom att ansitta u = vuy. Insate
i ekvation (3.73) ger det

0 = av”uy + 2av'u) + avu] + bv'uy + bou) + cvuy (3.77)

= (av" + (2ar + b)v' + (ar? + br + c)v)e™ (3.78)

= av’e™, (379)

eftersom ar? + br + ¢ = Qochr = —%. Dirfor giller att v/ = 0 och dirmed v = A + Bt. Den
allminna [6sningen ges da av u(t) = Ae™ + Bte".

Slutligen om b% < 4dac far vi komplexkonjugerade Iésningar 112 = o £ ¢ dira = —% och

8= 7%2_172, a, € R. Tvi oberoende (komplexvirda) [5sningar ges av i1 (t) = e(@+%9)t och @19 (t) =

el@=")t Eftersom man kan multiplicera med konstant och addera 18sningarna och fortfarande f3 en 15s-
ning kan vi vilja tva olika linjirkombinationer av w1 och 2 som ger tvi reella oberoende 16sningar. Vi
far
() + i (4 it | —ipt
uy(t) = w(f) ;uz( ) _ o +26 = e cos(ft), (3.80)

dir vi anvinder de Moivres formel. P4 liknande sitt fis
ﬁl(t) — ﬁQ(t) at €iﬁt — 671"&
=e¢
21 24
Den allminna l6sningen ges di av Ae®! cos(t) + Be™ sin(t). O

ug(t) = = ™ sin(Bt). (3.81)
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Exempel 3.17 (Andra ordningens ODE med konstanta koefficienter) Losden homogena
differentialekvationen u” + 5u’ — 6u = 0. Den karaktiristiska ekvationen ges av 72 4+ 57 — 6 = 0
med 16sningar 71 = 1 och 79 = —6. Den allminna I6sningen ges di av u(t) = Ae’ + Be ™.

Exempel 3.18 (Andra ordningens ODE med konstanta koefficienter) Losden homogena
differentialekvationen u” +4u = 0. Den karaktiristiska ekvationen gesavr?+4 = 0 med 16sningar
r1 = 2i och rg = —2i. Den allminna lsningen ges dd av u(t) = A cos(2t) + B sin(2t).

Dennal6sningsteknik kan generaliseras till hogre ordningens linjira ODE. Vilimnar som &vning, Pro-
blem 9, att ta fram en allmin l6sning till en tredje ordningens ODE. En annan typ av andra ordningens
homogen ODE vars [6sning kan bestimmas analytiskt 4r Eulers ekvation. Istillet for konstanta koefhicien-
ter liter vi ag(x) = ax?, a1(x) = br och ag(z) = ¢, dira,b,c € R.

(Eulers ekvation) Eulers ckvation ges av

d*u du
axQW + bxd +cu =0, (3.82)
dira,b,c € R,a # 0ochz > 0. Den tillhérande karaktiristiska ekvationen (som fis igenom
ansatsen u = ") gesav ar? + (b — a)r + ¢ = 0 med rétter 71, 72 € C. Den allminna l6sningen

u(x) gesav

om (b —a)? > 4ac u(z) = Az™ + Ba™,
om (b—a)? =4ac wu(x) = Az" + Bln(z)z", 7 =11 =19,
om (b —a)? < dac wu(x) = Ax®cos(BIn(z)) + Bx®sin(BIn(z)), r=a£if,
(3.83)
dir A, B € R idr konstanter.

Bevis. Insittning geratcx” 16ser ekvation (3.82) om ar?+(b—a)r+cr = 0. Rétterna till den karakeiristis-

ka ekvationen ges avr = a=bty (g;a)2—4ac. Omy # 7o ger detta tvd oberoende losningar ug (z) = 2™
ug(w) = x"2. Ar 71 och g reella (alltsi om (b — a)? > 4ac) far vi dirfor u(z) = Cra"™ + Coz™
Om 71 och ry ir komplexkonjugerade, 7 = o £ ¢/3, kan vi skriva

g = g0FB = o = g etBINE) — o (cos(B1n(x)) + isin(Bln(x))). (3-84)

Detta ger den allminna reellvirda 18sningen u(x) = Az® cos(fIn(x)) + Bz® sin(S1n(x)).
Slutligen om 7y = 19 = 1 = “2—;1’ far vi direkt en 18sning u1(z) = ". Den andra oberoende
16sningen fis genom att sitta in u = u;v = 2" v i ekvation (3.82) och berikna v(x). Vi fir

0 = az’u” () + bxu/(z) + cu(z) (3-85)
azx" 2" (2) + (2ar + b)a" M () + (ar? + (b — a)r + ¢)x"v(x) (3.86)
azx" " (z) + ax" T (2) (3.87)

= aer " (z) + ' (2)). (3.88)

Eftersom z > 0 miste zv” (z) + v'(x) = 0. Denna ekvation kan reduceras till en separabel f6rsta ord-
ningens differentialekvation och har 18sningen v(z) = A+ B In(z). Den allmidnnalsningen till ekvation

(3.82) ges dirforavu(x) = Az" + Bln(z)a". O



66 3.6. Analytiska lésningar till andra ordningens ODE

Exempel 3.19 (Eulers ekvation) Bestim den allminna losningen till 22u” () + zu(z) —
2u(z) = 0,z > 0.Viliteru(z) = 2" ochsitteriniekvationen. Vifir0 = (r(r—1)+r—2)z" =
(r? — 2)a". Eftersom x > 0ir 2" # 0 och dirfér miste 7 = 41/2. Den allminna [8sningen ges
avu(z) = Ci1zV2 + CozV2.

Vi gar nu vidare till partikulirlosningar. Sats 3.7 siger att den allmidnna l6sningen av en andra ordning-
ens linjir ODE kan skrivas som summan av den allminna homogenldsningen och en partikulirlosning.
Detta innebir att vi endast behéver hitta en partikulirldsning som kombinerad med de allminna homo-
genldsningarna ger hela l6sningen. Det finns méinga tekniker f6r att hitta partikulirlésningar. En metod dr
att anvinda testldsningar. Det bygger pd att gora en ansats for partikulirlésningen baserat pa hogerledet.

Lit u vara l6sning till f6ljande andra ordningens differentialekvation med konstanta koefhicienter

d*u du

Lit P, varagodtyckligt polynom avgrad n. Om f(x) = P, (z)e*® cos(lz) eller f(x) = P, (x)ek? sin(lz),
k,1 > 0, ansitter vi partikulirldsningar u, () enligt f6ljande,

up(x) = 2™ Q, () cos(lz) + 2™ R, (x) sin(lz), (3.90)

dirm = 0,1, 2 dr det minsta tal sidant att ingen term i polynomet ir homogenldsning till ekvationen
och @, och Ry, ir polynom av grad n. Notera att bide [ och £ kan viljas lika med 0. Vi avslutar med tva
exempel.

Exempel 3.20 (Partikuldrlésning) Bestim en partikulirlosning till
u”(z) + 2u'(z) — 2u(z) = 22 (3.91)

Viansitter up(v) = Az? + Bz + C. Vifir 24 + 4Az + 2B — 2A2? — 2Bx — 2C = 22 Nir

vi separerar termer av olika grad far vi

2. —24=1, (3.92)

x: 4A—-2B =0, (3.93)

1: 2A42B-2C =0. (3.94)

Vi drar slutsatsen att A = —%, B=2A=—-1ochC = —%. En partikulirlésning ges alltsa av
up(z) = —32? —z — 3.

Exempel 3.21 (Partikuldrlésning) Bestim en partikulirlosning till

v’ (x) + u(z) = cos(z). (3.95)

Vi noterar att sin(z) och cos(x) ir homogenldsningar till ekvationen. Eftersom hogerledet ir en
homogenlésning maste vi enligt tekniken ovan ansitta u,(z) = Az cos(z) + Bxsin(x) dir
A, B € R. Hade vi ansatt Asin(z) + B cos(x) hade vi bara fitt homogenldsningar. Denna spe-
ciella situation kallas for resonans och leder till svingningar som 6kar i magnitud da x 6kar. Vi fir
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x sin(x)

Figur 3.5: Funktionen ir partikulirlsning till ekvationen v’ (z) + u(x) = cos(x).

att

u"(z) + u(z) = %(A cos(x) — Az sin(z) + Bsin(z) + Bz cos(x)) (3.96)

+ Az cos(z) + Bz sin(x)
= —Asin(x) — Asin(z) — Az cos(z) + B cos(x) + B cos(x) — Bx sin(z)
(3.97)
+ Az cos(z) + Bxsin(z)

= 2B cos(x) — 2Assin(z). (3.98)
Dirfor miste A = 0 och B = 1. Partikulirlésningen ges av u,(z) = S sin(x). I figur 3.5 ser vi
hur svingningarna 6kar i magnitud di x 6kar pa grund av resonanseffekten.

I ndsta kapitel introducerar vi en teknik for att 16sa ODE med konstanta koefficienter som kallas Lapla-

cetransform. Speciellt ger den metoden ett mer generellt verktyg for att [6sa inhomogena ekvationer.
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Ovningar

3.1 Introduktion till differentialekvationer

Ovning 3.1 Avgér differentialekvationens ordning och om den ir partiell eller ordinir.
3

@#E =y OF+rGE=0 @2V -tz"(t)=1 (@) =2%"

Ovning 3.2 Avgdr differentialekvationens ordning och om den ir partiell eller ordinir.

() % + c(x)% = 0 (b sin(m(t))dz';f) = z(t)cos(t) (c) mi(t) =
F(t (1), (1)
(d) — ez _ Tules) _ f(z,y)

Ovning 3.3 Avgdr om funktionen ir en 18sning till u” 4+ u = 0.
(@)cos(xz) (b)sin(3z) (c)2cos(z) + 3sin(z) (d)sin(z —1)

Ovning 3.4 Avgéromu = f(x) l6ser differentialekvationen.

@u =2 f(z) = g Ou=2/d, f(z) =z (28D =2y, f(z) = sin(z)
(d) 2uu’ =", f(x ) k tan(kx)

Ovning 3.5 Gissa en funktion som l6ser differentialekvationen.

(@u =3 bv=u @Qu' —ku=0 (du’+uv =2u—1

3.2 Picards sats

Ovning 3.6 Visa att problemet har entydig 16sning, alternativt bestim tva olika 13sningar.
@u =uu0)=1 b =ku,u0)=2 ©u =4 4Lu0)=0 d)u =1-1u?
u(0) =2

Ovning 3.7 Lss differentialekvationen med fixpunkesiteration genom att anvinda begynnelse-
virdet som startgissning.

(@u = 2u,u0) =1 OGb)v = —zu,u0) =1 ©u =u—a,u0) =2 (d)
w =2z(14+u),u(0) =0

3.3 Analytiska tekniker for forsta ordningens ODE

Ovning 3.8 Los differentialekvationen.

C")vnlng 3.9 Los differentialekvationen.
(@) 3 =c'cos(x) b)GE=v’ @f=4-2> dog=yg



(")vning 3.10 Los differentialekvationen.
2 u
() de = w4z (pydu_ ooy (du_ 8yl (ol = \Tutu

Tu—u?

Ovning 3.11 L&s begynnelsevirdesproblemet.

(L — 22 =2%u,u0)=2 bu=2+—"F~,ul)=2 (Jau' =1, u(l)=2

14+3u?’
(d) G2 = e=ov — L 4(2) =0

Ovning 3.12 Los differentialekvationen.
@E+i=z Of=F-1 @Qof=r-3u OF+2u=-"20utc™

3.4 Andra ordningens ordindira differentialekvationer

Ovning 3.13 Visaattu = f(x) l6ser differentialekvationen.
(@u’ +2u =3u, f=e3" (b)ju"+u=0f=cos(2z) (c)z3u + 2zu = 2u,
f=Cz (d)z?u +2u = 2zv/, f—z:2

Ovning 3.14 Los differentialekvationen.
(@u'z =4 OU =wW)?/u (Qu' =20uv v +u =2

Ovning 3.15 Los begynnelsevirdesproblemet.
(@) u” = x(u)3, 4/ (0) = 1,u(0) =0 (b)u” + 2sin(z)Vu/ = 0,u/(0) = 1,u(0) = 1
() u” + 2z(u')? = 0,4/(0) = 1/4,u(0) =0 (d)u” + (v) tan(z) = 0,2/ (0) = 2, u(0) = 0

Ovning 3.16 L&s begynnelsevirdesproblemet.
(a) " = @@ ) = 0,u(0) =0 (b)u” = 322 ¥, u/(1) = 0,u(l) = —3
‘(0

u

> u'(1)
() V2xu” = eV 4/ (0) = 0,u(0) =0 (d)u” + 2z(v/)? = 0,u

3.5 Linjdra ordindra differentialekvationer

Ovning 3.17 Visaattuy, ir homogenldsning och ), partikulirldsning och bestim A och B givet

begynnelsevillkoren

(a) u” + 9u = 922 + 2, up(z) = Asin(3x) + B cos(3z), up = 2%, u(0) = 0, /(0 )
(b) v + 5u’ + 6u = 6x —|— 5,up(x) = Ae 3% + Be %%, u, = z,u(0) = (O) =
(0) z2u” — 4z + 6u = 12 uh( )= Az? + Bz3,u, = x 1,u(1)—0u( 1) =
(d) 2?u” + 3z +u—4xu() %@)+§,up:x,u(l)—5u() 1

Ovning 3.18 Visaattu = f(x) ir en [6sning och bestim den generella 18sningen.
@u’"—=2u'+u=0,f(zr)=¢ (@Qu' —3u+2u=0,f(z)=¢€"
(Qu’" — 4 +3u=0,f(z) =e3* (Du’"+50 +6u=0,f(r)=e*
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Ovning 3.19 Visaattu = f(x)iren lésning och bestim den generella 16sningen.
()2 +3zu — 3u =0, f(z) =z (b)u" +u' — 3u=0, f(z) = /2
(u”" +u=0, f(x) = cos(x) (d) 204 3zu +u=0, f(z) =1

Ovning 3.20 Visaattu = f(x) ir en 16sning och bestim den generella 16sningen.
(@) 2?u” + (22 = 22)' + (2 —2)u =0, f(z) =z (b)2%u” — dzv’ + 6u = 0, f(x) = z?
(o) 2%u” —2zu/ +2u =0, f(x) =2® (d)u” +4u =0, f(z) = sin(2z)

3.6 Analytiska losningar

Ovning 3.21 Bestim den allminna Isningen.
(@u"+2u'—3u=0 b)u"+4u'+4u=0 ()u"+8+7Tu=0 (d)u"+2u'+u=0

Ovning 3.22 Bestim den allmidnna l3sningen.
@Qu”"—2u"+5u=0 (b)u" +4u'+8u=0 ()u"+8 /' =0 (d)u"—2u+10u=0

Ovning 3.23 Bestim den allminna [6sningen.
(a) 222%u” + 102zv/ +6u =0 (b)z?u” +3zuw +5u=0 (c)2z%u” +62u +2u =0
(d) 2%u" — 3zu’ — 5u =0

Ovning 3.24 Bestim partikulirldsningen.
(@u’ +2u' +u=e* (b)u" —3u' +2u=e* (c)u" - 3u'+ 2u = sin(z)
(v +4u' +2u==x

Ovning 3.25 Bestim partikulirldsningen.
(a)3u” —u' +u =222  (b)u”"+9u = cos(3z) ()u"+u=ze?® (d)u"—2u'+u=2ze"

Problem

3.1 Existens och entydigher

Problem 3.1 Avgdr om begynnelsevirdesproblemet v/ = /u — 1, u(1) = 1, har entydig
16sning.

1/
Problem 3.2 Lt || f{|zr(ja) (f |f(z)P dac) el < p < oo for en kontinuerlig

funktion f pi intervallet [a, b] definiera en norm. Visa act || ||, < (b — a)/P max,e(q,p) | f(7)]-

3.2 Forsta ordningens ODE



Problem 3.3 Exponentialfunktionen kan definieras som 18sning till ekvationen v'(z) = u(z)
med begynnelsevillkor (0) = 1. Visa att ekvationen har entydig 16sning och visa att produkten
av l6sningar v = u? uppfyller ekvationen v'(z) = 2v(z), v(0) = 1 genom att anvinda denna
definition.

Problem 3.4 Losintegralekvationen u(z) =1 + [ u*(z) da.

3.3 Andra ordningens ODE
Problem 3.5 Bestim l6sningen till ¥’ (2) = (y/(z))? med begynnelsevillkor y(0) = 0 och
y'(0) =1

Problem 3.6 Visaatt 2" In(x) ir en 16sning till en Euler-ekvation vars karakeiristiska ekvation
har dubbelrot r; = 79 = 7.

3.4 Linjdra ODE
Problem 3.7 Bestim en l6sning u(t) till u® (t) + u(t) = 0, > 0, sidan att u gir mot noll d4

t — oo. Ansitt e’ och ta forst fram fyra oberoende lsningar.

Problem 3.8 Tafram denallminnaldsningen till den homogena differentialekvationen v’ (t)+
2u”(t) — u/(t) + 2u(t) = 0.

3.5 Partikuléirlosningar

Problem 3.9 Bestim en partikulirlsning till 220" (x) + 2/ (x) + u(z) = 22

Problem 3.10 Visaatt u(z,t) = u(x — ct), dir¢ € Riren konstantoch u : R — R

deriverbar, 16ser ekvationen dugg’t) + cduc(lfc’t) =0.
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Laplacetransform éir en analytisk metod for att losa tidsberoende ordindira differentialekvationer och
integralekvationer. Till skillnad frdn andra analytiska tekniker vi studerat kan Laplacetransformen
bantera diskontinuerliga data och impulser, som éir vanligt forekommande i tillimpningar inom elekr-
riska nét och mekaniska system. Laplacetransformen transformerar differentialekvationen till en al-
gebraisk ekvation, i en ny variabel, som éir enklare att lisa. Sedan transformeras losningen tillbaka till
tidsdomdinen.

4.1 Definition av Laplacetransform

Laplacetransformen ir en integraltransform med vilken ett givet problem transformeras fran tidsvariabeln
t dill en ny variabel s. Podngen ir attintegral- och differentialekvationer 4r enklare att16sa pa transformsidan
eftersom de transformeras till algebraiska ekvationer. Nir 16sningen 4r bestimd kan man sedan ga tillbaka
till tidsdominen med hjilp av tabeller eller invers Laplacetransform.

For att ge en motivering till hur och varfér Laplacetransform fungerar borjar vi med ett exempel.

Exempel 4.1 (Motiverande exempel) Vi vill 16sa begynnelsevirdesproblemet
u'(t) +u(t) =e 2, t>0, (4.1)

med begynnelsevillkoret (0) = 0. Vi har tidigare anvint integrerande faktor for att 16sa denna
ekvation. Nu vill vi istillet introducera en ny metod. Vi multiplicerar ekvationen med en funktion
e~ dirs > 0, och integrerar fran O till co. Vi antar tillsvidare att integralerna ir vildefinierade,
vilket kriver att limy_, o0 (|t ()] + |u(t)])e ™%t = 0. Vi far

/ u'(t)e dt+/ u(t)e™ s dt:/ e 2te=st dt. (4.2)
0 0 0

Vi integrerar den férsta termen partiellt och anvinder att den 6vre grinsen blir noll pa grund av att

72
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Figur 4.1: Laplacetransformen £ transformerar funktioner uttryckea i ¢ till en ny variabel s. Den inversa Lapla-
cetransformen £ ! transformerar tillbaka till ¢.

limy—y0 |u(t)]e ™! = 0 och den undre grinsen blir noll eftersom w(0) = 0. Detta ger ekvationen

t —st dt t —st dt — — (S+2)t dt — . —st - .
3/0 u(t)e —i—/o u(t)e /0 e [8+2e }0 p——g (43)

Vi infor beteckningen U(s) = [, u(t)e " dt och ser att vi fir en algebraisk ekvation som be-
stimmer U (s)

1

1 = . .
(s+1)U(s) ) (4.4)
Med hjilp av partialbraksuppdelning far vi

1 1 A B 1 1

U(s) = (4.5)

st1 s+2 s+1 s+2 s+l s+2

eftersom vi far att A + B = 0 och 24 + B = 1 med 16sning A = 1 och B = —1 niir vi gér
liknimnigt. Fragan dr nu om vi kan hitta en funktion u(t) sidan att

[ roeta= - (+6)
u(t)e = — . .
0 s+1 s42 4
Vikvet redan att [ e 2e=st dt = H% P4 samma site fas [~ e fem 5 dt = SJ%l Dirfor har vi
ocksa att
e -1 -1 > 1 1
—t =2ty —st g | T (st T —(s+2)t| _ _
dt = = . (4
/0 (e e e [3—1—16 3—1—26 0 s+1 s4+2 (47)
Vi noterar hir att si linge s > 0 si konvergerar alla integraler eftersom lim;_,oo e %" = 0. Vi

identifierar [6sningen som u(t) = et — e~ 2.

I exemplet ser vi att vi transformerar en differentialekvation i variabeln ¢ till en algebraisk ekvation i
variabeln s. Vildser sedan den algebraiska ekvationen och transformerar tillbaka till ¢.

Efter denna motivering ir vi redo att definiera Laplacetransformen. Variabeln s kommer i definitionen
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tillitas vara komplex. Laplacetransformen av en funktion f(t) ir en generaliserad integral med avseende
pa tiden ¢ fran 0 till 0o av funktionen viktad med e ! diir s € C.

Definition 4.1 (Laplacetransform) Lic f() : [0,00) — R vara begrinsad av | f(¢)| < Ce®
for nagra konstanter C' och a. Laplacetransformen av f(t) ges av

F(s) = /000 e Stf(t)dt, s€C, Re(s)>a. (4.8)

Vi anvinder tvd olika notationer for Laplacetransformen av en funktion f(¢). Dels F'(s) som ovan
och dels L(f(t))(s). Den forsta ir kortare och att foredra om man jobbar med funktioner f(t) och g(t).
Den senare ir att foredra om man har explicita uttryck ¢2, sin(t) som till exempel i tabeller eller som data
i ekvationer.

Laplacetransformen ir definierad under férutsittning att integralen 4r konvergent. I féljande sats visar
vi varfor villkoret | f ()| < Ce® leder till en vildefinierad Laplacetransform for Re(s) > a.

(Valdefinierad Laplacetransform) Lic f(¢) : [0,00) — R vara begrinsad av
|f(t)] < Ce for nagra konstanter C, a > 0. Laplacetransformen av f () ir vildefinierad for s
sidana att Re(s) > a.

Bevis. Lits = x + ity dir x, y dr reella och > a. Vi fir

(e 9]

IﬂﬂSA\KWMWZAIKWfWWWﬁzlIKWWMM (4:9)

diir vi anvinder atc || = | cos(y) + i sin(y)| = v/cos2(y) + sin®(y) = 1. Vi fir vidare att

(a—x)t 1 R
¢ } = ¢ < 00, (4.10)

R—o0 a—x 10 r—a

|ﬂﬂ§0/e“wﬁ:hmc[
0

eftersom = > a. O

I exempel 4.1 giller att Laplacetransformerna ir vildefinierade eftersom vi kan vilja C' = 1 ocha = 0.
Under forutsitening ate | f(t)| < Ce™ och Re(s) > a kommer bidraget frin den &vre grinsen i den
generaliserade integralen f6rsvinna vid evaluering av primitivfunktionen.

Exempel 4.2 (Exponentialfunktionens Laplacetransform) Lit f(¢) = e'. Dirmed upp-
fyller | f(t)] < Ce™ med C = a = 1. Vilater Re(s) > 1 och fir

e * 1 1—s)t]1o° 1
F(S) = /0 6_St€t dt = /0 6( —a dt = [1 — Se( —) :|0 = ; (4.II>
Eftersom vi har s = x + iy med > 1 si giller att
lim [e=2) = lim |e”%]e=2) = lim (=@ = 0. (4.12)
t—o0 t—0o0 t—0o0
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Exempel 4.3 (Laplacetransformen av en konstant) Lit f(t) = 1. Dirmed uppfyller
|f(t)] < Ce* med C = 1ocha = 0.For Re(s) > 0 far vi

& 1 * 1
F(s) :/ e Stdt = [e“] =-. (4.13)
0 —S 0 S
Den 6vre integrationsgrinsen ger inget bidrag eftersom f6r s = = + iy med x > 0 giller att
lim e = lim |e™®||e”%!| = lim e~** = 0. (4.14)
t—00 t—o00 t—o0

Laplacetransformen ir en linjir operator vilket innebir att givet tva tal o, B € R och tva funktioner
f(t) och g(t), sadana att Laplacetransformen ir vildefinierad, giller

L(af(t) + Ba(t))(s) = /0 T et af () + Ba(t)) di (45)
=a /OO e Stf(t)dt + B /Oo e Stg(t)dt (4.16)

0 0
= aL(f(1))(s) + BL(g(1))(s). (47)

Detta foljer alltsa direke av integralens egenskaper.
Det finns dven en invers Laplacetransform definierad pa féljande vis.

Definition 4.2 (Invers Laplacetransform) Givet F'(s) definierad for Re(s) = a giller att

R
f(t) = L i / F(a + iw)el @)t dy), (4.18)
2mi R—oo J_p

For att anvinda den inversa formeln krivs ofta djupare kunskaper om integration i det komplexa tal-
planet in vad som ingir i denna framstillning. Dirfér nojer vi oss med att konstatera att en invers finns.
Det gar dven att visa att Laplacetransformen ir entydig upp till variationer i enskilda punketer, det vill siga
om tva funktioner har samma Laplacetransform si ir de lika utom méjligen i ett dndligt antal punkter.
Pa grund av entydigheten kan vi anvinda Laplacetransformen f6r att berikna tabeller och sedan hitta den
inversa transformen som Laplacetransformen till ett kint uttryck. Detta tillvigagangssitt 4r analogt med
att bestimma primitivfunktioner genom att studera tabeller av derivator.

4.2 Skalning

Det finns ett antal tekniker som férenklar bestimning av Laplacetransformer. Vi introducerar férst en
teknik som kallas skalning.

(Skalning) Lit f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F'(s) ocha > 0
vara ett givet tal. Vi bildar g(¢) = f(at). D giller att Laplacetransformen G(s) av g(t) ges av
G(s) = 1F(2).
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Bevis. Vihar

/fat st = {T_at } /f e—aTdT_— (—). (4.19)

O

Exempel 4.4 (Skalning) Lit g(t) = €3 V1 vet att Laplacetransformen av f(t) = el gesav
F(s) = 5. Sats 4.2 ger dirfor ate G(s) = %=

—1 5—3'

w\m

Hiir skalas alltsa tidsvariabeln om mellan f(t) och g(¢). Nista teknik kallas exponentiell skalning.

(Exponentiell skalning) Lit f(¢) vara en given funktion med Laplacetransform
F(s) och a > 0 vara ett givet tal. Vi bildar g(t) = e f(t). D4 giller att Laplacetransformen
G(s)avg(t) gesavG(s) = F(s — ).

Bevis. Vihar

G(s) = /000 e f(t)e St dt = /OOO f(t)e*(sfa)t dt = F(s — a). (4.20)

Exempel 4.5 (Exponentiell skalning) Lit g(t) = €. Vi anvinder nu istillet exponentiell
skalning. Vihar g(t) = e f(t), dir f(t) = 1 med Laplacetransform F'(s) = 1. Vi fir genom att

anvinda exponentiell skalning G(s) = F(s — o) = L.

Kan vi Laplacetransformera f () gar alltsi e f(¢) enkelt att transformera. Det finns andra tekniker
ocksa men vi nojer oss for tillfillet for att ga vidare till Laplacetransform av derivata och integral som ir en
huvudpoing med Laplacetransform.

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler

Laplacetransformen anvinds for att 16sa differential- och integralekvationer. Anledningen till att den lim-
par sig for dessa problem ir att Laplacetransformen av bade derivator och integraler ir enkel att rikna ut
om man kinner Laplacetransformen av integranden eller funktionen som ska deriveras.

(Laplacetransform av derivata) Lit f(¢) vara en deriverbar funktion sidan att
|f(t)] < Ce. Lat vidare Laplacetransformen av f(t) vara F(s). Da giller att L(f'(t))(s) =

sF(s) — f(0).

Bevis. Vianvinder partiell integration

L(f'()(s) = /OOO e fi () dt = [ f(D)] 5+ /OOO e f(t) dt = —f(0) + sF(s), (4.21)



Kapitel 4. Laplacetransform 77

om Re(s) > aeftersom med s = x + iy giller att

p —(z+iy)t < —xt|| ,—iyt < (a—z)t _
Jim fe FO] < Jim |em e[ f(1)] < lim Ce 0, (4.22)
dix = Re(s) > a. O

Exempel 4.6 (Laplacetransform av hégre ordningens derivata) Genom att upprepa for-
meln f6r Laplacetransform av derivatan kan vi hirleda en formel f6r hégre ordningens derivata.
Givet att f(t) ir tvd ginger kontinuerligt deriverbar giller

L") (s) = sL(f'(1)(s) = 1'(0) = SL(F(£))(s) — 5£(0) — £'(0). (423)
For tredjederivatan giller
LF"(®)(s) = sLIf"(1)(s) = £7(0) = s*LIf(1))(5) = 5°£(0) = 5£'(0) = f7(0). (424)
Den allminna formeln ges av f6ljande sats.

(Laplacetransform av hégre ordningens derivata) Lit f() vara n ging-
er kontinuerligt deriverbar. Lit vidare Laplacetransformen av f(t) vara F'(s). Da giller att

L(fT(1)(s) = s"F(s) = Xiy 8" FE7D(0).

Bevis. Formeln f6r Laplacetransform av derivata ger att satsen galler for n = 1. Viantar nu att den giller
forn — Lallesd L(F™D(1))(s) = 8" 1F(s) — S0 6"~ 177 £=1)(0) och visar att relationen giller
f5rn. Vilter vidare g(t) = =1 (t). Vifir G(s) = s” 1F( )= St 1 (0) och g(0) =
f(”_l) (t) sa

L(f"(1)(s) = L(g'())(s) (4.25)
= sG(s) —g(0) (4.26)
=5 s"F(s —sZs” D) = £ () (427)
=s"F(s) = > _ " f07D(0). (4.28)
i=1
Satsen féljer nu genom induktion. O

Derivering motsvarar alltsi multiplikation med s pa transformsidan. For integralen, som 4r derivatans
invers, giller att Laplacetransformen istillet motsvarar division med s.

(Laplacetransform av integral) Lat f(t) vara en integrerbar funktion sadan att
|f(t)| < Ce®. Lat vidare Laplacetransformen av f(t) vara F'(s). Vi bildar g(¢ fo
och antar vidare att |g(t)| < Ce®. Di giller att £(g(t))(s) = 1F(s) under forutsattnmg att
Re(s) > a.
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Bevis. Vianvinder partiell integration for att fa
) B t _1 3 . 1 ) s 1
£lat)e) = [ et [ pmarar= ety [T @ d= 2P, (29)

eftersom g(0) = 0 och grinsvirdet i 0o ocksa blir 0. Detta ses genom att anvinda att Re(s) > a, lata
s = x + 1y och studera

Tim [~ ()] < lim (el g(t)] < lim Cel =0, (430)
dix = Re(s) > a. O

Exempel 4.7 (Laplacetransform av integral) Lit f(¢) = 1, med Laplacetransform %, och
g(t) = fg 1dr = t. D4 ges Laplacetransformen av ¢ av

e = ([ 10r) (= 5. (430

Pa samma sitt giller att
LE)(s) = L ( /0 "9 d7> (s) = 833 (432)

och genom upprepning
£(t")(s) = . (43

Derivering pa transformsidan motsvaras i sin tur av multiplikation med —t i tidsdominen.

(Multiplikation med ) Lat f(¢) varaen given funktion med Laplacetransform F'(s).
D4 giller att g(t) = ¢ f(t) har Laplacetransform G(s) = —F"(s).

Bevis. Vihar P ~
Fo) =g [ et =— [Tt a = -G, (+34)
dS 0 0
O
Exempel 4.8 (Laplacetransform med hjélp av derivata) Vi bestimmer Laplacetransfor-
men av t*e . Genom att anvinda sats 4.7 fir vi att
d 1 1
L(te™")(s) = —— = : :
(te™")(s) Gstl Gri)p (4-35)
Pa samma sitt giller
d 1 2
Lt ") (s) = —— = 36
(t%e™")(s) GEr) G (436)
och i allminhet
k_—t k!
L(te ") (s) = (437)

(s + 1)k+1"
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4.4 Faltning

Man skulle kunna tro att Laplacetransformen av produkten av tva funktioner ir lika med produkten av
Laplacetransformerna men sa enkelt 4r det inte. Istillet giller att Laplacetransformen av en speciell inte-
gral, faltningsintegralen, mellan tva funktioner 4r lika med produkten av Laplacetransformerna. Nir man
16ser ordinira differentialekvationer med Laplacetransform ir det vikeigt att kunna transformera tillbaka
produkter av kinda Laplacetransformer. Dirfor 4r faltning ett viktige begrepp i detta kapitel.

Definition 4 3 (Faltning) Faltningen av tvi funktioner, f(t) och g(t), gesav (f * g)(t) :=
fo flt —u)g(u) du.

Faltningen mellan tva funktioner 4r kommutativ vilket innebir att,

(f )t /f gt —u)du = {T =t —u} = - /ft—f)g(f)dt (95 (D). (439

(Laplacetransform av faltning) For tvi kontinuerliga funktioner f(t) och g(t)
som uppfyller | f(t)] + |g(t)| < Ce? giller,

L((f ) (@) (s) = LUf(#))(s) - L(g(E))(s)- (439)
Bevis. Vilater h(t) = (f * g)( fo g(t — u) du och betecknar dess Laplacetransform H (s). Vi
far da att
H(s) = / h e Sth(t)dt (4.40)

/ _St/ f(u)g(t —u)dudt (4.41)

= / / e " f(u)g(t — u) dudt = { vi byter integrationsordning } (4-42)
o Jo

- / / e flu)glt — u) dtdu = {T = ¢ — u} (4.43)

/ / —5) £ (u) g (T) di du (4-44)

= / e f(u) d / e~*tg(T) di (4.45)
0 0
= L(f())(s)L(g(t))(5)- (4.46)

I figur 4.2 ser vi integrationsomradet i tu-planet. Nir vi byter ordning pa integralerna kommer grinserna
istillet ga fran O till oo i u och frain w till co i ¢. ]

Exempel 4.9 (Faltning) Bestim den inversa Laplacetransformen dill H(s) = 261D +1) Vi vet
sedan tidigare att £(t) = s 2 och L(e™?) = (s + 1)1 sa H(s) = F(s)G(s) med f(t) =toch
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Figur 4.2: Byte av integrationsordning.

g(t) = e~ . Vianvinder sats 4.8 och fir
h(t) = (f * 9)(t) (4-47)
t
= /0 (t—u)e “du (4-48)

t t
= / e “du— / ue “du (4.49)
0 0

t
t(l—e) + [ue_"}; - /0 e “du (4.50)
=l —e ) tie =l —e ) =@ i — L (4-51)

4.5 Impulser och diskontinuerliga funktioner

I tillimpningar 4r det viktigt att kunna hantera diskontinuerliga funktioner och impulser som t.ex. upp-
kommer nir en elektrisk krets slis pa. For att uttrycka denna typ av fenomen matematiskt aterkommer vi
till Heavisides stegfunktion.

Definition 4.4 (Heavisides stegfunktion) Heavisides stegfunktion 6(¢) = 1f6r¢ > 0 och
0(t) = 0 fort < 0.

Eftersom 6(t) = 0 fort < 0 har den Laplacetransform £(6(t))(s) = L£(1)(s) = 2. Diskon-
tinuiteten i O:an paverkar inte integralen eftersom vi har definierat integralen f6r styckvis kontinuerliga
funktioner och integralens virde paverkas inte av funktionens virde i en enskild punkt.

Genom definitionen av Heavisides stegfunktion kan vi 4ven studera fordrdjning. I tillimpningar in-
nebir férdrojning till exempel att en spinning slas pa vid en given tidpunkt 7" i framtiden. Vi har nu nytta
av att vi definierat integralen for stykvis kontinuerliga funktioner.
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(Fordréjning) Lic f(t) vara en given funktion med Laplacetransform F'(s), T > 0
vara ett tal och 6(t) vara Heavisides stegfunktion. Da giller

L(F(t = T)o(t — T))(s) = T F(s). (452
Bevis. Vihar
L =TI =T () = [ e~ Toe ~T) (459)
= /TOO e St —T)dt ={r =t —T} (4.54)
= /0 s ) f(r)dr = e TF(s). (4.55)
]

Exempel 4.10 (Laplacetransform vid férdréjning) For att bestimma Laplacetransformen
av den funktion som beskriver att en spinning av storlek F slas pa vid tiden ¢t = 1, kan vi anvinda
Heavisides stegfunktion och sats 4.9. Vihar f(t) = Ef(t — 1). Vi fir

e—s

LBt~ 1))(s) = B, (4:56)

eftersom £(0(t)) = £(1) = L.

Ett annat fenomen som 4r vanligt i tillimpningar 4r krafter som verkar med stor styrka under kort tid,
s kallade impulser. Om vi liter € > 0 vara ett litet tal si definierar vi den diskontinuerliga funktionen

d¢(t) pi foljande vis,

0, t< —e
Se(t) =3 5, —e<t<e (457)
0, t>e

I figur 4.3 ser vi hur funktionen d () for mindre och mindre virden p € vixer mot en impuls i origo men
attintegralen forblir konstant [ fooo de(t) dt = 1forallae. Vihariven attlime_, 6.(t) = Oforallat # 0.
Vi vill studera den generaliserade funktion 6 som uppkommer di vi liter e — 0.

Definition 4.5 (Diracs delta) Diracs delta ir en idealiserad enhetspulsit = 0 sidan att 6(t) =
lime_, dc(t) = 0 forallat # 0 och med fix;o 0c(t)dt = 1forallae > 0.

En impulsi tidpunkt ¢y > 0 uttrycks som 0 (¢ — to). En viktig egenskap f6r Diracs delta ir att givet en
kontinuerlig funktion f(t) giller att,

[e%s) ) [e%s) . 1 to+e .
/O S(t—to) f(t) dt = 613&/0 e(t—to) f(t) dt = lim o /to 6 f(tydt= lim f(to+ee) = f(to).
(4.58)
Vi anvinder medelvirdessatsen for integraler som siger att j;f)oj: f(t)dt = 2ef(to + ce) for ndgot

e € [to — €, to + €. Integralen av produkten mellan §(t — tg) och en kontinuerlig funktion f(t) blir
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A
—_— €=0.1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 e=0.5
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 t
1 1 1 1 1 1 >

Figur 4.3: Funktionen d¢(¢) dire = 0.5,0.25,0.1.

alltsa funktionens virde i tg. Denna egenskap brukar anvindas f6r att definiera Diracs delta. Diracs delta
uppfyller inte de krav vi har satt upp pa funktioner for att de ska kunna ha en Laplacetransform, nimligen
|f(t)| < Ce™. Den uppfyller inte ens kravet pa att vara en funktion utan brukar betraktas som en gene-

raliserad funktion. Integralen i vinsterledet av (4.58) 4r inte heller definierad i den vanliga meningen, men

ges en mening av (4.58). Detta kan anvindas f6r att definiera Laplacetransformen av 0.

(Laplacetransform av Diracs delta) Vi har att
L(5(t —to))(s) = e,

forallaty > 0. Speciellt giller £(5(t))(s) = 1.

Bevis. Viantar forstatttg > 0 och € < ¢y och studerar Laplacetransformen av 6 (t — to):

to+e e—st

L(S:(t—1t9))(s) = /Ooo e S5 (t — to) dt = /t

0—€

dt =
2¢ 2es

s€e —s€
—€

Vikan nu lita e — 0. L'Hopitals regel ger att lim,_,+ © = 1. Dirfor giller

2s€
L(5(t —tg))(s) = e 50,
Vi utvidgar nu resultatet till 5 = 0 genom att ga i grins:

LE1)(s) = lim et =1.

to—0t

_ Le*Sto (686 _ 6736).

(4.59)

(4.60)
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4.6 Losning av begynnelsevardesproblem

Vigar nu tillbaka till det ursprungliga problemet att16sa linjira ODE som motiverade inférandet av Lapla-
cetransformen. Metoden fungerar om koefficienterna till ekvationen 4r konstanta. Férdelen med Laplace-
transform ir att den ger ett systematiskt sitt att berikna partikulirlgsningar utan att man behéver ansitea
enl6sning. Diskontinuerliga hogerled och impulser kan dessutom hanteras. Vid 16sning med Laplacetrans-
form f6ljer vi fyra steg som vi sig redan i det férsta motiverande exemplet. Principen ir f6ljande:

1. Laplacetransformera differentialekvationen.
2. Sittin begynnelsevillkoren.
3. Los den algebraiska ekvationen (hir behévs ofta partialbriksuppdelning anvindas).

4. Anvind tabell for att berikna den inversa Laplacetransformen som ger 16sningen till differentia-
lekvationen.

I nedanstiende sats sammanfattar vi ndgra Laplacetransformer.

(Tabell av Laplacetransformer) Lit F'(s) och G(s) vara Laplacetransformer till
f(t) respektive g(t). Da giller

L(af(t) + B9(H)(5) = aF(s) + BG(s) (463
L(f@)s) = - F (2) (469
L( (= T8~ T))(s) = =T F(s) (4.65)
LGE)() =1 (4.66)
LOW)(s) = - (467
L) (s) = iy (468
£ (5) = 5 e (+69)

—at _ 1
L)) = —— (470)
L(sin(at))(s) = 5~ (4.7)
L(cos(an))(s) = 57— (472)
(4.73)

Bevis. Alla utom de sista tvd ges som exempel i texten ovan. Vi later f(t) = sin(at). Den komplexa expo-
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iat _ ,—

nentialfunktionen kan skrivas ?®* = cos(at) + i sin(at). Vi har att sin(at) = 627fm vilket ger

o] eiat _ efmt
F(s) =/ e M ——dt (4.74)
0 21
1 [ . ,
= — [ elia=s)t _ c(—ia=s)t gy (4.75)
21 0
1 1 , 1 , o0
_ = (ta—s)t —(ai+s)t -6
21 [ia—se +s—|—iae L (+76)
1 1 1
_2i<s—ia_s+ia> (477)
1 2a
- 78
2i 52 + a? (+78)
a
T 24 a2 (4.79)
Vi kan anvinda Laplacetransformen fér derivata for att transformera cos(at). Vi har
1d 1
£(cos(at))(s) = £L(- = sin(at)) = ZF(S) ~ ~sin(0) = ﬁ (4.80)
O

Vi borjar med tva exempel pa ordinira differentialekvationer som kan l6sas med Laplacetransform.

Exempel 4.11 (Begynnelsevardesproblem) Vi studerar féljande ordinira differentialekva-
tion. Lat u(t) vara 18sning till

u(t) + 20/ (t) +u(t) =, u(0)=0, «'(0)=1. (4.81)

Vi Laplacetransformerar ekvationen och liter U (s) beteckna Laplacetransformen av u(t)

52U (s) — su(0) —u'(0) + 25U (s) — 2u(0) + U(s) = L(e ) (s) = (4.82)

s+1°

Hir anvinder vi sats 4.4 om Laplacetransformen av derivator. Genom att sitta in begynnelsevirde-
na och flytta om termer far vi

(2425 + 1)U(s) = +1, (4-83)

vilket ger
1 1

Gr1E st 1E

U(s) =

(4.84)

Vianvinder nu sats 4.1, £(t"e ) (s) = W, foratedraslutsatsenattu(t) = 1t2e ' +te .

I exemplet ser vi att den karaktiristiska ekvationen 2 4+ 2r + 1 = 0 har en dubbelrot r = —1.
Laplacetransformen hanterar detta, utan speciella ansatser, med hjilp av partialbraksuppdelning. Vi ser
dven hur tabellen av Laplacetransformer anvinds for att transformera tillbaka till tidsdoménen.

Ett stort tillimpningsomrade f6r Laplacetransform ir elekeriska nit. Relationen mellan strém, spin-
ning, resistans och induktans kan beskrivas med hjilp aven ODE.
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Exempel 4.12 (Elektrisk krets) En spole med resistans 12 och induktans L ir seriekopplad till
en generator med spinning u(t) = E. Strommen (t) kan da beriknas som 18sningen till ekvatio-
nen

di(t
Ri(t) + Lzl(t) =u(t)=FE, i(0)=0. (4.85)
Vi later Laplacetransformen till i(¢) vara I (s) och far
E
RI(s) + LsI(s) = < (4.86)
Omskrivning ger
E I
I = = . .8
(s) SEALs) s+ (4.87)
Sats 4.8 om faltning ger att
: E [t _kr, Ef L &t E R,
Z(t)L/O\l'eLdTL[—ReL}OR(l—e L). (488)

Vi ger nu dnnu ett exempel pa en elekerisk krets som leder till nagot som kallas en integro- differentia-
lekvation. Det ir en differentialekvation som 4ven innehéller en integral.

Exempel 4.13 (Elektrisk krets) En spole med induktans L, en resistor med resistans 2 och
en kondensator med kapacitans C' ir seriekopplade med en spinningskilla med spinning E(t) =
e 2t Strommen 4 (t) ges da som I6sningen till ekvationen

Li'(t) + Ri(t) + é/o i(t)dr = E(t). (4.89)

LitL = 1, R = 4,C = £ och berikna strsmmen i(t) om i(0) = 0. Vi Laplacetransformerar och
far

3 1
I 47 —I(s) = . .
S1(5) + 41(s) + 21(s) = — (450)
Vi multiplicerar med s och 18ser ut ()
S 1 s
I(s) — . = .
() s+2 s24+45+3  (s+2)(s+1)(s+3)’ (491
eftersom s% + 45+ 3 = 0 har 16sningar s1 = —1 och so = —3. Vi genomfér nu partialbriksupp-
delning:
s A i B i C (4.92)
G+1)(5+2)(5+3) s+1 s+2 s+3 92
Genom att gora liknimnigt far vi ekvationen
s=A(s+2)(s+3)+B(s+1)(s+3)+C(s+1)(s+2) (4.93)

= As? +5As + 6A + Bs®> + 4Bs + 3B + Cs? + 3Cs + 2C (4.94)
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som ska gilla for alla s. Detta leder till tre ekvationer med tre obekanta, nimligen ekvationerna f6r

s2, s och 1 termerna

0=A+B+C, (4.95)
1=5A+4B + 3C, (4.96)
0=6A+3B+2C. (4.97)

Eftersom A + B + C' = 0 ger den andra ekvationen att 1 = 2A 4 B och den tredje 0 = 44 + B
eller B = —4A. Sitter viin det firvi 1 = 2A — 4A vilket innebir att A = —%, B = 2, 0och
dirmedC = —A — B = —%. Vi far allts3 att

1 1 2 3 1
I(s) = —= - = . .98
&) ==3371 552 25+3 (498)
Genom att anvinda sats 4.11 kan vi Laplacetransformera tillbaka och slutligen fa
1 3
i(t) = —ie_t +2e7 % — 56_3'5. (4-99)



Ovningar

4.1 Definition av Laplacetransform

Ovning 4.1 Bestim for vilka s € C Laplacetransformen av f(t) ir vildefinierad.

(a) f(t) = et cos(t) (b) f(t) = e3sin(t) (c) f(t)=t+2 (d)f(t) = 3000

Ovning 4.2 Bestim for vilka s € C Laplacetransformen av f(¢) ir vildefinierad.

@ft) =t O f)=(+1)(t—1) (f(t)=te" (d)f(t)=esin*(t)

Ovning 4.3 Berikna uttrycket givetatt £(¢)(s) = S% och L(#?)(s) = S%

(@) LBt +2)(s) (b) Lt +3t2)(s) () ZH2DE) () £(t(a + bt))(s)

S

Ovning 4.4 Bestim f(t) for den Laplacetransformerade funktionen F'(s).
@F(s) =% OFs) =2 Fs)=3+53+5% @F(6s) =24

Ovning 4.5 Om majligt, ange a och C' sa att | f(¢)] < Ce™ forallat > 0, annars motivera
varfor det inte gar.

(2) £(£) = 10sin(2)e*  (b) f(t) = 5t (o) f(t) = ¢!

2

(d) f(t) =In(t + 1)e*
4.2 Tekniker for att berdkna Laplacetransform

Ovning 4.6 Anvind skalning for att bestimma Laplacetransformen till f(¢).
() f(t) = €+ (3)> () f(t) = te™" + e (o) f(t) = sin(2t) + cos(2t) (d) f(t) =
el +eX 4+ ..+

Ovning 4.7 Bestim Laplacetransformen till f(¢) samt for vilka s € C Laplacetransformen ir
vildefinierad.

(2) F(t) = e cos(t) (b) f(t) = 2™ (o) () = €2t + 22 (d) f(2) = t(e + )

Ovning 4.8 Bestim den funktion vars Laplacetransform ir F(s).

@WF(s) = grgeg OF() =225 OF(6) =35 ()F(s) = oy

Ovning 4.9 Bestim den funktion vars Laplacetransform ir F'(s).

(@) F(s) = z=tos (D) F(s) = 22552 () F(s) = =5 (d) F(s) = 2555250

Ovning 4.10 Bestim den funktion vars Laplacetransform ir F'(s).

@WFG6) =5y OF6) =255 OF6) =32325 (@ F(s) = 5t

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler
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Ovning 4.11 Lit f(t) vara en given funktion sidan att f(0) = 3, f’(0) =7, f”"(0) = —4 och
f(0) = 11. Lat Laplacetransformen av f(t) betecknas med F'(s). Bestim Laplacetransformen
av uttrycket i termer av F'(s).

@ f'(t) ) ') (") (@)f"®)

Ovning 4.12 Bestim Laplacetransformen fér ODE:n.

() f"(t)+3f'(t) = e, f(0) = 1, f'(0) =0 (b) f"(t)—2f'(t) = t*, f(0) = 0, f'(0) = 2
(@4f"(t) + f'(t) + 3f(t) = sin(2t), f(0) = 1, f'(0) =2 (d) f"(t) +2f"(t) + f(t) =
10, £(0) =1, f'(0) = 2, f"(0) = 3

Ovning 4.13 Bestim Laplacetransformen for f(t).

() F(t) = teos(t) (b) f(t) = tsin(3t) (o) f(t) = te¥ (d) (1) = 126

Ovning 4.14 Bestim Laplacetransformen for f(t).

(2) ft) = Jycos(r)dr (b) f(t) = [ye*mdr (o) f(t) = fyreTdr (d) f(t) =
2 sin(5t)

Ovning 4.15 Bestim Laplacetransformen fér ODE:n.

@ ") = f(O)+ft)=¢t f(0O)=1, f(0)=1, [

o) () + f'(t) = f(H) =e* f(0)=2, f(0)=1, [f'(0)=1

(©) f"(t) +5f'(t) = 5f(t) = cos(3t) [f(0)=-1, [f'(0)=2

@) f"(t) = 3ft)=¢ f(0)=2, f(0)=1, f"(0)=1, [f"(0)=2

4.4 Faltning, impuls och diskontinuerliga funktioner

Ovning 4.16 Utifrin den givna Laplacetransformen H (s), berikna dess inversa funktion h(t)
genom att anvinda faltning.
2

@H(s) = sobyy WVH() = 52 ©OH() =3 @) H(s) = i

Ovning 4.17 Bestim Laplacetransformen till impulsfunktionen (t).
(@) f(t)=30(t—2)+0(t—1) (b) f(t) =20(t+2)—06(t+1) (o) f(t) =0d(t+1)+0d(t)
(d) f(t) = —26(t —2) + 26(t — 2)

Ovning 4.18 Bestim grinsvirdet.
() limeso [y 0ccos(z)dz (b)) limeso [ dea?dz (¢) limeso [1, 0ce®* dz (d)
lim_,q fil dcx sin(x) dx

Ovning 4.19 Bestim Laplacetransformen for f () dir 6 ir Heavisides stegfunktion.
() f(t) = 0@t =T (b) f(t) = 20t = T) (o) f(t) = sin(2)0(t — 3T) (d)
f(t) =0t —T)t?e !



Ovning 4.20 Bestim Laplacetransformen for f(t) .
(@) f(t) =0(t) —0(t—2) (b)f(t) =0(t+2)—0(t—2) ()f(t)=06(-3)+0(t+1)
(d)ft)=0(t—m)—0(t—k),0<k<m

4.5 Losning av ODE med Laplacetransform

Ovning 4.21 Anvind Laplacetransform fr att 16sa differentialekvationen.
(@)u’(t) =d(t),u(0) =0,4/(0) =0 (b)u'(t)+2u(t) =t,u(0) =0 (c)u"(t) —u(t) =
e 2 u(0) = 0,4/ (0) = —1.  (d)u"(t) + 9u(t) = 3, u(0) = 0,4/ (0) = 0.

Ovning 4.22 Anvind Laplacetransform f6r att [6sa differentialekvationen.
(a) ' (t) + ku(t) = t,u(0) = 0 (b)u/(t) + u(t) = e, u(0) = 2 (o) u"(t) = 123
u(0) = 0,4 (0) =0 (d)u/(t) + 3u(t) =3,u(0) =1

Ovning 4.23 Anvind Laplacetransform for att 16sa differentialekvationen.
(2) 2u/(t) + 4u(t) = 1,u(0) = 3. (b)u”(t) + Ju(t) = 34(t), u(0) = =9,4/(0) =0 (¢
W' (t) — 3u(t) = et,u(0) =2 (d)u/(t) = sin(3t), u(0) = 4

Ovning 4.24 Anvind Laplacetransform f6r att [6sa differentialekvationen.
() [yu(r)dr +3ut) =2 (b) [y 3u(r)dr +u(t) = —t ()4 [ u(r)dr +u'(t) = 2,
w(0) =0 (d) [y u(r)dr = t2

Ovning 4.25 Anvind Laplacetransform for att [6sa differentialekvationen.
(@) u”(t) + u(t) = 0,u(0) = 1,4/(0) = =1 (b)2u"(t) — u/(¢t) = —1,u(0) = 0,4/ (0) =0
() u/(t) + 4u(t) = 6(t),w(0) =3 (d)u"(t) + du(t) = e*,u(0) = 0,%'(0) = 2

Problem
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4.1 Definition av Laplacetransform

Problem 4.1 Antagatt|f(t)|+|f'(t)| < Ce™ fornigraa, C' > 0. Visaatt lims_o0 F(s) =0
genom att anvinda partiell integration.

4.2 Tekniker for att bestimma Laplacetransform

Problem 4.2 Bestim Laplacetransformen av sin(t + 1).

Problem 4.3 Bestim Laplacetransformen av f(t) = t™. Giller | f(¢)| < Ce™ fornigraa, C' >
02

4.3 Laplacetransform av derivator och integraler



90

Problem 4.4 Antagattlim;_, @ existerar. Visa att E(@)(s) = [ F(z)dz.

Problem 4.5 Bestim Laplacetransformen till @

4.4 Impuls och diskontinuerliga funktioner

Problem 4.6 Visaatt(t) = lim._04 ffoo de(T)dr.

Problem 4.7 Litf(t) =t,0<t <1, f(t)=1,1<t<2,f(t)=3—-12<t < 3och
annars 0. Uttryck f(¢) med hjilp av stegfunktioner och bestim dess Laplacetransform.

4.5 Losning av begynnelsevdrdesproblem med Laplacetransform

Problem 4.8 Anvind Laplacetransform for att18sa ekvationen, " +2u'4+u = f(t),u(0) = 0,
u/(0) = 1, dir f(¢) uppfyller | f(¢)| < Ce®.

Problem 4.9 Lsbegynnelsevirdesproblemet v’ (t) — 2u(t) + fot u(s)ds = et, dir u(0) = 1.

Problem 4.10 Bestim l6sningarna uq(t) och ua(u) tll det kopplade begynnelsevirdesproble-
met

1
w1 (t) + ug(t) = 2t + 6t3, (4.100)

s (t) — ur(t) = 0, (4.101)

med begynnelsevillkor u1(0) = 1 och u2(0) = 0 genom att Laplacetransformera bada ekvatio-
nerna.



5. System av ODE

Introduktion till linjar algebra
System av férsta ordningens ODE
Hoégre ordningens ODE

Existens och entydighet av I6sning

Alternativ definition av exp(z) och In(z)

Alternativ definition av cos(x) och sin(x)

System av ordindra differentialekvationer dr vanligt forekommande inom mekanik, matematisk bio-
logi, kemi och mdnga andra discipliner. I detta kapitel introducerar vi matris-vektornotation for att
enklare kunna arbeta med system av ODE. Vi visar att higre ordningens ODE kan skrivas om som
system av forsta ordningen genom inforandet av hjilpvariabler. Existens och entydighet av lisning for
ekvationer med Lipschitz-kontinuerliga bigerled filjer genom en generalisering av Picards sats. Vi an-
véiinder existensresultatet for att ge alternativa definitioner till elementdira funktioner som lisningar
till differentialekvationer.

5.1 Introduktion till linjar algebra

Vi bérjar med en kort introduktion till linjir algebra, for att kunna inféra limplig notation for system av
ODE. Ett centralt begrepp inom linjir algebra 4r vektorer.

Definition 5.1 (Vektornotation) Envektor & = [ vy wp ... v, | iren uppsittningav
n € Ntulv; € R,i = 1,...,n. Talen v; kallas komponenter. Vi skriver v € R".

Vektorer har en rad karakteristiska algebraiska egenskaper. De kan adderas och multipliceras med tal
(skalidrer). Givet tva vektorer U = [ V1 Vg ... Up ] och W = [ w; Wy ... Wp ] med lika
manga element fas summan genom att summera komponentvis

17+1E:[v1+w1 Vo +wy ... vn—i—wn]. (5.1)

Multiplikation mellan en skalir o € R och en vektor ¥ fis genom att multiplicera varje komponent med
skaldren
al = [ avy auy ... QUp ] . (5.2)

Vektorn u = av + fw med «, 5 € R kallas linjir kombination av v och w.
Vektorer kan dven multipliceras med varandra férutsatt att de har lika minga element. Skalirproduk-
ten tar tva vektorer som indata och ger ut ett tal, en skalir, som utdata.

91



92 5.1. Introduktion till linjar algebra

Definition 5.2 (Skaldrprodukt och ldngd) Lit ¥ = [v; va ... w,] och @ =
[wi wa ... wy] vara tvi vektorer. Skalirprodukten ges av ¥ - @ = > ; v;w;. Lingden ges
a]] = (7 9)"2 = (i 7).

Exempel 5.1 (Ldngd och skaldrprodukt) Bestim skalirprodukten av vektorerna v =
[2 1 —2]ochw=[0 —2 -2 ]|samtlingdenavd.Vifird - @ =2-0+1-(-2)+
(=2) - (—2) = 2. Lingden gesav |[] = /22 + 12 + (-2)2 = 3.

ingden av en vektor U = [v1 vo es alltsd av \/v3 4 v3 vilket dr avstindet mellan origo oc
Lingd ke € R? gesallt  + v3 vilket tindet mellan origo och
punkten (v, v2) enligt Pythagoras sats. P4 samma sitt motsvarar lingden i hdgre dimension avstindet
mellan punkten och origo, som kan hirledas genom upprepad anvindning av Pythagoras sats.

Vi infér enhetsvektorerna €1 = [ 1 000 ... 0 ],52 = [ 0100 ...0 ] till och
med €, = [ 0O 00 0 ... 1 ] innehallande n element. Varje vektor v = [ U1 V2 ... Up ]
kan skrivas som en linjirkombination av enhetsvektorerna multiplicerat med vektorns element pa féljande
vis

n
7= v (5:3)
i=1
Enhetsvektorerna har lingd |€;| = 1. Skalirprodukten mellan enhetsvektorerna ges av €; - €; = 1 och

€ -€ =0omi # j.

Vektorer har dven en geometrisk tolkning som en riktad stricka i R™. De brukar representeras som
pilar. I figur s.1ser vi en vektor v € R? tillsammans med enhetsvektorerna €5 och &. Vinoterar att vektorn
U representerar den riktade strickan mellan punkten (v1,va, ..., v,) € R™ och origo och dess lingd | 7]
ar allsd strickans lingd. De geometriska tolkningarna av addition av vektorer och multiplikation med

€2

€

Figur s.t: En vektor 7 € R? tillsammans med enhetsvektorerna &) och €5.

skaldr illustreras i figur 5.2 med exemplen[ 2 1 ]—I— [ 1 2 ] = [ 3 3 }(Viinster) och3[ 11 ] =
[ 3 3 ] (hoger).

Aven skalirprodukten har en geometrisk tolkning. Den geometriska skalirprodukten definieras som

v-w = |v||w]|cos(¢), (5-4)

dir ¢ ir den mellanliggande vinkeln. Skalirprodukten 4r som mest produkten av lingderna och som minst
minus produkten av lingderna eftersom cos(z) tar virden mellan —1 och 1. Om den mellanliggande vin-
keln 4r 7 /2 blir produkten noll. Vi siger d4 att vektorerna ir vinkelrita eller ortogonala mot varandra.
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3.0[ 3.0f ‘ ‘ ‘ ‘ 30
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2.0 2.0
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Figur 5.2: Geometrisk tolkning av summan av tvi vektorer (vinster) och multiplikation med skalir (hdger).

Detta giller till exempel enhetsvektorerna. Om vinkeln ir O blir skalirprodukten lika med produkten av
vektorernas lingder.

De tva definitionerna av skalirprodukt dr ekvivalenta. Vikan se det med féljande argument. Vi bildar
den geometriska skalirprodukten mellan en vektor 7 = [ V1 Vg ... Up ] och enhetsvektorn €;. Vi
far

U € = |v|cos(¢) = vj, (s:5)

dir ¢ dr vinkeln mellan ¥ och €;. I figur 5.3 illustrerar vi detta resultat genom att vilja koordinatsystemet sa
att den horisontella axeln gir i riktningen av €;. Detta innebir att definitionerna ir ekvivalenta for skalir-

Y

Figur 5.3: En vektor ¥/i ett koordinatsystem dir z-axeln viljs i linje med enhetsvektorn €;. Vinkeln mellan vek-
torerna ges av ¢ och lingden av ¢-vektorns komponent i riktning €; ges av talet v;.

produkt mellan en godtycklig vektor och en enhetsvektor. Men en godtycklig vektor kan skrivas som en
linjairkombination av enhetsvektorer 1 = Z?Zl w;€; sa dirfor giller att den geometriska definitionen

leder till den algebraiska

3
3
3

Vi gar nu vidare till matriser.



5.1. Introduktion till linjar algebra

Definition 5.3 (Matrisnotation) En n X m matris A, med n rader och m kolumner, ir ett
rektangulirt talschema. Matrisen A med element a;;, 1 <4 < mnoch1 < j < m skrivs

ailr ai2 ... Qaim
a21 a2 ... am

A= . (57)
anl1 AaGp2 ... QOpm

Addition av matriser och multiplikation med skalir gors elementvis pa samma sitt som f6r vektorer

och

a1 a2 ... Qim bi1 b2 ... bim a1 +b11 ai2+bia ... aim+bim
a1 @22 ... Q2m bor b ... bony ag1 +ba1 aga+ba ... am+ by
+1 . . : =
anl Ap2 ... 0pm bnl bn? e bnm anl + bnl an2 + bn2 coo Opm + bnmy
(5-8)
a1l a2 ... Qim aalp oa12 ... QQim
as1 a9 ... Qo9m aas1 Qay ... Qa2m
al| . . . = . . . : (5-9)
anpl AaAp2 ... QAnpm aln1 QaQp2 ... CQpm

En vektor kan ses som ett specialfall av en matris med antingen endast en rad eller en kolumn.

Definition 5.4 (Rad- och kolumnvektor) Enn x 1 matris kallas en kolumnvektor. En1 x m
matris kallas radvektor.

En kolumnvektor kan skrivas med f6ljande notation ¥ = [v; vg ... vn]T. Beteckningen T star for

transponat och kan 4ven appliceras pa matriser enligt f6ljande, dir elementen a;; och aj; byter plats:

T
aij; ai ... QAaim ail a2 ... Qin
as1 a922 ... Qa2m a1 Q22 ... Qa2p
=1 . o .- (s.10)
apl QAp2 ... Gpm am1 Am2 ... Gmnp

En matris kan multipliceras med en vektor om antalet kolumner i matrisen 4r samma som antal rader

i vektorn.

Definition 5.5 (Matris-vektormultiplikation) Lit A varan X m matrisen

ail] a2 ... Qaim
a1 ago oo A2m

a=| T (s

anl1 AaQp2 ... Qapm
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och lat Z varam X 1 kolumnvektorn

T

T2
(5.12)

8
I

Tm

Da ges produkten av A och & som en n X 1 vektor dir varje rad 4r skalirprodukten mellan motsva-
rande rad i A och vektorn Z, alltsd

a1121 + a12T2 + - - + A1 Tm

R G21%1 + G22%2 + - -+ + A2mTm
AZ = : . (5.13)

Ap1X1 + @p2T2 + - - + ApmTm

Exempel 5.2 (Matris-vektor multiplikation) Berikna foljande matris-vektorprodukt

(5-14)

1 4 -2 ‘i’ [ 1-34+4-1+(-2)-0| | 7
05 3 0 S| 05-343-140-0 | |45 |°

Vi ser att produkten beriknas som skalirprodukt mellan rader i matrisen och kolumnvektorn.
En linjir ekvation med n obekanta har formen
a1x1 +asro + -+ anr, =0, a; €R, i=1,...,n. (5.15)

Med matrisnotationen kan vi skriva system av sidana ekvationer och senare system av ordinira differenti-
alekvationer, pi ett kompake sitt.

Definition 5.6 (Linjdra ekvationssystem) Ectt linjirt ekvationssystem med n ekvationer och
n obekanta kan skrivas

a11%1 + a1p®2 + -+ a1y = by
a21%1 + aga%2 + -+ + ATy = by
) (5.16)
p1T1 + 22+ + GppTn = by
eller pd matrisform som
AT = b, (5.17)

dir matrisen A har elementen a;; och kolumnvektorerna Z och b har komponenterna x; respektive
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Exempel 5.3 (Linjdrt ekvationssystem) Skriv foljande ekvationssystem pa matrisform:

rT1+x2+r3 = 3
r1—xT9—x3 = —1 (5.18)
201 +x90—3x3 = O
Vi later
1 1 1 T 3
A=1|1 -1 1|, Z=|a2|, b=]|-1]. (5.19)
2 1 =3 T3 0

Det linjira ekvationssystemet kan da skrivas som
AZ =b. (5.20)

Linjira ekvationssystem kan ldsas pa ett systematiskt sitt med Gauss-elimination. Har vi endast tva
eller tre obekanta kan vi16sa systemen f6r hand med substitution. Detta beskrivs enklast med ett exempel.

Exempel 5.4 (Substitution) Om vi vill I6sa det linjira ekvationssystemet fran foregiende ex-
empel kan vi till exempel 16sa ut x1 = —1 + x2 + 3 ur den andra ekvationen och sitta in i den
forsta och sista. Vi far da tvi ekvationer och tva obekanta x2 och 3 nimligen

14204+ 23+ 29 +23 =229+ 223 —1 =3, (5.21)
—2+ 2294+ 2x3 + 219 — 323 =312 — 23 — 2 =0. (5.22)

Vi anvinder nu den andra ekvationen for att 16sa ut 3 = 3x9 — 2 och sitter in det i den f6rsta
2@ + 213 =8x9 —4 =4 (523)

vilketger zo = 1. Givetxg = lharvizg = 3x2—2 = lochz; = —1+x2+x3 = 1. Losningen
bliralltsi 1 = z9 = 23 = 1.

5.2 System av férsta ordningens ODE

Vi dr nu redo att studera system av forsta ordningens ODE och vi borjar med det linjira fallet. For linji-
ra system 4r matris-vektornotationen speciellt anvindbar. Bade ekvationen och begynnelsevillkoren kan
uttryckas pa ett kompake sit.

Definition 5.7 (Linjdrt system av forsta ordningens ODE) Ett linjirt ekvationssystem med
n forsta ordningens differentialekvationer och 1 obekanta funktioner u; («) kan skrivas pa formen

)

8

Luy(z) = an(@)ui() + arz(@)ua(x) + - - - + an(@)un(2) + bi(
Lus(z) = aon(t)ur(z) + ase(x)us(x) + - - - + azgn(@)un(x) + ba(

8
~—

(5-24)

d%un(a:) = ap1(2)ui(z) + ana(z)uz(x) + ot A () up () 4 by ()
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med begynnelsevillkor u;(0) = ¢j, j = 1, ..., n. P4 matrisform far vi
d — — T — —
7, 8@) = A(2)u(z) +b(z), a0)=¢ (s-25)

dir matrisen A(x) har elementen a;;(z) och vektorerna (), b(z) och & har elementen u; (),
bi(x) respektive ¢;, dir 1 < i,j < n.

97

Vi har n ekvationer och lika minga obekanta u;, 7 = 1, ..., n. Dessutom krivs n begynnelsevillkor

for att bestimma en unik [6sning.

Exempel 5.5 (Linjdr ODE pa matrisform) Skriv foljande system av ordinira differentialekva-
tioner pa matrisform:

{ %ul(az) = 2ug(x), u1(0) =0, (526)
%uz(x) = —u(z), u2(0) = 1. i
Vi later,
| 0 2 ooy | w(z) - |0
Det linjira ekvationssystemet kan da skrivas som
d . . -
%u(m) = Au(z), 4(0) = ¢. (5.28)

Pa samma sitt som for linjira ekvationssystem kan substitution anvindas for att 16sa system av linjira

ODE.

Exempel 5.6 (Linjart system av ODE) Los systemet av ordinira differentialekvationer med
substitution:

%ul(m‘) = 2ug(x), u1(0) =0,

d _ _ (5-29)

Lug(z) = —uy(x), u2(0) = 1.
Visitter in up(v) = 1 Ly (2) frin forsta ekvationen i den andra och far

2
L] () + 2ui(x) = 0. (5-30)

Den karaktiristiska ekvationen 7% + 2 = 0 har rotter r1,2 = £t V2. Losningen ges av

uy () = Acos(xV2) + Bsin(zV?2). (5.31)

Begynnelsevillkoren ger u1(0) = A = 0 och ug(0) = §-Luy(0) = % = 1 vilket ger u1 (z) =
V2 sin(v/2z) och ug(x) = cos(v/2z).

Vi gir nu till en mer generell beskrivning av system av f6rsta ordningens ODE. Vi anvinder vektorno-

tationen for att uttrycka ett allmint system pa kompake form.
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Definition 5.8 (Allmant system av forsta ordningens ODE) Ett allmint ekvationssystem
med n férsta ordningens differentialekvationer och n obekanta funktioner w;(t) skrivs pa formen

Luy(z) = filz,u(z),... un(2))
dus(z) = folw,ua(@), ..., un(@))
(5-32)
%un(:c) = folz,ur(x),...,un(x))
med begynnelsevillkor u;(0) = ¢, j = 1, ..., n. Pd vektorform fir vi
d = . .
%U(ﬂﬂ) = f(x,1u(x)), u(0)=¢ (533)

dir vektorn f har elementen f; och vektorerna @ och char elementen u; respektive ¢;, dir 1 <7 <
n.

Vi har fortfarande n ekvationer, 7 obekanta samt 7 begynnelsevillkor. Vektornotationen kan alltsa
dven anvindas for icke-linjira system av ODE. Vi fortsitter med ett klassiskt exempel pa ett icke-linjirt
system av ODE som modellerar dynamiken i ett slutet system av predatorer och bytesdjur.

Exempel 5.7 (Ravar och kaniner) En enkel modell fér dynamiken i djurpopulationer ir
Volterra-Lotkas ekvation som beskriver populationen av predatorer och bytesdjur i ett slutet sy-
stem. Rivarna (predatorerna) iter endast kaninerna (bytesdjuren) medan kaninerna har gott om
mat. Vilater antal rivar som funktion av tiden ges av y(t) och antal kaniner av z(t). Lotka-Volterras
modell ger f6ljande icke-linjira f6rsta ordningens system av ODE

dzgf) = z(t)(a — by(t)), x(0) =0 (5-34)
WO e~ ke(®), v(0) = w (53)

dir termen ax(t) anger att populationen kaniner dkar exponentiellt i avsaknad av rivar. Det finns
alltsd obegrinsat med mat f6r kaninerna. Termen —bx(t)y(t) paverkar kaninbestindet negativt
och beskriver effekten av att rivar och kaniner triffar pa varandra. Motsvarande term i rivarnas
ekvation kz(t)y(t) verkar positivt pa rivbestindet. Slutligen avtar rivbestindet exponentiellt i av-
saknad av kaniner —cy(t). Vi kan skriva systemet med vektornotation genom att inféra

. 7 > x(a — by)

v = [ y :|7 flz,y) = |: —y(c — kz) :| (5-36)

och 7y = [ 50 } . P4 vektorform fir vi
0

—i(t) = f(t,9(t)), T(0) = . (5-37)

I figur 5.4 visar vi ett exempel pa hur 16sningen kan se ut. Vi borjar med 30 kaniner (orange) och
so rivar (gron) och later a = 1,b = 0.07,¢ = 1 och k& = 0.05. Sluttiden sites till 77 = 40.
Vi ser att nir det finns ont om kaniner avtar rivarna i antal men di fir kaninerna méjlighet att
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oka igen vilket gér att rivarna far mer mat och borjar 6ka igen. Losningarna ir periodiska. Det

finns tvd jimvikespunkter nir populationerna inte dndras mer. Det kan fis fram genom att sitta

Cfl—f = % = 0, alltsd z(a — by) = 0 och —y(c — kz) = 0 med 18sningar x = 0 ochy = 0 eller

x=7=200chy=7 = l;()' Notera att vi tilliter djurantalet att ¢j vara heltal.

80
70 .
60 .
50} .
40
30f
20 1
. \

%05 10 15 20 25 30 35 40

Figur 5.4: Antal rivar (gron) och kaniner (orange) som funktion av tiden.

5.3 Hogre ordningens ODE

I dllimpningar 4r systemen av ODE inte alltid av férsta ordningen. Positionerna i rummet f6r solsyste-
mets planeter bestims av ett system av andra ordningens ODE. Vi kan dock enkelt skriva om ett hogre
ordningens system till ett frsta ordningens system. Vi formulerar denna teknik i féljande sats.

(Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen) LitF': RxR” — R
vara en given funktion och {ci}?z_ol en uppsittning reella tal. En n:te ordningens ODE
u™ = F(x,u,u(l),u@), . u("_l)), u(i)(O) =¢, 1=0,...,n—1, (5.38)

)

kan skrivas som ett system av forsta ordningens ODE. Hir idr uld) = dcf; U.
Bevis. Latu; = u Y ¢ =1,..., n,diru® = . D4 kan ekvation (5.38) skrivas pa formen
tu(z) = uz(z)
déc 1 2
awuz(T) = us(x)

(5-39)

ﬂun(w') = F(z,ui(z),...,uy(x)),
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5.3. Hogre ordningens ODE

vilket dr ett system av forsta ordningen. Bergynnelsevillkoren ges av u;(0) = ¢;—1,i = 1,...,n.

rentialekvationer, inte minst pa grund av att dven hogre ordningens ODE kan skrivas som system av forsta
ordningen. En viktig friga som di behover besvaras dr under vilka férutsittningar ett system av forsta ord-
ningens ODE har unik 18sning. I det skaldra fallet ger Picards sats svaret pa den fragan. Vi ska nu studera

Exempel 5.8 (Vagutbredning) Vi studerar longitudinell vagutbredning i ett system dir tva
massor 4r sammanlinkade i fasta ytterviggar med tre fjidrar, se figur (s.s). Vi liter fjidrarna ha fji-
derkonstant k och massorna massa m. Vi stiller upp ett system av forsta ordningens ODE vars
18sning ir avvikelsen frin jimvikesligena 21 (t) och 2 (t) for de tvd massorna.

Newtons andra lag (/' = m, kraften ir lika med massan ginger accelerationen) och Hookes lag
(F' = kw, kraften ir proportionell mot forskjutning fran jaimviktsliget ) ger tva ekvationer som
beskriver kraftjimvikt for de tva massorna

mil(t) = —kl‘l (t) - k‘(ﬂjg(f) — T (t)), (5.40)
maa(t) = —k(za(t) — x1(t)) — kxa(t). (5-41)
Viinfér nu tvd nya variabler x3(t) = @1 (t) och z4(t) = &2(t) och fir f5ljande system
#1(t) 0 0 1 07[x()
&o(t) | 0 0 01 xo(t) (5.42)
is@®) | ~ | =2k/m  k/m 0 0| | x3(0) |- s
Z4(t) k/m  —2k/m 0 0 x4(t)

med begynnelsevirden z;(t) = ¢; féri = 1, 2, 3, 4. Vikan alltsa skriva om systemet som ett system
av forsta ordningens ODE.

W\ -

Figur s.5: Konfiguration av massor m och fjidrar k i exempel s.8.

En stor mingd matematiska problem kan beskrivas som system av forsta ordningens ordinira diffe-

hur Picards sats kan generaliseras till system av ODE.

O]
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5.4 Existens och entydighet av l16sning

Pa samma sitt som for skalira ODE av forsta ordningen kan vi garantera existens och entydighet av 16s-
ning under vissa antaganden pé funktionen f. Vibdrjar med att definiera funktionsrummet C'([a, b])™ av
funktioner som tar virden i R", s kallade vektorvirda funktioner.

Definition 5.9 (Kontinuerliga funktioner i R") En vektorvird funktion av en variabel
@ : R — R ir kontinuerlig pa intervallet [a, b] om samtliga komponenter u; € C([a, b)),
i =1,...,n,irkontinuerliga. Vi skriver & € C([a, b])™.

Vi behover nu definiera normen (storleken) av en funktion i C([a, b])™. Skillnaden frin det skalira
fallet 4r att lingden pa vektorn ersitter absolutbeloppet. Notationen 4r dock den samma.

Definition 5.10 (Norm av vektorvard funktion) Vi definierar normen (storleken) pa en
kontinuerlig vektorvird funktion f € C([a, b])" som || f|| = max,e(q 4 [ f(2)]-

Banachs fixpunktssats gar att generalisera till vektorvirda funktioner.

(Banachs fixpunktssats fér vektorvarda funktioner) Givet 4y € C([a,b])"

ochr > 01ic S = {@ € C([a,b])" : ||@ — || < r}.Latvidare G vara en avbildning frin S

inisigsjilv, G : S — S. Dessutom natar vi att G 4r en kontraktion, det vill siga det finns nagot
0 <~y <lsiatt

IG(@) - G2 <~lld-2|, Vi,ZeSs. (5-43)

D4 har G en unik fixpunkt @ = G (), 4 € S. Dessutom konvergerar fixpunktsiterationen @; =
G(t;—1) givettip € S, det vill siga det finns 4 € S sddantatt | — ;|| — 0ddi — oo.

Bevis. Beviset liknar Banachs fixpunktssats och bygger pa fullstindigheten hos C([a, b])"™ istillet f6r hos
de reella talen. O

Figur 5.6 illustrerar mingden S'i fallet n = 1. Kurvan ir 1 och streckade linjerna motsvarar det band
med avstind 7 frin kurvan dir funktionernai S fir ligga om de ska uppfylla ||2 — dp|| < r.

Figur 5.6: De streckade linjerna illustrerar det avstind frin en given kurva @y som funktionernai.S ligger inom.
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Vi formulerar och bevisar nu satsen om existens och entydighet av 16sning som 4r en generalisering av
Picards sats. Satsen ger existens och entydighetien omgivning till begynnelsevillkoret xg— 9 < x < z9+0
precis som Picards sats.

(Existens och entydighet) Vi studerar begynnelsevirdesproblemet

da Y —
4 _ flz,G), zcR
{ & = (&, @), (5-44)
dir @(x), @y € R" forallaz € Roch f : R™™ — R” Litvidare R = {# € R" : a; < v; <
bi, i=1,...,n} varaen generaliserad rektangel i R” sidan att iy € R. Om f ir kontinuerlig
i z-variabeln pd intervallet [a, b] innehdllande z( och lokalt Lipschitz-kontinuerlig i t-variabeln,
det vill siga

—

| f(x,@1) — flz,@)|| < K@ — @, @,d€R, € la,b], (5.45)

sd existerar unik 16sning @(z) till begynnelsevirdesproblemet iintervallet zg — 0 < o < 29+ 6
for nagot 6 > 0.

Bevis. X Beviset ir analogt med Picards sats for skalira ODE. Vi repeterar beviset i korthet. Vi integrerar
(5.44) fran zq dll =

@ =do+ [ fie.a) . (5.46)

Om ekvation (5.46) har en 16sning @(x) sd ir den deriverbar och 18ser (5.44). Fixpunktsiteration ger en
avbildning G : R™ — R" definierad av

Gim GFiy) = i + / Flt.dia(0)dt, i=1,.... (5.47)

Eftersom f ir kontinuerlig giller att |f(z,@)| < M, forz € [a,bloch@ € R. Vilater I = [xg— 6, x0+
d] C la, b] fér ndgot § > 0 och bildar funktionsmingden S = {6 e CD)":||¢(x) — uo|| < r},med
r = Mo ochd silitenatt S C R. Viser att for v € S giller att

|G (@) — o] <max}/ Fe.ot)) de| < M6 =r. (5.48)
Allesa harviatt G : S — S. Vidare giller for ¥, € S att
1G(0) = G(@)| < maX/ (f(t,5(t)) = F(t,5(t))) dt| < SK||&F — . (5-49)

Om 6 dven uppfyller 6 K < 1i4r G enkontraktion och Banachs fixpunktssats 5.2 garanterar en unik 13sning
1 € Siintervalletzg — 6 < x < 29 + 9. O

Under starkare antaganden, nimligen kontinuitet f6r allaz € R och global Lipschitz-kontinuitet i ,
visar vi dven existens och entydighet for alla z € R. Resultatet haller naturligtvis 4ven i specialfallet nir
n = 1.
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(Existens och entydighet av global I6sning) Vi studerar begynnelsevirdespro-

{ % :f(a:,ﬁ),

U(‘/EO) = ﬁ07

blemet

(5-50)

dir ii(z),dp € R™ forallaxz € Roch f iR 5 R™ Om fir kontinuerlig i 2-variabeln och
globalt Lipschitzkontinuerlig i 4,

—

| f(z, @) — flz, )| < K@ — @, @,d €R", (s.51)

existerar det en unik 16sning () till begynnelsevirdesproblemet fér alla 2 € R.

Bevis. K Beviset ir likt beviset av sats 5.3 men innehaller nigra skillnader. Vilaterigen I = [z¢—0, 9+ J]
ochbildar S = {@ € C(I)" : |[u—1up|| < r}fornigotd > 0ochr > 0.Fixpunktsiteration ger upphov
till avbildningen

G(7) == 1y + / ’ F(t,5(t)) dt. (5.52)

Vivillviljad siatt G : S — S och att G ir en kontraktion. Vi noterar att eftersom f ir kontinuerlig pa I
och dirmed begrinsad (av nagot tal M > 0) i z-variabeln och (globalt) Lipschitzkontinuerlig i ti-variabeln
giller atc for v € S

— —

IF@)| < IF(@o)|| + || f(@) — fld@o)|] < M + K||@ — || < M + Kr. (553)

Vi far dirfor ate

—

|G(w) — || = max ]/ (t,a(t))dt] < meal}(|:1c —x0|(M + Kr) <6(M + Kr). (5.54)
€T 0 x

Om G(@) € S miste dirfor (M + Kr) < r.Viliter § = 55 ochr = % Med dessa val giller att
G : S — S. Dessutom giller att

T 1
G() - G@)] < max| / ooy de— [ e, w0)) dt] < maxKla(e) ~ (o) = 5 5.

(5-55)
Banachs fixpunktssats ger att det finns en unik 16sning @ € S till begynnelsevirdesproblemet i intervallet

x0—0 < x < x0+9. Eftersom ¢ bara beror pa K kan vi gra om samma argument med begynnelsevillkor
i(xo+9,u(xo+9)). Samma resonemang ger dd unik 18sning i intervallet [0, 2o + 20]. Detta argument
kan sedan upprepas till vi har existens av [6sning fér alla z > 0. For z < 0 kan vi 16sa baklinges pa samma
vis genom att gora transformqationen T = —x. ]

Sista steget i beviset dir vi gar frin lokal 16sning i [zg — 0, ¢ + 6] till global 16sning i hela R ir intres-
sant. Nir Lipschitz-konstanten 4r global ser vi att § kan viljas oberoende av begynnelsevillkoret nimligen
§ = 5. Detinnebir att vi kan botja om pa 2o 4+ § med u(o + &), som vi vet existerar, som begynnelse-
villkor. Detta ger existens och entydighet dven i intervallet [z, £o + 20] och sd vidare. I figur 5.7 ser vi hur
16sningarna fogas samman till en global 16sning. I sats 5.3 antar vi bara att f dr Lipschitz-kontinuerlig pi en
begrinsad mingd R i u-variabeln (lokalt Lipschitz-kontinuerlig). Da skulle Lipschitz-konstanten kunna
oka med storleken pa R och dirmed skulle intervallens lingd kunna minska och till slut konvergera mot
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Ug

YH

Figur s5.7: En global I6sning sammanfogas av lokala 16sningar pa delintervall.

ett indlige virde. Det ir precis det som hinder i exemplet med ekvationen u’ = u? med begynnelsevillkor
u(0) = 1. For det problemet existerar bara 18sningen pé intervallet [0, 1).

Det giller att linjira ODE med kontinuerliga koefficienter pa formen .25 ir ett specialfall av globalt
Lipschitz-kontinuerliga hogerled som omfattas av satsen. Sats 5.4 ger alltsi existens och entydighet av 16s-
ning for linjira system av ODE for alla € R. Eftersom hogre ordningens ODE kan skrivas om som
system av fOrsta ordningen ir resultaten mycket anvindbara. Sats 5.4 kan till exempel dven anvindas for
att definiera elementira funktioner som e*, cos(z), sin(x) och mer exotiska funktioner. Vi studerar nu
detta nirmare.

5.5 Alternativ definition av exp(z) och In(z)

I och med att vi har visat att ett system av forsta ordningens ODE med hégerled som ir globalt Lipschitz-
kontinuerligt har unik I6sning kan vi presentera alternativa definitioner av de elementira funktionerna
som losningar till differentialekvationer. Om en elementir funktion I5ser ett system av ODE med Lip-
schitzkontinuerligt hogerled kan vi anvinda detta som definitionen f6r funktionen. Sedan aterstar att visa
funktionernas egenskaper utifrin den nya definitionen. Eftersom de elementira funktionerna beskriver
fysikaliska fenomen som populationstillvixt och svingningar visar det sig att de ofta 16ser enkla och fun-
damentala differentialekvationer. Vi botjar med exp(z) och dess invers In(z).
Ett sitt att definiera talet e 4r f6ljande grinsvirde

1 n
e = lim <1 + > . (5.56)
n—oo n
Logaritmen kan med hjilp av integralen definieras som
1
In(z) = [ —du. (s:57)
1 U

Vi vill nu definiera exponentialfunktionen som I6sning till en differentialekvation.
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Definition 5.11 (Alternativ definition av exponentialfunktionen) Vi definierar u(z) =
exp(z) som den unika l6sningen till ekvationen

u'(z) = u(z), (5:58)

med begynnelsevillkor u(0) = 1.

Existens och entydighet foljer direke av sats 5.4 med f(x,u) = w eftersom f som funktion av u ir
globalt Lipschitz-kontinuerlig. Ekvationen som definierar exponentialfunktionen modellerar ett system
dir forindringen (derivatan) 4r proportionell mot populationens storlek.

Vi kan utgiende frin denna definition hirleda exponentialfunktionens egenskaper och grinsvirdes-
definitionen av talet e = exp(1). Vi har direkt att exponentialfunktionen ir sin egen derivata eftersom
u'(z) = u(z) per definition. I féljande exempel hirleder vi tvd av exponentialfunktionens egenskaper.

Exempel 5.9 (Exponentialfunktionen) Bestim vilken ekvationen exp(kz) 16ser, dir k € R.
Vi deriverar exp(kx) och far

(exp(kx)) = kexp(kz), z€R, e*0=1. (5-59)

Allesd dr u(z) := exp(kz) den unika l8sningen till ekvationen u/(z) = ku(x) med begynnelse-
villkoret u(0) = 1.

Exempel 5.10 (Produkt av exponentialfunktioner) Litu; [6sau) = kjuj med begynnel-
sevillkoret u1(0) = 1 och ug 18sa u, = kaug med begynnelsevillkor u2(0) = 1. Per definition ir
allesd ug (z) = exp(k1x) och ug(x) = exp(kaz). Da giller att uz = ujug lser

ug(x) = uy (v)uz(x) +ui(z)uy(z) = (k1 + k2)ur(z) - ug(z) = (k1 + ko)ua(x), (5.60)

med begynnelsevillkoret u3(0) = wu1(0)uz(0) = 1. Denna ekvation har enligt exempel 5.9
16sningen ug(z) = exp((k1 + k2)z). Allesd har vi hirlett egenskapen exp(kiz) exp(kox) =
exp((k1 + k2)x) utifrin den nya definitionen.

Vi kan 4ven hirleda grinsvirdesdefinitionen for talet e genom att anvinda en numerisk metod, som
vi dterkommer till i kapitel 6, for att approximera 16sningen.

Exempel 5.11 (Harledning av talet ¢) Vi utgir fran begynnelsevirdesproblemet
u'(z) = u(z), u(0)=wuy=1. (5.61)

Vi vill berikna en approximation till u(1) genom att dela in intervallet [0, 1] i  delintervall av

lingd % For att hitta en approximativ 18sning byter vi ut derivatan mot en differenskvot v/(z) ~

Uj41—Uj - s . . . l - . 9 .
T dir u; 4r approximationer till u (). Hogerledet i ekvatonen, u(z), approximeras av u;

pi intervallet [z, x4 1], allesd

Ui+1 — Uy

1/n =wu;, 1=1,2,..., wy=1 (5.62)
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eller

1 1 1., 1.,
Up =Up—1+ —Up—1 =1+ )up—1=---=(1+—=)"uwg=(1+-)". (5.63)
n n n n

Den numeriska metod vi anvinder hir kallas Eulers metod. Vi visar i sats 6.1 att den beriknade
16sningen konvergerar mot den exakta di n — oo. Dirfor giller att

I figur 5.8 ser vi hur l16sningarna konvergerar mot den exakta [6sningen da antal delintervall . 6kar
n=2,4,8,16,32,64.

2.8
2.6
2.4f
2.2}
2.0
1.8+
1.6
1.4+
1.2+

1. I I I I
8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 5.8: Konvergens av numeriska approximationer av exponentialfunktionen fér n = 2,4, 8,16, 32, 64.

Vi har nu visat att definitionen av exponentialfunktionen som l6sning till en ODE &verensstimmer
med konstruktionen av talet e och vi drar slutsatsen att exp(z) = e*.

I nista exempel anvinder vi definitionen av exponentialfunktionen for att hirleda definitionen av lo-
garitmen.

Exempel 5.12 (Logaritmen) Vi vill definiera den naturliga logaritmen som inversen till
exponentialfunktionen. Vi har v/(z) = w(x) samt u(0) = 1 och vill bestimma v(u) s4 att
x = v(u(z)). Videriverar uttrycket med avseende pa = och anvinder kedjeregeln

dx dv(u(z))  dv(u)du

1= o T = e I v'(u) - u. (5.64)

Allesi giller v/ (u) = 1 samtv(1) = v(u(0)) = 0. Integration frin 1 till  ger

v(z) —v(l) = /: lalu. (5-65)

u

Inversen till exponentialfunktionen ges dirmed avIn(z) = ;" < du.
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5.6 Alternativ definition av cos(z) och sin(z)

Vi gir nu &ver dill att definiera cos och sin. Traditionellt definieras cos och sin med hjilp av enhetscirkeln,
som i figur s.9. Varje punkt pa cirkeln ges av koordinaterna (cos(x), sin(x)), dir « dr vinkeln mellan den
horisontella axeln och den linje som passerar genom (cos(z), sin(x)) och origo.

sin(z) | ===-=

Figur s5.9: Definition av cos(z) och sin(z) som nirliggande respektive motstiende katet genom hypotenusan
(lika med ett) i en ritvinklig triangel.

P4 samma sitt som f6r exp(z) kan vi istillet definiera cos(x) och sin(z) som 6sningar till en differen-
tialekvation.

Definition 5.12 (Alternativ definition av cosinus) Vi definierar u(z) = cos(x) som den
unika l6sningen till ekvationen

u"(x) + u(z) = 0, (5.66)
med begynnelsevillkor (0) = 1 och «/(0) = 0.

Definition 5.13 (Alternativ definition av sinus) Videfinierar z(x) = sin(x) som den unika
16sningen till ekvationen

2"(z) + 2(z) = 0, (5.67)
med begynnelsevillkor z(0) = 0 och 2/(0) = 1.

Unik 16sning existerar till bada ekvationerna pa grund av sats s.4 eftersom vi kan skriva om ekvationer-
na som system av forsta ordningen med ett Lipschitzkontinuerligt hdgerled. Lat ug = uoch ug = %. Vi

- [43]-[ 0 ) (2] e

far,

Haégerledet idr linjirt i 4. Vi har ate

. vy — w L
| AT — Adl| = | [ 11121—11? ] | = V/(v2 = w)? + (v —wy)? = | — 1. (5.69)



108 5.6. Alternativ definition av cos(x) och sin(x)

Alltsa dr hogerledet (globalt) Lipschitz-kontinuerligt med konstant L = 1. Sats 5.4 ger existens och enty-
dighet av 18sning for alla 2 € R. Utifrin den alternativa definitionen av cos(z) och sin(z) kan vi hirleda
alla trigonometriska rikneregler.

Exempel 5.13 (Deriveringsregel) For att visa att % sin(z) = cos(x) gor vi foljande kalkyl.

Lat z(z) = sin(x) enligt Definition 5.13. Vi deriverar ekvationen och far
2" (z) + 2/ (x) =0, 2'(0) =1, 2"(0) = —z(0) = 0. (5.70)

Men eftersom 2’(x) ir unik 18sning till samma ekvationen som w(x) = cos(x), enligt definition
5.12, och med samma begynnelsevillkor giller 2/(z) = u(x) = cos(x).

Exempel 5.14 (Trigonometriska ettan) For att hirleda trigonometriska ettan noterar vi att
med u(z) = cos(x) och z(z) = sin(z) enligt definitionerna ovan giller

d

%(u(x)z + 2(2)?) = 2u(z)v (z) + 22(2) 2 (z) = 2u(z)(2"(z) + 2(z)) = 0.  (5.71)

Allesi ir u(z)? 4 z(x)? = C for nagon konstant C. Men vi har u(0)? + 2(0)? = 1 = C alltsa
u(z)? + z(z)? = 1 detvill siga cos®(x) + sin?(z) = 1.

For att visa att vir nya definition dverensstimmer med den traditionella definitionen av sin(z) med
enhetscirkeln later vi 2 parametrisera kurvan C' = (u(z), z(z)) = (u(z), —u/(x)), x € R. Pigrund av
trigonometriska ettan som vi just hirlett ligger alla punkter i C' pa enhetscirkeln, se figur s.10, och punkten
(u(x), —u'(z)) rér sig kontinuerligt lings kurvan. Hastigheten som punkten (u(x), —u/(z)) rér sig med

(2(2),—y(=))

L
>

(y(2),2(2))

\ 4

Figur s.10: Parametrisering av kurvan C' = (u(x), —u/(z)).

runt enhetscirkeln ges direkt av derivatan av positionen

d

o @), —u' (@) = ('(2), =" (2)) = ('(2), u(2)) = (=2(2), u(=))- (5:72)
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Hastighetens rikening ir vinkelrit mot linjen som gir genom (u(z), z(x)) och origo. Det f6ljer av att
skalirprodukten mellan dem 4r noll

(u(z), 2(2)) - (—=2(2), u(z)) = u(x)z(x) — 2(x)u(z) = 0. (573)

Farten (som ir beloppet av hastigheten) 4r konstant lika med 1 eftersom
(—u)2+ (u)? =1, VreR (5:74)

Punkten (u(x), z(x)) ror sig med konstant fart 1 lings enhetscirkeln moturs eftersom begynnelsehas-
tigheten 4r (0, 1). P ett varv gir alltsd 2 fran O dill 27 eftersom enhetscirkelns omkrets ir 27, u(z) =
u(z + 27 - n) férallan € Z. Detta innebir att u(x) dverensstimmer med den traditionella definitionen
och u(x) = cos(x).

Vi kan idven hirleda 6vriga trigonometriska rikneregler. I nista exempel visar vi att sin(z + w) =
sin(w) cos(x) + cos(w) sin(x) och motsvarande resultat for cosinus.

Exempel 5.15 (Summan av vinklar i argumentet) Vi liter z(x) 16sa ekvationen
(@) +2(2)=0, 20)=a,  Z(0)=5 (575)

Viseratt 2(z) = acos(x) + [ sin(x) eftersom det ir en linjirkombination av 18sningar till den
homogena ekvationen samt att begynnelsevillkoren dr uppfyllda. Vi liter nu ov = sin(w) och § =
cos(w). Detta motsvarar en punkt pa enhetscirkeln med vinkeln w, se figur s.11.

Definitionen av sinus ger att z(z) = sin(z 4+ w) 16ser ekvationen

2"(z) + 2(z) = 0, z(0) = sin(w), 2'(0) = sin’(w) = cos(w). (5.76)
Men eftersom losningarna 4r unika giller
sin(z + w) = a.cos(x) + Bsin(z) = sin(w) cos(z) + cos(w) sin(x).
Genom derivering fir vi ocksi att cos(z + 2) = Lsin(z + 2) = Lsin(w)cos(z) +

cos(w)sin(x) = cos(w)cos(x) — sin(w)sin(z). Dessutom foljer direkt att sin(2z) =
2 cos(z) sin(z) och cos(2z) = cos?(x) — sin?(x).

(cos(w +x),sin(w +x))

(cos(w),sin(w))

v

Figur s.i:: Funktionerna cos(x + w) och sin(z + w) illustrerade med hjilp av enhetscirkeln.
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Andra elementira funktioner I6ser ocksa differentialekvationer som 4r vanligt férekommande i mo-
dellering av fysikaliska forlopp. I figur s.12 ser vi funktionerna sinh och cosh. De kan dven uttryckas med

cosh(z)

2L sinh(z)

Figur s.12: Funktionerna cosh(z) och sinh(x).

hjilp av exponentialfunktionen som

e’ +e "
h =
cosh(z) 5
T T
sinh(x) = ¢ 26

och z(x) = sinh(x) loser

2'(z) —2(z) =0, 2(0)=0, 2(0)=1.

(5:77)

(5.78)

(5.79)

(5-80)

Funktionen cosh(z) beskriver en kedja som hinger fritt mellan tvi punkter under inverkan av gravitation.



Ovningar

III

s.1 Linjdr algebra

Ovning 5.1 Givetvektorerna ¥ = [ 2 1 =2 ]ochu_i = [ 0 3 -1 ]beréiknavektorerna.

@T+7 )3T—F ()37 (d)7— 20

Ovning 5.2 Berikna lingden av vektorerna.
@[2 1 15] ®[2 1] [-2 -2 -2 =2] @[1 1

Ovning 5.3 Berikna skalirprodukterna.

@[3 -1 4]-[01 -1] ®[25][1 0] (©[1 1 1]-[0 0 —1]

d[1 23 4]-[1 2 3 4]

Ovning 5.4 Berikna vinklarna mellan vektorerna.
(@[v3 0 0]Joch[3 V3 0] (b)[1 1 1]och[1 -2 —1]
oh[1 V3] (d[1 0 ... 0]€R?och|[1 1 ... 1]eR™

Ovning 5.5 Los ckvationssystemen.

()
2 4+ 3y = 8
zx — y = -1
(b)
T 4+ y = 2
2¢ — 2y = 0
()
T + y + z = 6
+ 2y + =T
-y + z =1
(d)
T — y — 3z = 3
y + z = 2
- 3y + 2z = -1

Ovning 5.6 Skriv 6vning s.s pi matrisform, Az = b.

1

Ovning 5.7 Berikna produktenav A = | —1
0

och vektorerna.

NN O
= O W

@©[1 0]
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1 -1 0.5 1
@zZ=|0| mz=]| 3 | ©i=| 0 | @z=|1
2 0 P 1

5.2 System av forsta ordningen

Ovning 5.8 Bestim I3sningen till %ﬁ = A, med begynnelsevillkor @(0) = iy genom att
skriva om systemet till en andra ordningens ODE.

(a)A:[Z _Ol]ochﬁo:[(l)]. (b)A:[(l] é]ochﬁoz[é].

(C)Az[:i é]ochﬁoz[”. (d)A:[g Hochﬁozﬁ].

—

Ovning 5.9 Skriv om systemet dt = f(t, ) till en andra ordningens ODE i variabeln u(t) =

u1(t).
on=[50, ] wa-[50 ]
2 ] () ft, @) = [ i ]

)
t)?
Fro o us(t)
c) f(t,u) =
@ FtD = | )
Ovning 5.10 Bestim losingen till 4 zu=f F(t, ), med begynnelsevillkor %(0) = iy genom att
skriva om systemet till en andra ordningens ODE.
= —v . 0 > t . 0
(a)f:[_UQ]ochu(O):[l] (b)f:[UQ]ochu(O):[l]
tu? —2

or-[ % o [] 7], 2y - 1]

Ovning 5.11 Bestim l8sningen t111 U+ At = b(t), med begynnelsevillkor #(0) = @, genom
att skriva om systemet som en andra ordmngens ODE.

(2)

[ 8) e [] 1]
(b) 1

a=| 5 7] i a3
(c)

e e P M P T
(d)



Ovning 5.12 Skriv f5ljande system som en tredje ordningens ODE.

”[Ll 0 0 -1 U1 (5} (0)
iLQ = -1 0 1 (5 y UQ(O) = 1
1),3 2 1 0.5 us U,3(0) —1

5.3 Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen

Ovning 5.13 Skriv féljande andra ordningens ODE som ett system av tva forsta ordningens
ODE.

()
W' —2u —3u==z w0)=1, 4(0)=0.

Skriv systemet pa matrisfrom. Bestim 13sningen.

Ovning 5.14 Skriv f6ljande andra ordningens ODE som ett system av tvd forsta ordningens
ODE,
u” +sin(u) = wcos(x), w(0)=1, «'(0)=1.

Ovning 5.15 Skriv féljande differentialekvation v’ () + 2 sin(v/(z)) = 2, u(0) = 1,4/(0) =
0,4”(0) = 1 som ett system av forsta ordningen.
Ovning 5.16 Skriv foljande ODE som ett system av forsta ordningen,

u”(z) — 8u/(z) + 3u(z) = ze®, u(0) =2, /(0)=3.

Ovning 5.17 Skriv f6ljande ODE som ett system av forsta ordningen,
u® () — 20" (z) + 30 (@) + zu(z) = €2* + cos(x),

med begynnelsevillkor u(0) = 2,4/(0) = 3,4”(0) = 1, u®(0) = 2.

Ovning 5.18 Skriv foljande ODE som ett system av forsta ordningen,
u(z) + uP/ () = %, u(0)=—-1, «'(0)=2.

5.4 Existens och entydighet av losning

—

Ovning 5.19 Bestim en Lipschitzkonstant for f (¢, @) = [ ;;) } med avseende pi i = [ z }

—

Har systemet 2ii(t) = f(t, ), med begynnelsevillkor i(0) = iy, entydig losning for alla ¢?

Ovning 5.20 Ar f(t,z_f) = [ :2 ] Lipschitzkontinuerligt for alla 0 = [ z ] € R?%?

113
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Ovning 5.21 Ekvationen u'(x) = 4u®/*(2) med begynnelsevillkor %(0) = 0 har dtminstone
tva [6sningar u = 0 och u = 2. Vad i sats 5.3 dr inte uppfyllt (eftersom l6sningen inte 4r unik)?

5.5 Alternativ definition av elementdra funktioner

Ovning 5.22 Lit exponentialfunktionen y(z) = exp(x) vara definierad som 16sning till ek-
vationen y'(z) = y(x), med begynnelsevillkoret y(0) = 1. Visa utifrin denna definition att
u(x) = y(x)? 16ser ekvationen v/ (z) = 2u(z), dir u(0) = 1.

Ovning 5.23 HirledlogaritmlagenIn(zy) = In(x)+In(y), 2,y > 0utifrin relationen exp(z+
y) = exp(z) exp(y).

Ovning 5.24 Hirled logaritmlagen In(2?) = pln(x), z,p > 0, utifrdn relationen exp(zy) =
exp(x)Y.

Ovning 5.25 Visaatt cosh(z) = €L~ ochsinh(z) = £=£— loser ekvationen u”(z) —
u(z) = 0.

Problem

s.1 Linjéir algebra

Problem 5.1 Givet tva vektorer 7,70 € R? med mellanliggande vinkel 6, visa att ¥ - W =
cos() || med hjilp av cosinussatsen |7 — @|? = |0]? + || — 2|7]|@| cos(H).

Problem 5.2 Lit A varaen 2 X 2 matris med koefficienter a;;, 1 < 4,j < 2. Formulera ett

antagande pa koefficienterna sa att det linjira systemet AZ = b har unik 16sning for alla hogerled
b e R2

5.2 System av forsta ordningen

Problem 5.3 Lit A varaen tvi ginger tvi matris sidan att 77 A% < 0 forate 0 # ¥ € R2. Visa

att 16sningen @(t) € R? till ekvationen 4i(t) = Ati(t) med begynnelsevillkor @(0) = @y € R?

uppfyller olikheten |i(t)| < |iio| forallat > 0. Tips: Multiplicera ekvationen med @* fran vinster
2

och utnyttja art wiul, = 14 (u2), i = 1,2.

Problem 5.4 Lita = b = c = d = liexempels.7. Avgor om hégerledeti ODE’n dr Lipschitz-
kontinuerligt féralla0 < z,y < 10. Berikna jimviktspunkterna di 2’ =y = 0.

5.3 Hogre ordningens ODE som system av forsta ordningen



Problem 5.5 Lit fjidrarnaiexempel 5.8 ha olika fjiderkonstanter k1, k2 och k3. Lit dven mas-
sorna vara olika och ges av m1 och my. Hirled motsvarande system av f6rsta ordningens ODE.

Problem 5.6 Lit tre planeter med massor mg, ma och ms3 befinna sig i positionerna
#1(0),72(0), 75(0) € R3 med begynnelsehastighet 47 (0), 4 F5(0), 475(0) vid tiden t = 0.

_ Gm;m; (Zi=%;)
1Z:—2;[°

Gravitationskraften frin planet j verkande pa planet ¢ ges av formeln F}; =

. 2 2 2 .
Newtons andra lag relaterar planeternas acceleration j?xl (1), j?xg (1), C‘lj?xg (t) genom relatio-

d? = . Qe . .
nen m; 2= () = D ot F;j. Siitt upp ett system av tre andra ordningens ODE som beskriver
planeternas rérelse och skriv om systemet till f6rsta ordningen.

5.4 Existens och entydighet av losning

Problem 5.7 Visa att ekvationen u”(t) — 4u(t) = 0, med begynnelsevillkor u(0) = 1 och
«/(0) = 1, haren unik 16sning genom att skriva om ekvationen som ett system av forsta ordningens
ODE och visa att hogerledet ir globalt Lipschitz-kontinuerligt.

5.5 Alternativ definition av elementdra funktioner

Problem 5.8 Studera ekvationen u/(z) = wu(x), u(0) = 1 som definierar exponentialfunk-

tionen. Hirled formeln e = lim;, o (1 — %)’” genom att anvinda f6ljande approximation till
Uip1—Uj

T = Witl i exempel s.11.

Problem 5.9 Vilken trigonometrisk funktion kan definieras av f6ljande ODE,
u'(z) =1+ u(z)?,  u(0) =07

Ar hégerledet Lipschitz-kontinuerligt for alla w? Har vi existens av unik 16sning for alla 22

Problem 5.10 Litu(z)l8sau”(x)—u(xz) = 0 med begynnelsevillkor u(0) = 1 och#/(0) = 0.
Visa att u(z)? + u'(7)? = 1 foralla z.



6. Numerisk 16sning av ODE

Numeriska metoder
Konvergens
Stabilitet
Algoritmer

Generalisering till system av ODE

Randvardesproblem

Vi bar presenterat flera analytiska metoder for att lisa ordindra differentialekvationer. For en stor
méingd realistiska problem ricker inte de analytiska teknikerna till. Numeriska metoder for att ljsa
ODE iir ett generellt verktyg for att berdikna approximativa losningar. Vi presenterar tre numeris-
ka metoder for att lisa ODE i detta kapitel. Metoderna bar olika for- och nackdelar och dérmed
olika anvindningsomrdden. Vi studerar metodernas konvergens och stabilitet. Sedan generaliserar vi
resultaten till system av ODE och diskuterar slutligen numerisk losning av randvérdesproblem.

6.1 Numeriska metoder

Lat u(t) vara l6sning till den ordinira differentialekvationen

{u(t) = fltu(t), to<t<T, (61)

u(tp) = wo.
Notationen % = CC%‘ ir en mer kompakt och anvinds endast for tidsderivata. Vi vill berikna en numerisk
approximation till u(t), pd tidsintervallet ¢ € [t, T, diir T" 4r sluttiden. Vi bdrjar med att dela upp tidsin-
tervallet [tg, T'] i en partition av n delintervall g < t] < --- <t; < -+ <t =T medk; =1t; — t;_1,
i = 1,...,n, som steglingd. Idén med att dela upp intervallet i en partition kinner vi igen frin nume-
risk integration och Riemann-summor. I de numeriska metoder vi studerar approximeras tidsderivatan
pd intervallet [t;_1, ¢;] alltid med differenskvoten 4 ~ % Evalueringen av hogerledet f(t, u)
kommer diremot géras pa olika sitt. Detta ger de numeriska metoderna olika egenskaper och dirmed olika
anvindningsomriden.
Eulers metod approximerar f(t,u(t)) pa intervallet ¢ € [t;_1,t;] med virdet i den vinstra punkten

flti1,u(ti-1)).

Definition 6.1 (Eulers metod) Litty < t; < --- < t,, = T vara en partition av intervallet
[to, T] i n delintervall av lingd k; = t; — t;—1,% = 1,..., n. Eulers metod for att berikna en

16



Kapitel 6. Numerisk l6sning av ODE 1y

approximation uy, av 16sningen (%) till ekvation (6.1) ges av

U; — Uj—1 0

T:f(ti—hui—l), i=1,...,n. (6.2)

(]

En god egenskap som Eulers metod har ir att nistkommande virde u; kan beriknas direkt genom

insittning av foregiende virde u;—; i formeln w;—1 + ki f(ti—1,u;—1) utan att en algebraisk ekvation
behover 16sas. Vi siger, pa grund av detta, att Eulers metod 4r en explicit metod.

Exempel 6.1 (Eulers metod) Litwu(t) varalosning till

{Z(((?) - fs(u(m’ t>0 (6.3)

Anvind Eulers metod fér att berikna en approximation till 6sningen w(7) med konstant steglingd
= m/10. Vi noterar forst att hdgerledet dr Lipschitz-kontinuerligt eftersom

| cos(z) — cos(u)| < max |sin(z)||z — u| < |z — ul, (6.4)
TE
dir vi anvinder att Lipschitz-konstanten ir begrinsad av derivatans (% cos(x) = —sin(x) ) max-

imala virde till absolutbelopp, det vill siga att Lipschitz-konstanten ir lika med normen av deriva-
tan. Picards sats ger dirmed att det finns en unik 18sning u(t) definierad fér alla t > 0. Vi later
ti =ik = im/10,i = 0, ..., 10.1Eulers metod ges nistkommande virde av

U; = Uj—1 + kcos(ui_l). (6.5)

Vi jimf6r Euler-approximationen med referenslsning beriknad pa ett mycket finare nit.
Felet mellan Euler-approximationen med tio delintervall och referenslésningen vid sluttiden ir
0.011574855438. I figur 6.1 ser vi hur vil den numeriska 16sningen med Eulers metod (orange)
approximerar den exakta l6sningen (gron).

1.6

1.5}

1.4+

1.3f

1.2F

1.1

1. L ! ! ! ! !
8.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35

Figur 6.1: Approximationen till u(t) utriknad med Eulers metod (orange) med 10 delintervall tillsammans med
den exakta 16sningen (gron).

Bakét Euler ir snarlik Eulers metod i formuleringen. Istillet for att evaluera hogerledeti f(¢;—1, ui—1)
anvinder vi den hdgra indpunkten f (¢, u;).



18 6.1. Numeriska metoder

Definition 6.2 (Bakat Euler) Litty < t; < --- < t, = 7T vara en partition av intervallet
[to, T)in delintervall av lingd k; = t; — t;—1,7 = 1,. .., n. Bakit Euler-metoden for att berikna
en approximation u,, av l6sningen u(%,,) till ekvation (6.1) ges av

Ui — Uj—1

L = f(ti,ui), = 1,...,7”6. (66)

Exempel 6.2 (Bakat Euler) Vianvinder samma exempel som f6r Eulers metod f6r att kunna
jimféra approximationerna. Med bakit Euler och t; = ik = iw /10,7 =0, ..., 10, fir vi

u; = uj—1 + k cos(u;). (6.7)

Vibehover 16sa en algebraisk ekvation pa formen « = g(x) := u;—1 + k cos(z) givet u;—1 och k.
Viserdirektatt|¢g'(z)| < kforallaz € Rvilketinnebir att fixpunktsiteration kommer konvergera
om k < 1. Vistartar iterationen med = w;_1 Vijimfor dven bakat Euler-approximationen med
en referenslosning. Felet mellan bakit Euler-approximationen med tio delintervall och den exakta
16sningen i sluttiden 4r 0.0124759125631, alltsd av samma storleksordning som Eulers metod. I
figur 6.2 ser vi den exaktalosningen (gron) tillsammans med bakat Euler-approximationen (orange).

1.6

1.5}

1.4+

1.3f

1.2F

1.1

1. L ! ! ! ! !
8.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Figur 6.2: Approximationen av u(t) utriknad med bakit Euler (orange) med 10 delintervall tillsammans med
referenslosningen (gron).

Som vi ser i exemplet kriver bakat Euler att en algebraisk ekvation 16ses i varje tidssteg for att berdkna
nista virde u;. Metoden ir dirfor inte explicit, som Eulers metod, utan implicit. I Eulers metod ges nista
virde explicit genom insittning av féregiende medan i bakat Euler ges den implicit genom ekvationslos-
ning. Bakat Euler gar 4ven under namnet implicit Euler.

Mittpunktsmetoden evaluerar, som namnet antyder, hogerledet i mittpunkten pa intervallet, det vill
M titti—1 uitui—1
siga f(—5—, —5—)

tersom den okinda u; ingar i hogerledet.

. Detta innebir att mittpunktsmetoden 4r implicit precis som bakét Euler, ef-

Definition 6.3 (Mittpunktsmetoden) Littg < ¢; < --- < t, = T vara en partition av
intervallet [tg, T'] i n delintervall av lingd k; = ¢; — t;—1,4 = 1, ..., n. Mittpunktsmetoden for
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att berikna en approximation u,, av 18sningen u(t,) till ekvation (6.1) ges av

ui_%_l_f<ti+ti_1 Uz‘—i-ui—l)’ i=1,....n. (6.8)

k; 2 2

Exempel 6.3 (Mittpunktsmetoden) Vi fortsitter med samma exempel. Mittpunktsmetoden

ges av
u; = Ui—1 + k cos <ul12+ul> . (6.9)
Aven hir behéver vi 16sa en algebraisk ekvation pi formen x = g(x) 1= ui—1 + k cos(uiaﬁ)

givetu;_1 och k. Viseratt |¢/(z)| < £ forallaz € R vilketinnebir att fixpunksiteration kommer
konvergera f6r k < 2. Som startgissning kan vi anvinda w;_1. I figur 6.3 jimf6rs mittpunktsmeto-
den (orange) med referenslosningen (gron). Felet 4r nu bara 0.000639866293157 i sluttiden, vilket
dr ungefir 20 ganger mindre 4n for de andra metoderna. Det ér svirt att se skillnad pa approxima-
tionen och den exakta I6sningen i figuren.

1.6

1.5}

1.4

1.3f

1.2¢

1.1}

1_ ! ! ! ! ! !
8.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Figur 6.3: Approximationen till u(t) utriknad med mittpunktsmetoden (orange) med 10 delintervall och re-
ferenslosningen (gron). Kurvorna gir nistan helt i varandra.

Felet i approximationen avtar snabbare nir antal intervall 6kas for mittpunktsmetoden i jimférelse
med bide Eulers metod och bakit Euler. Vi ska nu studera konvergensen mer i detalj.

6.2 Konvergens

Vi har redan sett att felet i mittpunktsmetodens approximation var betydligt mindre 4n motsvarande fel
for Eulers metod och bakit Euler i exemplen med ekvationen 1 = cos(u). Begreppet konvergensordning
anvinds for att beskriva noggrannheten i en numerisk metod.

Definition 6.4 (Konvergensordning) En numerisk metod for att [5sa ett
begynnelsevirdesproblem med konstant steglingd k 4r av ordning n om felet vid sluttiden 4r pro-
portionellt mot k.



120 6.2. Konvergens
Vi formulerar satsen om konvergens f6r Eulers metod. Beviset bygger pa Taylorutveckling av den ex-
akta l6sningen i varje tidssteg.
(Konvergens av Eulers metod) Lit u(?) 16sa begynnelsevirdesproblemet
= f(t,u), u(ty)= uo, (6.10)

dir den kontinuerliga funktionen f(t,u) ir globalt Lipschitz-kontinuerlig i « med Lipschitz-
konstant L och 18sningen uppfyller max;efy, 71 |%\ < M. Lic vidare u,, vara Euler-

approximationen av u(t, ) med konstant steglingd k, dir t,, = nk,n = 0,1,2, ... . Dagiller
ME ¢ 1t,—t0)
— < n—l0) _ . .
lu(tn) — up) ¥ (e 1) (6.1m)

Bevis. Vistuderar forstfelete; = u(t;) —u; paintervallet [t;_1, ¢;]. Taylors formel kring punkten u(t;—1)
ger

k2

ulti) = u(tiza) + k' (tic) + 5u" (i), (6:12)

for ndgot n; € [ti—1,t;]. Avekvationen v/ (t) = f(t, u(t)) foljer ate

k‘2
u(ti) = ulti-1) + kf(ti-1, u(ti-1)) + 5”"(771')- (6.13)
Eulers metod ger att u; = u;—1 + kf(ti—1,ui—1). Vifir
k2

e; = ei1 +k(f(ti,u(ti-1)) — f(tio1,uim1)) + Eu//(m)' (6.14)

och eftersom f ir Lipschitz-kontinuerlig i u med konstant L och andra derivatan av  ir begrinsad av M
far vi

k2M k2 M
leil <lei—1| + kLlei—1| + = (1 +kL)lei-1] + —; (6.15)
Om vi upprepar denna rikning frin ¢ = n ner till ¢ = 1 far vi f6r det globala felet efter n steg
k> M
len| < (1 +EL)|en—1| + 9 (6.16)
k:2 k2 M
< (14 EkL)?|en—o| + (1 + kL) (6.17)

2

2M(1 + (A +EL) + (L + kL) 4+ A+ kD)™ (6.18)

k
<(1+ kL)n]€0| +

(6.19)
i= 0
eftersom |eg| = |u(tg) — ug| = 0. Summationsformeln fér geometrisk summa ger
E2M (1 +kL)" —1 _ Mk ME _
u(ta) — e = ea] < T EFADTZL I it gy MRt 1) (620

dir vianvinderatt 1 + 2 < €%, med x = kL. Detta foljer eftersom vi har likhet for z = 0 och hogerledet
har derivata strikt storre 4n ett f6r x > 0. ]
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Bakat Euler 4r ocksa en forsta ordningens metod medan mittpunktsmetoden ir av andra ordningen.
Beviset f6r bakat Euler ér snarlikt det f6r Eulers metod och limnas som 6vning. Fér mittpunktsmetoden
anvinds Taylors formel bade for u(t;) och u¢, , kring mittpunkeen till och med tredjederivator, vilket
leder till kancellation av andraderivatorna. I 6vrigt 4r idén densamma.

6.3 Stabilitet

Om vi anvinder Eulers metod f6r att 16sa en ODE vars 16sning varierar snabbt, upptrider ett fenomen
som kallas instabilitet. Vi illustrerar det med ett exempel.

Exempel 6.4 (Stabilitet) Licu(t)15sa
u'(t) = —4.2u(t), w(0)=1. (6.21)

Den analytiska l6sningen ges av u(t) = e~42!. Vi beriknar l6sningen fram till T = 5 med Eulers
metod. I figur 6.4 (vinster) 4r den réda linjen den analytiska 16sningen, gron motsvarar stegling-
den k = 5/40,bld k = 5/20 och orange k = 5/10. Fér k = 5/10 beter sig den numeriska
approximationen mirkligt. Losningen bérjar oscillera och vixa trots att den analytiska 16sningen
avtar. Motsvarande fenomen finns inte for bakat Euler, som synes i figur 6.4 (hdger). Vi siger att
bakat Euler ir stabil for detta problem medan Eulers metod med steglingd & = 5/10 ir instabil.

1.0l
0.5\
0.0f

—0.5}

—1.0}

0.0 05 10 15 2.0

Figur 6.4: Eulers metod (vinster) och bakét Euler (hoger) med steglingd & = 5/10,5/20,5/40. Vi ser att
Eulers metod med steglingd k = 5/10 ger en instabil, vixande, 16sning medan bakit Euler ir stabil for alla &.

Exemplet visar pi en svaghet med feluppskattningen i sats 6.1, som 4r applicerbar pa detta problem.
Nimligen att faktorn el (tn—to) uppskattningen kan bli vildigt stor vilket innebir att skattningen inte
siger sa mycket for stora virden pa T'. Denna term uppstir eftersom vi i varje iteration multiplicerar felet
fran foregiende tidssteg med faktorn 1 4 kL, diir L 4r hogerledets ( f’s) Lipschitz-konstant med avseende
pa u. Om vi gar tillbaka dill ekvation (6.14) i beviset, som beskriver hur felet i tidssteg 7 beror av felet i
tidssteg ¢ — 1, har vi for problemet i exemplet med f(t, u) = —4.2u at,

2 2
€ = ¢€_1+ k(f(ti_l, u(ti_l)) — f(ti_l, ui_l)) + %U”(m) = (1 — 4.2k))6i_1 + %u”(m). (6.22)

Om faktorn |1 — 4.2k| > 1 ser vi att vi riskerar att fd en exponentiell tillvixt i felet. Det ir precis den
effekten vi ser i figur 6.4 (vinster) dd k = 5/10 vilket innebiratt |1 — 4.2 -5/10] = 1.1 > 1.



22 6.3. Stabilitet

Det finns en teori for attavgdra nir en numerisk metod 4r stabil. Vianvinder en testekvation pa formen

u'(t) = \u(t), (6.23)

M som avtar exponentiellt om realdelen av

dir A € C, som tillits vara komplex. Losningen dr dd u(t) = e
A dr mindre 4n noll och vixer exponentiellt om realdelen av A 4r storre 4n noll. Vi definierar stabilitetsom-

radet f6r en numerisk metod pa foljande sitt.

Definition 6.5 (Stabilitet av numerisk metod) Lait u,, vara en approximation till testekva-
tionen u/(t) = Au(t) som definieras av relationen u; = g(k\)u;—;, dir k ir metodens konstanta
steglingd och 7 = 1,...,n. Da siger vi att metodens stabilitetsomrade ges av alla kA sadana att

lg(RA)| < 1.

Vi noterar till exempel att g(kA) = 1 + kX for Eulers metod. Givet denna definition kan vi hirleda
stabilitetsomradet for vira tre numeriska metoder.

(Stabilitetsomraden) Stabilitetsomradet for Eulers metod ges av |1 + kA| < 1, for

implicit Euler |1 — kA| > 1 och fér mittpunktsmetoden \%| <1

Bevis. Vistuderar testekvationen

u'(t) = Mu(t), t>0. (6.24)
Eulers metod ger u; = u;—1 +kAuj—1 = (14+kN)u;—1, bakitEuler u; = ﬁuiq och mittpunktsme-
5N
toden u; = u;—1 + k)\u"%w eller u; = i_’“iui_l' Enligt Definition 6.5 giller da att Eulers metod har
2

stabilitetsomride |1 + kA| < 1, implicit Euler |1 — kA| > 1 och mittpunktsmetoden |%| <1l O

I figur 6.5 illustrerar vi stabilitetsomridena med gra firg i det komplexa talplanet for Eulers metod,
bakat Euler och mittpunktsmetoden. Vi ser att olika virden pa kX leder antingen till en stabil eller instabil
approximation.

2.0
1.5

1.0
0.5
0.0
—0.5]
-1.0]

—1.5]

—2.0
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figur 6.5: De grd omridena ir virden kX i det komplexa talplanet dir Eulers metod (vinster) bakét Euler (mit-
ten) och mittpunktsmetoden (hdger) ir stabila.

Det ir tydligt att bakat Euler har ett stort stabilitetsomrade. I virt exempel var k = 5/10 och A =
—4.2vilketinnebiratt kA = —2.1 som irinom bakdt Eulers stabilitetsomrade. For Eulers metod diremot
hamnar vi utanfor stabilitetsomradet. Dock kan vi genom att minska £ komma in i stabilitetsomradet igen.
Det ser vi dven i figur 6.4 (vinster) da vi later & = 5/20 och k = 5/40.

Sammanfattningsvis drar vi slutsatsen att bide bakat Euler och mittpunktsmetoden har ett stort stabi-
litetsomrade. De ger dirfor tillforlitliga 16sningar for en stor klass problem. Eulers metod har diremot ett
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litet stabilitetsomrade vilket innebir att det i manga fall krivs en vildigt liten steglingd & for att16sningarna
ska vara tillf6rlitliga 6ver lingre tidsintervall.

Vira tre numeriska metoder har alltsa olika férdelar och nackdelar. Med Eulers metod slipper vi 16sa
algebraiska ekvationer vilket 4r en stor fordel eftersom de kan ta mycket datorkraft i ansprak. Bakit Euler
ir den mest robusta metoden som nistan alltid fungerar. Mittpunktsmetoden har hogre ordning vilket
innebir att om metoden ir stabil for ett givet problem kommer 16sningen konvergera mycket snabbare
in de 6vriga metoderna. Dock krivs att tredjederivatan av 16sningen ir begrinsad for att en hogre kon-
vergensordningen ska uppnis. Olika problemtyper behéver alltsa olika numeriska metoder. Det finns fler
egenskaper som ir viktiga f6r en numerisk metod. En sidan ir metodens formaga att bevara egenskaper hos
den exakta 16sningen, till exempel konservering av energi. Vi aterkommer till detta lingre fram i kapitlet.

6.4 Algoritmer

Viidr nuredo att formulera Eulers metod som en algoritm, se algoritm 1. Sats 6.1 ger att felet i den beriknade
16sningen kan begrinsas i termer av steglingden &, Lipschitz-konstanten L och begrinsningen av andra-
derivatan M. Givet f kan L beriknas. Konstanten M ir ddremot svir att uppskatta nir l6sningen inte dr
kind. Den kommer istillet med som ett villkor i algoritmen. Vi liter f6r enkelhets skull steglingden vara
konstant.

Algoritm 1 Eulers metod

Indata: Kontinuerlig funktion f : R? — R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunke
to, uo € R, steglingd £, slutpunke ¢,, = T

Utdata: Approximativ 16sning @ € R sidan att [u(t,) — @ < 54 (eF(ta—to) — 1)

Villkor: maxyey, ¢, v (t)] < M

r 1+ 1

2: whilet;_1 < t,, do

3 ti+— ti_1+k

4 wi < Ui—1 + kf(tim1, ui—1)
5: 1+—1+1

6: end while

7: U Ui—1

De implicita metoderna, bakit Euler och mittpunktsmetoden, ir lite svirare att implementera ef-
tersom en algebraisk ekvation behover 16sas i varje tidssteg. Fixpunktsiteration 4r en naturlig metod att
anvinda for ate 16sa dessa ekvationer eftersom vi vill 18sa ekvationer pa formen x = g(z). For bakat Euler
har vi att

g(.%') = Uj—1+ k'l'f(ti? 37), (6'25>

och f6r mittpunktsmetoden att

(6.26)

ti1+t; ui—1+
g(sc):u“mf( 1 i s )

2 2

Vi har dven en god startgissning i o = w;—1. Vi presenterar bakit Euler i Algoritm 2 och mittpunktsme-
toden i Algoritm 3.
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Algoritm 2 Bakit Euler

Indata: Kontinuerlig funktion f : R? — R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunke
to, uo € R, steglingd £, slutpunke t,,
Utdata: Approximativ 16sning & € R sadan att |u(t,,) — 4| < Ck dir C beror pa t,,, L och M
Villkor: maxse g, ¢, [u”(t)] < M
i+ 1
2: whilet;_1 < t,, do
3 ti—tic1+k
4 wi < g(w;) :=uj—1 + kf(ti,u;) Loses med fixpunktsiteration!
5: 1+ 1+1
6: end while
7: U Ui—1

Algoritm 3 Mittpunktsmetoden

Indata: Kontinuerlig funktion f : R? — R, Lipschitzkontinuerlig (L) i andra variabeln, startpunke
to, uo € R, steglingd £, slutpunkt ¢,,
Utdata: Approximativ 16sning @ € R sadan att |u(ty,) — 4| < Ck? dir C beror pa t,,, L och M
Villkor: maxye g, 4,1 v ()] < M
141
2: while tio1 <tn do
3 t;<—ti—1+ k
4 w; < g(ui) == uj—1 + k:f(%, ul%w) Loses med fixpunktsiteration!
5: 1+ 1+1
6: end while
70 U 4= U1

Banachs fixpunktssats ger att vi har konvergens om |¢(z)| < 1férallaziettintervall. Fér bakit Euler

d,
9@ =KD 0] <1, (627)

for alla virden z i iterationen. I exemplen ovan med f (¢, u) = cos(u) var derivatan till belopp | sin(w)|
begrinsad av 1. Dirfor krivs att & < 1 for alla . Motsvarande resultat fér mittpunkesmetoden blir
|2 sin(u)| < 3 eftersom den inre derivatan ir 1. Alltsi konvergerar fixpunksiteration for k& < 2. Om
u-derivatan av f ir stor for de aktuella virdena pa x kan det vara bittre att skriva om fixpunktsiteratio-
nen pa en annan form eller anvinda en annan metod som bisektion eller Newtons metod for ekvationen
x — g(x) = 0. Vivill nimligen undvika ett for litet tidssteg som kan leda till Iingsamma berikningar.

Det ir inte sjilvklart att de algebraiska ekvationer som uppkommer har reella 16sningar for alla steg-

innebir det att

lingder. Vi illustrerar detta i ett exempel.

Exempel 6.5 (Losbarhet) Vistuderar
u'(z) = u(x)?, w(0) =1, (6.28)

vars [6sning, som ges av u(z) = 72—, bara existerar pi intervallet [0, 1). Vi vill nu berikna en ap-
proximation f6r z < 1 med bakét Euler. I varje tidsteg behdver vi 16sa foljande algebraiska ekvation

up = w1 + ku?, (6.29)
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dir k anger det konstanta tidssteget. Detta ir en andragradsekvation i variabeln u; och I6sningen
g ¢ g g
ges av

R S
- 2k 4k2 k

Eftersom wu; ska nirma sig u;—1 da k gar mot noll representerar endast det negativa tecknet framfér

Uq (6-30>

rotuttrycket en 16sning. Efter omskrivning far vi

1

i= o (1- VI—Thuicy). (6:31)

Viser direkt att for 4 = 1 krivsatt k < i for att ekvationen ska ha en reell 16sning. Nir u; 1 okar
krivs kortare och kortare tidssteg for att fixpunktsiterationen ska ge en 16sning. I figur 6.6 studerar
vi hur lang tid vi kan genomféra berikningen med olika konstanta tidssteg innan den algebraiska
ekvationen inte lingre har ndgon (reell) 16sning. Vi ser bakat Euler-16sningen, med & lika med 1,/24,
1/48 och 1/96, tillsammans med den exakta [6sningen ﬁ i r6d. Nir linjerna avbryts finns inte
lingre nagon reell rot u; till den algebraiska ekvationen. Man kan 4ven tinka sig ett varierande tids-
steg k; som minskar nir u; 6kar. En sidan metod som ir anpassad till [6sningen kallas en adaptiv

u

metod.

30

1/96

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figur 6.6: Bakat Euler-16sningen f6r k = 1/24, k = 1/48 och k = 1/96. Linjerna avbryts nir ckvationerna

saknar reella I6sningar. Den exakta I6sningen u(z) = L representeras av den réda linjen.

Férutom problem med 16sning av de algebraiska ekvationer som uppkommer och numerisk stabilitet
som vi behandlade tidigare, finns flera andra utmaningar vid numerisk 16sning av ODE. En sidan, som
blir viktig om tidssteget 4r vildigt litet, 4r avrundningsfel. Vi limnar nu algoritmerna och gir vidare och
generaliserar vara resultat till system av ODE.
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6.5 Generalisering till system av ODE

De numeriska metoder vi presenterar kan direkt generaliseras till system av forsta ordningens differentia-
lekvationer.
Lit i(t) € R varal6sning till den ordinira differentialekvationen pi ett intervall I = [tg, T

{jtﬁ(t) = flt,a() (6.32)

u(to) = ’U:o,

dir @y € R och f(¢t,@(t)) € R™ Vi liter den numeriska approximationen till @(¢;) i tidpunkten ¢;
betecknas ;. Vi presenterar de tre metoderna igen, nu for system av ODE.

Definition 6.6 (Eulers metod) Litty < t; < --- < t,, = T vara en partition av intervallet
[to, T] in delintervall av lingd k; = t; — t;—1, ¢

= 1,...,n. Eulers metod for att berikna en
approximation iy, av [6sningen (t,,) till ekvation (6.32) ges av

—

T — T .
ZTZl = f(ti-1,Ui-1), i=1,...,n (6.33)
T
Definition 6.7 (Bakat Euler) Litty < t; < --- < t, = T vara en partition av intervallet
[to, T in delintervall av lingd k; = t; —t;—1,7 = 1,. .., n. Bakit Euler-metoden for att berikna

en approximation 1y, av [6sningen (¢, till ekvation (6.32) ges av

w = _’(t27ﬁ1)7 Z = 17"'7”' (6'34>

Definition 6.8 (Mittpunktsmetoden) Licty < ¢; < --- < t,, = T vara en partition av
intervallet [tg, T'] i n delintervall av lingd k; = ¢; — t;—1,4 = 1, ..., n. Mittpunktsmetoden fér
att berikna en approximation 1y, av [6sningen (¢,,) till ekvation (6.32) ges av

Ui — Uiy _ f(ti +tic1 Ui+ Ui
k; 2 ’ 2

), i=1,...,n. (6.35)

Notera att de implicita metoderna (bakit Euler och mittpunktsmetoden) nu kriver 16sning av en al-
gebraisk ekvation som i detta fallet 4r vektorvird. Dessa ekvationer 16ses ocksi med fixpunktsiteration.
Genom att minska tidssteget k kan vi garantera att iterationen konvergerar med Banachs fixpunktssats.
Konvergenshastigheten paverkas av Lipschitz-konstanten L till funktionen f:

— —

f(t, @) — f(t,2)| < Lla—2], tel, @Z7eR’, (6:36)
som kan bli mer komplicerad att rikna ut i det vektorvirda fallet i jimfGrelse med det skaldrvirda.

Exempel 6.6 (Lipschitz-konstant) Viliter d = 2 och studerar begynnelsevirdesproblemet

iﬂ(t) = f(t,@(t), @(0) = o, (6.37)
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dir ( )
T fi(uy,uz } {1—31&2]
t,u) = = . 6.38
f(t, 1) [ Falug, us) uy (6.38)
Bestim Lipschitz-konstanten for f och avgér om ekvationen har unik 16sning. Vi har vi att,
£t @) = f(¢, )] < VB2 — 3u2)? + (w1 — 21)? (6.39)
< 3v/(u1 — 21)? + (ug — 22)? (6.40)
= 3|u — Z|. (6.41)

En Lipschitz-konstant ges alltsd av L = 3 och 16sningen 4r unik och existerar for alla ¢.

Uppskattningen av felet foljer samma monster som i det skaldra fallet. Vi nojer oss med att formulera
resultatet for Eulers metod.

(Konvergensanalys for Eulers metod for system) Lat @(t) 15sa begynnelsevir-
desproblemet

— = f(t,@), (to) = to, (6.42)

—

dir den kontinuerliga funktionen f (¢, @) dr Lipschitz-kontinuerlig i & med Lipschitz-konstant L

och |%ﬁ | < M. Lat @, vara Euler-approximationen av (t,,) med konstant steglingd k, dir
tn, =nk,n=0,1,2,... . Digiller

ME / 1
il — o < (tn tO) _ .
|t(tn) — tn| < o, (e 1) (6.43)

Bevis. Beviset f6ljer av beviset av sats 6.1. Vi behover Taylorutveckla i alla n komponenter och tolka absol-
utbeloppet som lingden av vektorerna. O

Konvergensordningen f6r Eulers metod 4r densamma som i det skaldra fallet. Detsamma giller bak-
at Euler och mittpunktsmetoden som ir av forsta respektive andra ordningen. Stabilitetsanalysen dr mer
komplicerad for system av ODE och kriver kunskap om egenvirden fran linjir algebra. Vi nojer oss med att
illustrera stabilitetsproblemet genom att anvinda Eulers metod for att berdkna I6sningen till modellen for
rivar och kaniner, som vi presenterade redan i figur s.4. Vi borjar med att 16sa problemet med 400 delin-
tervall, vilket ger en steglingd pa & = 0.1, och sedan med 40000 delintervall vilket motsvarar £ = 0.001.
Sluttiden f6r berikningen ir satt till 7' = 40.

Vi ser att vi har tydliga problem med numerisk instabilitet i det f6rsta exemplet. Losningen okar i ¢
medan den exakta I6sningen behiller samma magnitud 6ver tid. I det andra exemplet har vi tillricklige
liten steglingd for att Eulers metod ska vara stabil.

Det finns fler egenskaper hos en numerisk [6sning som ir efterstrivansvird forutom stabilitet och kon-
vergens. En sadan ir bevarande av egenskaper hos [6sningen. Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 6.7 (Energibevarande) Vi gir tillbaka till kapitel 5 och de alternativa definitionerna
av cos(t) och sin(t) som system av ODE. Vi har f6ljande linjira system av ODE

@1-120008] [9)-[] e
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Figur 6.7: Losning for systemet med rivar och kaniner med Eulers metod och steglingd k& = 0.1 (vinster)
respektive k£ = 0.001 (hdger). Vi ser att [6sningen f6r k& = 0.1 i4r instabil medan den for & = 0.001 ir stabil
pa grund av tillrickligt litet tidssteg.

—~

vars l6sning ges av u(t) = cos(t) och z(t) = sin(t). Kvantiteten E(t) = 1 (u

)2 4 2(t)?) kan
tolkas som systemets energi tid tiden ¢. Trigonometriska ettan ger att E(t) = 3 ft

or alla ¢, det vill

N[ =

siga energin 4r bevarad.

Vi léser nu systemet pé intervallet [0, 107r] med 1000 steg, k& = 107/1000, med Eulers metod,
bakat Euler och mittpunktsmetoden. I figur 6.8 plottar vi approximationerna till (u(t), 2(t)) i pla-
net. Notera att den exakta I6sningen ligger pa enhetscirkeln. Eulers metod ger en 16sning som tillf6r
energi och cirklarna vixer medan bakat Euler tar bort energi och cirklarna minskar. Mittpunkesme-
toden diremotbevarar energin 6ver tid. Detta 4r innu en aspekt som kan vara viktig for en numerisk
approximation och som ir en styrka f6r mittpunktsmetoden.

15 1.5 1.5

1.0 1.0 1.0

0.0 0.0 0.0
—0.5] —0.5] —0.5]
-1.0 —1.0f —1.0f

=15 =15 —1.5

Figur 6.8: Vi ser att Eulers metod leder till att cirklarna vidgas (vinster) och bakét Euler till att de krymper
(mitten) medan mittpunktsmetoden bevarar energin.

6.6 Randvardesproblem

Sa hir langt har vi helt och hallet fokuserat pa begynnelsevirdesproblem. Det finns dock en annan klass av
differentialekvationsproblem som 4r minst lika viktig i tillimpningar, nimligen randvirdesproblem. Me-
dan begynnelsevirdesproblemen endast har (begynnelse)villkor vid en startpunkt har randvirdesproble-
men (rand)villkor bade i start- och slutpunkten. Vi ger ett exempel frin virmeledning i en endimensionell
stav.
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Exempel 6.8 (Véarmeledningekvationen) Vi studerar stationir virmeledning i en endimen-
sionell stavav lingd L. Temperaturen u(z) Iser foljande randvirdesproblem som ocksd ir en ODE,

{ —%(H%) = q(z), O<x<lL, (6.45)

u(0) =u(L) = 0,

dir « dr rumskoordinaten, x ir virmeledningskoefficienten och g(z) r virmetillforseln som be-
ror av positionen . Genom att inféra hjilpvariablerna uy = w och ug = % kan vi skriva om
ekvationen som ett system av forsta ordningens ODE,

du1
—— = 6.46
i Uz, ( 4 )
du x
x K
med begynnelsevillkor bara i den f6rsta variabeln u;(0) = 0 fast med det extra randvillkoret

(5] (L) =0.

Anledningen till att vi si hir langt fokuserat pa begynnelsevirdesproblem ir att randvirdesproblem of-
ta leder till partiella differentialekvationer eftersom den oberoende variabeln vanligen dr rumskoordinater i
IR3. I fallet med staven gor vi en endimensionell approximation av ett tredimensionellt objekt. Begynnelse-
virdesproblemen har typiskt tiden som oberoende variabel vilken naturligt 4r endimensionell. En annan
anledning ir att de mer kraftfulla numeriska metoderna for att 16sa randvirdesproblem kriver djupare
kunskaper i linjir algebra.

Det finns dock en teknik som gor att vira ODE-16sare dven kan anvindas for att 16sa randvirdespro-
blem i en variabel. Metoden kallas inskjutning och idén ir enkel. Vi gissar helt enkelt ett virde pa z, och
sitter ug(0) = z i exemplet. Dirmed har vi tvd begynnelsevillkor och kan genom att anvinda en ODE-
16sare (till exempel Eulers metod) berikna w1 (L) som kommer bli en funktion av z. Lit oss kalla den
f(2) = ui(L). For varje 2z kan allesd f(z) beriknas genom att 13sa ett begynnelsevirdesproblem. Detta
innebir att funktionen f(z) ir definierad implicit. Vi vill hitta ett z sidant att f(z) = 0 eftersom u; och
ug med begynnelsvillkoren u1(0) = 0 och u2(0) = z di kommer l&sa randvirdesproblemet. Att funk-
tionen f(z) ir definierad implicit hindrar oss inte frin att anvinda till exempel bisektionsmetoden eller
Newtons metod for att 16sa ekvationen f(2) = 0. Vi tergdr till exemplet med endimensionell virmeled-
ning och visar hur en approximativ 16sning kan beriknas med inskjutning.

Exempel 6.9 (Inskjutning) Vilater kK = ¢ = 1iexemplet ovan och anvinder mittpunktsme-
toden med konstant steglingd & = 0.01 och startar med gissningarna u2(0) = z med zg = 0.2
for att beridkna en forsta approximation och z; = 0.9 f6r att beridkna en andra. Vi ser resultatet i
figur 6.9. Eftersom 2 och 21 dr valdasd att f(29) < 0och f(21) > 0 vetviatt det finns en l6sning
for nagot z € [20, 21] och att vi kan hitta 16sningen med hjilp av bisektion. Vi liter 2z, = 20521
vara mittpunkten och fir di f(z2) < 0. Det innebir att 25 blir ny undre grins och vi beriknar
z3 = % For varje iteration nirmar vi oss malet. Namnet inskjutning kommer just ifrin att vi
forsoker hitta den bana som triffar malet u(L) = 0.
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Figur 6.9: Inskjutningsmetoden med startvirden zg = 0.2 och 2; = 0.9. Mittpunkesmetoden tillsammans
med bisektion anvinds for att berikna de approximativa I8sningarna.

Ovningar

6.1 Numeriska metoder

Ovning 6.1 Studera ekvationen ¢/(z) = y(z), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir ap-
proximation av y(1) beriknad med Eulers metod, givet att intervallet [0, 1] delas in i n lika stora
delintervall?

Ovning 6.2 Studera ekvationen y'(z) = 2y(x), med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir
bakat Euler approximationen till (1), givet att intervallet [0, 1] delas in i 72 lika stora delintervall?

Ovning 6.3 Studera ekvationen y/(z) = y(z)?, med begynnelsevillkor y(0) = 1. Vad blir
approximation av 3(0.2) beriknad med Eulers metod, givet att intervallet [0, 0.2] delas in i 2 lika
stora delintervall?

Ovning 6.4 Anvind mittpunktsmetoden med konstant steglingd for att berikna en approxi-
mation till e = y(1) dir y(z) 16ser ekvationen ¢/ (z) = y(z), y(0) = 1.

Ovning 6.5 Anvind Eulers metod med konstant steglingd & = 0.2 f6r att berikna en approxi-
mation till y(0.4) dir y() 16ser ekvationen ¢/ (z) = 1 — y(x)?, y(0) = 0.

Ovning 6.6 Anvind Eulers metod med konstant steglingd & = 0.2 for att berikna en approxi-
mation till y(0.4) dir y(z) 16ser ekvationen ¢/ (z) = zy(x), y(0) = 1.



Ovning 6.7 Heuns metod foratt18sa y'(t) = f(¢,y(t)) dir y(0) = yo ir en andra ordningens
metod som definieras i tva steg,

Ui = Yi—1 + kf(ti—1,vi—1)

Yi = Yi—1 + g(f(ti—la Yi—1) + f(ts, %)),

dir k ir steglingden. Ar Heuns metod explicit eller implicit?

6.2 Konvergens

Ovning 6.8 Studera begynnelsevirdesproblemety” (t) +y/(t) = sin(¢), y(0) = 1,3/(0) = 0,
y”(0) = 1. Skriv som ett system av forsta ordningens ODE. Ange en numerisk metod som kan
anvindas for att 16sa ekvationen samt metodens konvergensordning.

Ovning 6.9 Studera ckvationen ¥/(x) + y(z) = x med begynnelsevillkor y(0) = 0. Lés
forst ekvationen analytiskt. Dela in [0, 1] i 100 lika linga delintervall. Ange en uppskattning av
felet mellan Euler metod och det exakta l6sningen y(1).

Ovning 6.10 Studera ekvationen y/(z) = cos(y(x)) med begynnelsevillkor y(0) = 0. Berikna
en uppskattning av |y”(x)|. Dela in [0, 2] i 100 lika linga delintervall. Ange en uppskattning av
felet mellan Eulers metod och det exakta virdet y(1).

Ovning 6.11 Studera y/(z) = —y(z), y(0) = 1. Uppskatta felet i Euler approximationen
med steglingd £ = 0.1 pd intervallet ¢ € [0, 7] med hjilp av sats 6.1. Efter hur ling td 7" ir
feluppskattningen storre 4n 12

Ovning 6.12 Iexempel 6.3 ger en steglingd pa 7/10 ett fel pd 0.00064 med mittpunkesmetoden
och 0.012 med Eulers metod. Hur stor steglingd behéver vi anvinda med Eulers metod for att fa
samma fel som mittpunktsmetoden?

6.3 Stabilitet

Ovning 6.13 Studera ekvationen 3/ (z) = —10y(x), y(0) = 1. Vilken steglingd krivs for att
Eulers metod respektive bakit Euler ska vara stabila?

Ovning 6.14 Visa att mittpunkesmetodens stabilitetsomrade innehaller alla punkter pa den ne-
gativ reella axeln, alltsd alla kA € R sidana atc kA < 0.

Ovning 6.15 Visa att bakit Eulers stabilitetsomrade innehaller alla punkter pa den negativ reella
axeln, alltsd alla K\ € R sidanaatt kA < 0.

6.4 Generalisering till system
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Ovning 6.16 Formulera Eulers metod for systemet
U o 0 -1 ul| |0 w©0) | |1
) -3 -2 v| |z |’ v) | [0 |’
Lic steglingden k& = 0.1 och berikna 16sningen efter ett steg.
Ovning 6.17 Formulera Eulers metod f5r systemet
) - 0 -1 u| [0 uw0) | |0
0 4 0 v| |0]’ vO) | | 1|
Lat steglingden k£ = 0.1 och berikna 16sningen efter ett steg.
Ovning 6.18 Formulera bakit Euler for systemet
U . 0 -1 ul| [0 uw0) | |1
0 -3 -2 v | |z |’ vO0) | | 0|’
Lat steglingden vara k.
Ovning 6.19 Formulera bakat Euler for systemet
1 o 0 -1 ul|l [0 w©0) | [0
0 4 0 v| |0}’ v(O0) | |1

med steglingd k.

Ovning 6.20 Studera begynnelsevirdesproblemet v (t) + y(t)?> = sin(t), y(0) = 1 och
y'(0) = 0. Skriv som ett system av forsta ordningen och utfér ett steg med Eulers metod, med

steglingd k = 0.1.

Ovning 6.21 Studera begynnelsevirdesproblemet y” (t) — 4y(t) = 0, y(0) = 1,¢'(0) = 0.
Skriv som ett system av forsta ordningen ODE pi matrisform. Utfor ett steg av bakit Euler med

steglingd k = 0.1.

6.5 Randvéirdesproblem

Ovning 6.22 Studera Exempel 6.8. Lit k = L = 1 och vilj ¢(z) sidant att 18sningen blir

u(x) = 22(1 — z).

Ovning 6.23 Studera Exempel 6.8. Lit K = L = 1 och vilj ¢(z) sidant att 18sningen blir

u(z) = sin(mx).



Ovning 6.24 Litg(zr) = 2% och L = k = 1iExempel 6.8. Rikna ut u(z) genom att integrera
ekvationen tva ganger och anvinda randvillkoren.

Ovning 6.25 Litqg(x) = sin(mz) och L = k = 1iExempel 6.8. Rikna ut u(z).

Problem
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6.1 Numeriska metoder

Problem 6.1 Studeray/(t) = y? diry(0) = 1. Lat k = 0.1 och berikna y» med Heuns metod
fran 6vning 6.7.

Problem 6.2 Studerav/(t) = /u(t) med begynnelsevillkor u(0) = 0. Visa att Eulers metod

inte kan approximera losningen u(t) = $¢.Latk = 0.1 och berikna en approximation till u(0.2)

med bakit Euler.

6.2 Konvergens

Problem 6.3 Bevisa att bakat Euler ir en férsta ordningens metod.

Problem 6.4 Studera ekvationen u/(t) = f(¢), u(0) = wg, dir allesi f ir oberoende av u. Visa
attu(t) = up+ fot f(s) ds och att f6r Eulers metod med konstant steglingd giller |u(t,,) — u, | <

Bl i [/ (t)] < M forallat,
6.3 Stabilitet

Problem 6.5 Ge ett uttryck for stabilitetsomridet for Heuns metod presenterad i 6vning 6.7.

Problem 6.6 Litu/(z) = f(x,u(x)) med u(0) = ug. En numerisk metod som kallas 6-
metoden ir definierad som u; = uw;—1 + k((1 — 0) fi—1 + 6f;) dir < 6 < 1. Visa att -metoden
stabilitetsomride ir vinstra halvplanet, Re(kA) < 0,da6 > 3.

6.4 Generalisering till system

Problem 6.7 Skrivsom system av forsta ordningen och genomfor en iteration med bakat Euler
metoden for differentialekvationen v (z) + ¢/(xz) = 1+ 2, y(0) = 1,4’ (0) = 0, med steglingd
k=0.1.

Problem 6.8 Visaatt mittpunktsmetoden bevarar energin i exempel 6.7 i forsta tidsteget.

6.5 Randvéirdesproblem
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Problem 6.9 Visaatt fOL u(z) dz > 0om g > 0iren konstant och £ = 1 i exempel 6.8. Tsps:
Multiplicera ekvationen med u(z) och integrera fran 0 till L.

Problem 6.10 Vi studerar exempel 6.8 och liter L = k = 1. Visaatc /(1) = — fol zq(z) dzx
genom att multiplicera ekvationen med x och integrera fran 0 «ill 1.



/. Tilldmpningar

7.1 Tyngdpunkt

7.2 Mekaniska system

7.3 Solsystemet

7.1 Tyngdpunkt

Bestimning av en kropps massa, momentet runt en given axel eller kroppens tyngdpunke 4r alla tillimp-
ningar av integralen. Vi bérjar med att studera dessa begrepp for en mingd punketmassor {m; }I* | place-
rade i planet med koordinater (z;, y;);- ;. Den sammanlagda massan blir

m = Z m;. (7.1)
=1

Momenten avseende pa linjerna * = xg och y = yo ges av

n
Moy =Y mi(a; — x0), (7.2)
i=1
n
My=y, = Z mi(Yi — Yo)- (73)
i=1

Momentet tas alltsi med avseende pa en linje i planet. I det hir fallet linjer som 4r parallella med - respek-
tive y-axeln. Momentets storlek ges av massan ganger hivarmen som ges av det vinkelrita avstindet (med
tecken) mellan massan och linjen som momentet tas med avseende pa.

Punktmassornas tyngdpunke ir den punkt (Z, §) dir bade M,—z = M,—y = 0. Tyngdpunkten har
alltsd tva koordinater i tva dimensioner och d koordinater i d dimensioner. Vi kan ta fram formler for &
och g pa foljande vis. Genom att lata My—z = > v ; mi(x; — ) = O farvi

n n n
M=y mi=Y miZ =Y miz; =M (7.4)
=1 =1 =1

eller N
Me—o D i mix;
m m '

(7.5)
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P4 samma sitt fir vi dven

i My—o _ Yo MY
y m m '

(7.6)

Hirledningen av tyngdpunkten f6r en punktmingd kan generaliseras till bestimning av tyngdpunkt
for en kropp i planet. Vi later R utgdra ett omrade i planet mellan en given funktion f och z-axeln mellan
x = aochz = boch p = p(z) vara densiteten som tillats variera enbart i z-led. Massan ges av integralen
over kroppen med densiteten som integrand

b
m= [ pla)f(@) o (77)

Definitionen av tyngdpunkt ir densamma f6r omridet som for punktmingden, nimligen att

M._
== (7.8)

m

M, —
j= 1= (7.9)

m

Momentet med avseende pa linjen 2 = 0 ges av integralen mellan = a och z = bav f(x) ginger
densiteten p(z) ginger hivarmen z

b
Mx:():/ xp(x) f(x) dx. (7.10)

Momentet med avseende pa linjen y = 0 ges av integralen mellan # = a och x = bav f(z) ginger
densiteten p() ginger hivarmen 1 f() eftersom densiteten ir konstant i y-led och tyngdpunkten for
varje segment dirfor blir § f(x). Vi far,

b
My—o = ;/ f(;p)zp(x) dx. (7.10)
Sammantaget har vi dirfor
[ f@)p() da
T ’ (7.12)
fa f(x)p(x)dx
1 (b pron2
L)) f(@)?p(x) d |
T I f@)p(z)de (7.13)

Dessa allminna formler kan nu anvindas for att berikna tyngdpunkten av ett omréide i planet.

Exempel 7.1 (Tyngdpunkt) Berikna tyngdpunkten for det omrade i planet (med konstant
densitet) som begrinsas av funktionen f(z) = x* och linjen f(z) = 1. Symmetri ger att 7 = 0
eftersom densiteten ir konstant. For att berikna ¢ si behover vi rikna ut massan och momenten i
y-led med avseende pa origo. Vi fir

1
m:/ (1—x4)d$:2—2:§, (7.14)
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och . .
1 2 1 32
M,_o= = 1—2H2%4d :/ 1—aM2de=1-24+==2 :
o=z | (== [a-aPm=1-Z15-F o
alltsa,
M, — 4
y= y=0 _ 2, (7.16)
m 9

Hos ett objekt som har konstant densitet kallas tyngdpunke f6r centroid. Eftersom densiteten ir kon-
stant beror centroidens lige endast pa objektets form. I formlerna for tyngdpunkt kan massan ersittas av
arean och densiteten sittas till p = 1.

Exempel 7.2 (Halvcirkelns centroid) Viliter —a < z < a och studerar objektet som be-
grinsas av f(z) = va? — % och x-axeln, alltsi en halvcirkel. P4 grund av symmetri har vi direke
att T = 0. For att berikna centroidens y-koordinat anvinder vi formeln § = % f fa f(x)?dz. Vi
far | ra

§f_aa2 — 22 dx _ 4a

Y= a2 = 377_‘_ (7'17)
2

Exempel 7.3 (Triangelns centroid) Bestim centroiden hosen triangel med hérni (0, 0), (2, 0)
och (0, 1). Arean ges av 1. Momentet med avseende pi « = 0 gesav My—g = f02 €T — % dr = %
Momentet med avseende pa y ges av My—o = %foz (1 — %)2 dz = % Vifir (z,9) = (%, %)

I allminhet giller for en triangel med horm i (21, y1), (22, y2) och (3, y3) att centroiden ges av
(57,3]) _ (x1+9§2+z3 y1+y32+y3) )

)

Centroiden kan dven anvindas for att berdkna volym hos en rotationskropp pa enkelt sitt. Volymen
av en kropp som roterar runt en linje ir lika med arean ganger strickan centroiden firdats.

(Guldins regler) (a) Volymen som uppstir da en kropp R i planet roterar runt en linje
lir lika med arean A av R ginger lingden som masscentrum (givet konstant densitet) firdas

V =2nrA, (7.18)

ddr 7 dr det vinkelrita avstindet mellan masscentrum av R och [.
(b) Arean som uppstir da en kurva C' i planet roterar runt en linje [ ir lika med lingden L av C
ganger lingden som masscentrum (givet konstant densitet) firdas

A=2nrL, (7.19)

dir r 4r det vinkelrita avstindet mellan masscentrum av C och [.

Beviset av forsta delen f6ljer av att vi viljer ett koordinatsystem dir [ 4r y-axeln och R befinner sig
mellan ¢ = a och x = b. Vi later h6jden av R som funktion av x variera kontinuerligt som enligt en

hjilpfunktion f(x)
Da giller att 7 = ¥ kortaste avstindet till tyngdpunkten. Vi far att,

b
V= 27T/ xf(z)dr =2nMy—o = 27T A = 277 A. (7.20)
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Andra delen av satsen limnas som &vning.

Exempel 7.4 (Volymen av en torus) Vi vill berikna volymen av en torus (doughnut). Lit
torusen bildas av en cirkel med radie  som roterar runt y-axeln. Vi liter R vara kortaste avstindet
fran cirkelns centrum till y-axeln. Cirkelns area ges av w72, Guldins forsta regel ger da att torusens

volym ir
V = 2nRnr? = 27%r®R. (7.21)

7.2 Mekaniska system

7.3 Solsystemet
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Ovningar

7.1 Tyngdpunkt

Ovning 7.1 Bestim centroiden.
(a) Omridet i planet som begrinsasavy = 1 — 22 och y = 0.
b) Ett omride som begrinsas av f(x) = cos(z), z-axeln,z = 0ochz = 7

( 3
(c) Omradet i planet som begrinsasavy = v/1 — 22 ochy = 0.
(

d) Omradet i planet som begrinsas av linjernay = 2,y = 3 — 2zx ochy = 0.

Ovning 7.2 Bestim tyngdpunkten.

(a) En formation av sex identiska flygplan, som var och en har sin tyngdpunkt i punkterna (-2, 0),
(—1,2),(0,—-1),(0,4), (1,2) respektive (2, 0).

(b) Omréidet planet som begrinsas av 2-axeln, y-axeln och funktionen f(x) = 1—x varsdensiteten
variera som p(x) = 1 + x.

(c) En triangeln med hérm i (0, 0), (1, 0) och (0, 1) vars densitet varierar som p(z) = 1 + .

(d) Omréde i planet som begrinsas av linjernay = 1 — &, = 0 och y = 0 vars densitet varierar
somp(z) =1+ z.

Ovning 7.3 Bestim volymen av kroppen som uppkommer di ett givet omride roterar runt -
axeln.

(a) En kvadrat med hérn i punkterna (2,0), (1, 1), (2,2) och (3, 1).

(b) En cirkel med centrum i (2, 2) och radie 1.

(c) En triangel med hérni (1, 0), (2,0) och (1, 1).

(d) Omradet som begrinsas av funktionen f(z) = 1 — (z — 2)? och z-axeln.

Problem

7.1 Centroid

Problem 7.1 Bevisa andra delen av Pappus sats.

Problem 7.2 % Visa att centroiden for en triangel med horn i (z1,y1), (2, y2) och (z3, y3)
ges av (j; g) — ($1+9§2+Zs y1+y32+y3)‘




Appendix A: Grekiska alfabetet

Lilla grekiska alfabetet

« 15 v ) € ¢
alpha beta gamma delta epsilon zeta
n 0 L K A L
eta theta iota kappa lambda mu
v & o) s P o
nu xi omicron pi tho sigma
T v 0 X (0 W
tau upsilon phi chi psi omega
Bokstiverna g, 0, o och ¢ finns ocksa i varianterna €, ¥, ¢ och .
Stora grekiska alfabetet
A B [ A E Z
Alfa Beta Gamma Delta Epsilon Zeta
H © Il K A M
Eta Theta Iota Kappa Lambda Mu
N = o) I1 P >
Nu Xi Omicron Pi Rho Sigma
T Y d X \J Q)
Tau Upsilon Phi Chi Psi Omega
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Appendix B: Programmering

Bokens datordvningar kan I6sas i MATLAB eller valfritt programmeringssprik (Fortran, C, C++, C#, Ja-
va, Python, Julia, Haskell, ...). Hir sammanfattas nigra vanliga kommandon som kan vara anvindbara for
att16sa bokens datorévningar i Python eller MATLAB. Python-modulen pylab' ger tillgang till funktio-
nalitet liknande den i MATLAB. Detta gor att minga av de kommandon som krivs for att 16sa bokens
datorvningar ir identiska i MATLAB och Python.

Uppstart

from pylab import *

Python | MATLAB
|
|

Placeras forst i scriptet Krdver ingen import av extra funktionalitet

Visa plottar

show ()

Python | MATLAB
|
|

Placeras sist i scripret Krdiver inget kommando; plottar visas direkt

Iterera ett givet antal gdnger

Python | MATLAB
for n in range(10): for n=1:10
end
Itererar svern = 0,1,...,9 ‘ Itereray svern = 1,2,...,10
Upprepa s3d Iange ett villkor ar uppfyllt
Python | MATLAB

while condition: while condition

end

Upprepar sé linge condition dr uppfyllt ‘ Upprepar sé linge condition dr uppfyllt

"Python-modulen pylab kombinerar de tvé Python-modulerna numpy och matplotlib, vilka ger tillgang till vektorer och
matriser (arrayer) och plottning.
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Definiera villkorssatser

Python MATLAB
if conditionO: if conditionl
el.i;conditionlz elé;a.if condition2
else: else

end

Definiera funktioner

Python MATLAB

def foo(x): function y = foo(x)
y= ... y= ...
return y end

‘ Mste liggas i fil med namn foo.m

Skapa linjar vektor (array) med z-varden

Python | MATLAB
x = linspace(a, b, 101) ‘ x = linspace(a, b, 101);
Ger 101 punkter och 100 intervall ‘ Ger 101 punkter och 100 intervall

Skapa logaritmisk vektor (array) med z-varden

Python | MATLAB

x = logspace(-16, 16, 33) ‘ x = logspace(-16, 16, 33);

Ger 33 punkter mellan 1 X 107'¢ och 1 X 10" ‘ Ger 33 punkter mellan 1 X 107'¢ och 1 X 10"
Plotta en funktion

Python | MATLAB

plot(x, y) ‘plot(x, y)
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Satta axelmarkorer och titlar

143

Python | MATLAB
title('y = £(x)") title('y = £(x)")
xlabel('x") xlabel('x")
ylabel('y") ylabel('y")
Anvind ' $z$ ' for ETEX-notation ‘

Anpassa linjart polynom till punkter
Python | MATLAB

p = polyfit(x, y, 1)

‘p = polyfit(x, y, 1);

Polynomet ges av p [0] *z+p [1]

‘ Polynomet ges av p (1) *z+p (2)

Evaluera polynom i punkter

Python

| MATLAB

y = polyval(p, x)

‘y = polyval(p, x);

Spara plot till fil

~

Python

| MATLAB

savefig('foo.png')
savefig('foo.pdf')

print('foo', '-dpng')
print('foo', '-pdf')




Facit

Kapitel 1

Ovningar

O1.1 (2)1365 (b)1925 ()70 (d)—1

01.2 (a) Areangesav A = limy 00 >y f (%) (2 — @i—1). Summan blir Y7 324 = %n(n;l). I
grins firvi A = 3/2.
(b) Summan blir )" ( + 1) — 8234l ©Med p — oo far vi 4/3,

6n2
(c) Avstindet till y = O gesav 0 — f,dvs. A = limy, 500 > 14 (1 — %)% = 2/3 (En area dr alltid
positiv).
(d) f dr negativ p [0, 1], sd summan blir % S 3+ 2% — 2;—22 =3+ nTH — ng(%ﬂ) I

" o .4 10
grinsfarvi A = 3

01.3 (a) Arean A = lim,, oo Yoy fz)(xi—xi—1). Summanblir )" | f(1+%)% =3, (%2’)2 % =
M Jdgrinsfarvi A = 26/3
(b) Summan blir )7, (12 —5(2% —2))2 =3 &6 @ = 66 — 42245 Nirn — oo blir
A =435
(c) f korsar x-axelnix = 1/2 och 1ntervallet behgver dirfor delasi tvd. Summan blir ) ;" 4;/ S
2?14/; Arean A = 8+8 4 i

(d) Summan blir y ;" k;% = ka? ”2 4 — kg 2tL vilket konvergerar mot A = T'

01.4 (a) Areangesav A = limy, 00 Doy (9(3) — f(i)) (@i — 2im1) = 1/3.
(b) Visummerar f — g = 2z + 22 &ver intervallet och fir A = 16/3.
(c) f — g = x och svaret blir A = 12
df—g=ksiA=k(b—a)

015 () Azi =1L Ipin =30 (i =13 =04+14+8=9. Ty = >0 i°=1+8+27 =236

(b) Aty = 3f2. T = 21 1/9 — (§)2x3 = §1/2 = 98 % 3.90. L = T (/9 - (4)2x
2= (3+\/ 7) — 9(2 4 /3) ~ 8.40.
(€) Az = 1/2. Imm =Y e 2l = L2 el 4 e 32 4 em?) & 0.666. ey =

i—1
Z?Zl e 7 x1=114e 2 fel 4 e32) 2 1.099
@ Az = (5 D10 = s Ly = 00,200 4 122 300 24 30 8
2510 (42 119i49) = 2 <410(10+1)é2><10+1) n 1210(129+1) 19 x 10) = 916 _ 36.64.

Ies = D120 (B41)2x 2 = 35 210, (42420i+25) = 35 (42200DEA0ED 4 99 0008 4 95 10) =
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01.6

01.7

01.8

01.9

01.10

01.11
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1156 = 46.24.

(a) Ay = /1. Inyin = F(cos(—5) +cos(—F) +cos(§)+cos(5)) = 575 Imax = F(cos(—F)+
cos(0) + cos(0) + cos(%)) = 2\[( +2).
(b)léxi, - 1(1)0 wlémn - Z}%%? (Wo - 1) 100 + 2100 Z1 1107(1)0 = %(Z@lzq 00
Zzi:l 150 + 2=l - Ziizl 1(1)0) = 10000 = 0. 919 N (% - 1)
Ef“i 0 % 109 = 100( 2=t 00~ Li=1 10+ it L+ X0 o) = qop = 10L

Inin = 53231 (i = 1) = 5/3. Lnax = § 20, 8% = 14/3-
(d) Azi = 1. Ipin = S8 Ini = In1+In24 ... +Ink = In(1 x 2 x ... x k) = In(k!).
Iy = 8 In(i+1) =In(2 x 3 x ... x k x (k+1)) = In((k + 1))).

\/

(a) Forenkla: [ f(x)da — 2 [* f(x)dz = — [* f(a

(b)f 3f(x daz—fbc x)d:c—zjb z)dr = [° 3f dm—bec (z)dz = [°3f(x)dx
© fy f( Ydz —2 [ f( )dx—2f0 da:—f2 z)de —2 [ f(x)de — 2 [} f(z)dx —
2f dl"—_4fo )dl"_f2

(d) 7, f(x)dz — [ £( )dx+f”/2 dx:ff)ﬁf( Ydo +2 [ f(x)da,

(a) Eftersom 2z ir udda och integralen ir éver ett symmetriske intervall blir | 3’3 2z dx = 0. Inte-
gralen av 1 fran —3 till 3 blir basen gingen hojden i en rektangel, alltsi 6 - 1 = 6.

(b) f(—t) = —tcos(—t) = —tcost = — f(t), funktionen ir alltsi udda och av integralens egen-
skaper foljer att ffﬂ tcostdt = 0.

(c) Skriv som ffa —xdx = 0 eftersom —x ir en udda funktion.

(d) Funktionen dr udda: f(—x) = a™* — a” = — f(z), och integralen blir dirf6r 0.

(a) ff Lit = 1n6

(b) fos% = - 10'5 1dt = —In0.5 =In2.

(© fy tat = [) tat— [} 1dt In5—In2 =1In2.5.

(d) [192ar = [Tokdt — [°.11dt =1n10 — In0.1 = In 100.

(a) Kurvan beskriver en halvcirkel med radie 4, arean blir A = 772 /2 = 8.
—x) =|—2x| = |2x| = f(x), funktionen dr darfor jamn. Arean ges av = .

(b) f 2 2 f(x), funk dirfor j Arean ges av 2bh /2 = 2k?
c) Skrivsom [, v° +ovadv+ |~ v. Den f6rsta integralen blir o eftersom funktionen 4r udda,
(c) Sk %03 4+ 5udv + [°, 6d f gralen blir o eftersom funk dd
den andra kan tolkas som en kvadrat med area 6(3 — (—3)) = 36.

Dela upp integralen enligt [ zdx — T — T — T — 3|dr = rdr — |, rdr —
(d) Dela upp integralen enlige [} zdx — [} |z — 3|dz — [; |z — 3|dz = [} wdz — [, ad
f13 3 —xdx — f35 x — 3dx. Tolka som trianglar: A = 52_12_(3_21)2_(5_3)2 =8.

a) For I, blir summan 144 _9) x 4 = . = 4 — & For I, blir summan
n n n

S (1+4t—2)x i = —4+%.Din—>ooblirlmin: max = 4.

(b) For savil Iin som Loy blir summan y ., k:bfa =k(b—a).

(c) For Iyin blir summan )" (a(lgl) — a) L2, Z Lii—n—1= %(1 + = ) For Ioax
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blir summan ;" ; (ﬂ - a) g = Z—z Yorqi—n= “2—2(% —1).Din — ocoblir Iy = Inax =

—a?/2.

(d) For Iin bhrsummanz i1 (Tl) % =i i2_7123?+1 = nT—HQTé:l - %.Fér[max blir sum-
-2

man ) (E) =3 i3 = %2 ntl 13 n — 00 blir Iy = Lpax = 1/3.

01.12 (a) Integralens virde ges av arean som bildas av kurvan: fog 2zdr = 6 x 3/2 = 9. Medelvirdet ges

av f = ﬁf:f(m)dw = ﬁ9 =3.

(b) Kurvan bildar en halvcirkel med arean 2. Medelvirdet gesav f = f flx)dx = _7)271' =
/2.

(c) Arean tas fram genom indelning av omradet i trianglar och rektanglar, t.ex. som 22 + 22/2 +

42 /2 = 14. Medelvirdet ges av f = o514 = 1

(d) cos’x — sin?x = cos 2. Funktlonen ar antisymmetrisk pa intervallet med symmetrilinje

x = 3, ddrfor blir integralen 0. Medelvirdet f=o.

01.13 (a) =1-3 med integralen 4 — In 5. Medelvirdet blir f=1- 1“5
(b) Integralenbllr§ <f1a Ldu — fll/a %du) = 1(lna+lna) = Ina. Medelvéirdetf = a%l/a Ina =
s
(© f = # (o +0), [{ f0)dv = F(nk + (= 12)/2). f = kg (nk + (B = 1)/2) =
In k + E+1
Rh-1) T 2k -
d f = |1 — f w)dw = 1 E — fd + fu 1_ fdw Konstanttermerna motsva-

rar rektanglar med det totala bidraget 1/2 x (9 — 1) = 4. f2 i dw 11 Ldw f2 Ldw —

fln Ldw + f12 Ldw = 2In2 +In11 = In4/11. Det totala virdet pa 1ntegralen blir 4 + In4/11

= 4
och medelvirdet f = #0/11.

0114 (2) f = ﬁfg R (4—53 + 4*;”) /2% (3= (=2) =1 c=f1(f)=

4-3f=4-3xI=1

(b) Arean aven halvc1rkel & ® med medelvirdet f = 2L X %2 = T Ekvationen V72 — ¢ = T
gerc==+7 V16 — 2. B
(c) Med hjilp av Riemannsummor: foa 3z2dr = . f = %a?’ = a®. Ekvationen 3¢ = a? ger

c= a/\/g.
(d f“ ka?dz = 2 [ ka®dz. Med hjilpav Riemannsummor: 2 [ ka?dz = 2he’ f = L 2ka® _
ka® Ekvationen kc? k“ gerc = +a/V/3.

A 32 x33_33 23 19
5 5
fl t%dt = [_ }1 =-1/6—(=1/1) = 4.
x°— z4 z 2 1 z4 3 1 14 3 (1/2)4 3
f1/227x3 o [7—3>< —72}1/2: I—FWLQ:T—FQ“?_( 4 +2X(1/2)2> -
= 64 .
1 1 34 1 1711 _ 1 1 1 1 1 1
f B~ adt = [_ﬁ + 3?]—2 = 2(-1)2 + 3(-1)3 + 2(-2)2  3(-2) — T2 3 +
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win

1—_
+ 55 =

0ol

2,
(b)f1 0705 f ldv = 200+ 0]} = 2vVA+4— (2V/1+1) =5
\Fdw =[3 x w4/3]§7 =3 %2743 — (3 x 8%/3) = 15,
1/k+1 Etl/k
(d fo Vadr = tl/k+1 = f+kt = k+1t\/

01.16 (a) [} u'Pdu = [2“%/17]2 =229 _ 900 _ 456

01.17 (a) f(;TQCOSG + sin20df = [2sin9—¥]g = 2sin7w — % — (QSinO—W) =
—1p—0+12=0.

0 7o (8) <166 pn(§) -] 30 () - - ) ) -

T

3— 3”—3\[—1—%:3—7‘/;‘”.

2
(C)f 7 Sm2avdv _ [ %]E _ _coszZL ( cosQa—) —cole7r+c037r/2 _ﬁ.
f3" sin Ud“—f3§*_%d“:2 [%_ Sm42u]g =3 - smf =3~ %-
e 3z 2 3X2 3x0 6
0118 (3) [j ¥de = || = 57 — < = <5
b) fﬁ %d [ %:2];61 = 5?:;2 - 5?;12 1;13%2
f2 9dr = [%]21 = %_?n;l = 9%?9 = }33

(d) fl dx—I[ } — 27 — 27 :;

0119 (2) [ 2dt = 2In#]{ =2Ine? — 2In1 = 4.

(b) f\/g x2+9dx = [3 arctan(?))]?/?—) = Larctan(1) — % arctan (%) = (n/4 —pi/6)/3 =
7 /36.
©) fl dr__ — [arcsin L} - Qarcsin 4= = T

1 Ve Vi T 22

2

@ [P+ Tat =[S+ 7] =L+ 72— (¥ +7In1) = 21 41128 -0 =
127 4 1n128.

61.20 (a) 4 L [P Fbdt = cosw X (—sinx) — sina X cosx = —2sin & cos T = — sin 2.
1
(b)d:cflnm eldt = ¢* ><1 I'“7”><5—e - L
2 273
<C)d:rf2m T—dt = 1= z2 x 20— 12 x 2= gty - B

sinx l t2 1—sin? z 1—cos? . _ cosPx sinfx 2
(d) dz fcosz‘ dt = snz < COST sz X ( SIH.I') = nz T sz — CosTxcotx +

sin“ x tan .

" 2R _ -
01.21 (2) [ 27 3dz = limp o [%QL = limp o0 = — (*12 2) — 1),
b) fl \/+ ot > i > 1dt 00. Integralen divergerar mot oo.

(c) floo 29;"'1 dx > floo %dx = 00. Integralen divergerar.




148 Facit
. _ R .. _ _
(@ 7 3 + fdt = limpooe [ = 3]} = lImpoo 7 — o — (£~ i) =2

01.22 (a) fol z732dy divergerar till 0o enligt satsen om p-integraler, p > 1.

(b) fo 212w = 77 = 4.

(© Jo @ Pdx = fol 27 Pdx + [[° 2 Pdz. Om p = 1 divergerar bida termerna mot co. Om
0 < p < 1 divergerar den andra termen mot 0co. Om p > 1 divergerar den forsta termen mot 0.
I samtliga fall divergerar integralen mot oo.

A fo* shsde > fif shde = 0o

01.23 (a) fol %dt + [ %dt < fol %dt + [ t Tdt = .Integralen konvergerar mot ett virde pa

hégst
) J, o =1 g < fo 1dt + foo e 'dt = 1+ 1/e. Integralen konvergerar mot ett virde pa hogst
1+ 1 /e.

fol ?\“[tdt < fo tt dt = 2. Integralen konvergerar mot ett virde pa hogst 2.

(d fo t2dt = oo. Integralen divergerar mot oo.
01.24 Xk du = li S " kR (=0
24 (a) [ W= UMR=o0 | Tk |, — "MR=oe Tk~ "k ) T Wk’

(b) f - 4+82 ds = limp_so [% arctan (%)]IER = limp_oo %arctan(
T4 4 T/4 = T/2

(c) fo\/g ﬁdv = limy_>\/§_ [arcsin (%)K = limy_>\/§_ arcsin <%> —arcsin (%) =
@ )= lndew > [ lrlT“’dw > [ Ldw = oo. Integralen divergerar mot oo.

— % arctan (%R) =

<
wola

01.25 (a) f?oo %dx < fi)l %dw < f_ol %dx = —o0. Integralen divergerar mot —oo

(b) fog ﬁdm > fog Si&zdx > fog %dx = 00. Integralen divergerar mot co.
(c) fooo ﬁd:ﬂ < fol %dm + floo e%dx = 2 + 1/e. Integralen konvergerar mot ett virde pa
hogst2 + 1/e.

d) [ loo l;‘c—fdx <[ loo gdac = 2. Integralen konvergerar mot ett virde pa hogst 2.

Problem

P1.1 Lic S, = > 0 % Tipsetger > v (i + 1) =3 = (n+1)> =1 := VLoch > | 3i* +
3i+1 =30, +3Y" i+n=23S,+ 3n(37+1) + n := HL, dir vi anvinder att

Yomi= % Nir vi sitter HL=VL far vi, (n + 1)3 — 1 = 35, + 3n(g+1) + n eller efter
3_1_ n(n+1) _ - 3
omskrivning Sn _ (n+1)°-1 3372 n _ n3+43n? +3n+131 n sn—n _ n(n+1)6(2n+1).

P1.2 Ifallecn = 1farvi1l = 1. Viantar att relationen giller fér n — 1. Vi fir da

n

(Z) (an)z: (;1) +znzz+n -"le LIS VNSNS S

i=1 =1
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Resultatet foljer genom induktion.

P1.3 Sitt derivatan = 0 for att i extrempunkten = 2/3, hir vinder funktionen. z; = /3. Bestim
funktionsvirdena f(zg) = 0, f(z1) = —%, f(z2) = —%,f(xg) = 0. Inin = (f(z1) +
fla2) + f(22))/3 = —g] Lnax = (f(wo) + f(21) + f(23))/3 = —5F.

P1.4 Lit P = {zg,21,...,2,}. Vi ligger till en punkt z;—1 < & < z; mellan tvd punkter z; 1 < x;
och kallar den nya partitionen P. D far vi att Riemannsummorna 1, min(f, P) och LInin(f, ) fir
samma bidrag forutom fran intervallet [z;—1, z;]. Fran detta intervall blir bidraget till Jyin(f, P)
(x; — mi— 1) [l dir fi. dr fs minsta virde pa 1ntervallet Bidraget till T, (f, P) blir istillet
(z; — 2)fi, + (& — xq)fi] dir ffmn,A fiml > fieftersom fi. ir fs minsta virde pi

min —

hela intervallet. Dirfor blir far vi att L, (f, P) > Inin(f, P).

P1.5 For en udda funkdion f giller att f(—z) = — f(2) och for en jimn f(z) = f(—x). Vi anvin-
der integralens egenskaper for ate dra slutsatsen [, f@)de = fEa f@)de + [ f(z)de =
foa x)dx + fo x)dr = fo + f(z ) dx. Om f dr udda blir integralen 0 och om f
irjimn bl1r den 2 €§ f( ) dz.

P1.6 Litl,. = [ f(x)dxoch Iy = fcb f(x) dz. Da finns partitioner P’ av [a, c] och P" av [c, b] si
att Lin (f, P') < Ine < Inin(f, P') 4 €/2 och Inyin (f, P") < Iy < Iin(f, P") + €/2 foralla
€ > 0.Lat P varaden partition av [a, b] som bildas genom att ligga ihop punkternai P’ och P”. Di
giller Iyin (f, P) = Imin(f, P')+Lmin (f, P") < Inet+Ich < Inin(f, P)+e€. Dessutom giller mot-
svarande for I o, med samma argument I ( f, P) och dirfor miste [ f () da + fcb f(z)dx =

fab f(z)dz

P1.7 Vihar fol " dz)? = (njl)Q ochfo1 n dy = 2n+1 Eftersom (n+1)? = n?+2n+1 > 2n+1
gillerace (f f(z)dz)? < [ f(2)? da.

P1.8 Vi deriverar ekvationen och fir f'(x) = —2f(z). Enligt exponentialfunktionens definition har
viatt f(x) = Ce 2. Viliter nuz = 01 den ursprungliga ekvationen och far f(0) = 2, allts

f(z) = 2el — 2x).
P1.9 fw/2 Smtdt > fW/Q Trt/2 dt = o0o. Integralen divergerar mot cc.

P1.10 Eftersom lim,_,oo "¢~ %/2 = 0 for alla n finns det nigot C' sidant att e /2 < 1diz > C.

Dirfor farvi0 < fcoo e Pdr < foo —2/2 dz = 2¢=C/2, Dessutom giller foc e Pdx <
OC 2" dr = (;; +1 - Integralen dr alltsi konvergent eftersom integranden kan begrinsas av funktio-
nen g(z) = 2" pa intervallet [0, C] och g(z) = e~*/? pa intervallet [C, 00) och Jo© a"e " da dr

konvergent.

Kapitel 2
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Ovningar
621 (3) 7 Vo~ Tde = {u=2— Lu(1) = 0,u(2) = 1,94 = 1} = [Jv/u/1du = | 3/22}0 -
3/2 3/2
e — (%) =2
(b) f02 2w dr = {u=2%u0)=0,u2) =4,% =2z} = f04 2aet 2xdu = []f =
et —e =¢" — 1L
() fO cos(z)?dx = W%defg 1 1
ffm;‘“dx:{u:lnm,u( ) =0,u(e)=1,9% =11 = ["2u; du = [u?], = 1.

02.2

( NG 2v/z
[2 smu]o =2sinl — 2sin0 = 2sin 1.
(b) fo sin? x cos® xdx = f /2 Gin 22(1 — sin? x) cos xdx =
= {u=sinz,u(0) = 0,u(3r/2) = —1, % = cosz} =
-1 71
:fo u?(1 — u?)du = [ 3/3—u5/5]0 :—%.

/4 /4 2cos 2z
(C) ffr//12 tan22:p dr = f7r/12 2sm 2?1: dx

= {u=sin2z,u(r/12) = 1/2,u(r/4) = 1, % = 2cos 27} = f11/2 200828 /9 cos 2xdu = [lnu]}/z =

=Inl—Inlf2=1In2.

a) 4 cos(y/z— Ddl‘_{ \/5_1 u(l):O’u(ZL)—l’g;—L}: 1 cos(u /21 du =

(d)
V3 1 ; '
(22)
/3 1 1 1173 1 1 1
:/r/4 @D 1+ [uLfﬂ/?f (/4) D 23)
02.3 (a)

0
= / 9 — (3cos6)%(—3sin0)db

0 B 1(20)7°
:/ —951n29d0:[ 296—951114( 0)] :91.

™

fo 4 — d$— {x—251n0, 4t — 2c0s6,0 = 6(0), V2 =

3 d
/ V9 — 22dxr = {m — 3cosf, o — —3sinf, —3 = 3cos, 3 :3c050} (24)

(25)

(26)

% } fO V4 2sm€)2

2 cos fdf = Joi1do = [o)F ==
©) ¢ e = {9”: 5= 2.0=10(0),3 :e(g)} = I’ W X

c059d9 — j‘og

%] Jrmmal? = 7]
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02.4

02.5

02.6

02.7

028

2 2 T T 2
(d)fo mdw— {x—2tan9, a9 — M70:6(0)a2 9(1)} :f04 \/4+(;tan9)2xc0529d0:
™ sin s 1+4sin T sin
04 coi@de = [ln(lzsee)]g = ln( cos %4 ) B ln( I—C’;)SOO) =ln 2?2/5'

1

20 0 4 2°

10 _ | #?Int 10 ¢ 10%2In10 121n1 t2 102 12
(b) [; tlntdt = [T]l — [} Ldt = B — Ml =50ln10— 1% + L- =

501n 10 — 2.
(o) [{Intdt = [tInt]] — [{1dt =e—[t]] = 1.

2
2 _ | z2arctanz z2 o 1 2
(d) fo xarctan xdx = [72 O—fo 31z dx = 2arctan 2—5 fo 1—

(a) ng 1 cos 2xdr = [xsig%c]g _f()% sin2xdx — psinm [—cost] — ()4 o5 _ cos 0
1

C’Ow\zl

1 — —
27 dx = 2arctan 2

1 2_5
5 [r —arctanz|j = 5arctan2 — 1.

jus us T
(a) Partiell integration tvd ginger. [;? x2 sin 3zdr = [_ z? cgs:’m} ; — [ - w dr — T% B
2:513:(; 2sin 3x 2cos3z1E _ n2 4
(=55 ] - %d)*27+0—[%]5’**7—77
(b) I = f_‘*%e coswdr = [e¥sinz]?® o f4ﬁe sinzdr = edsi sin T —efgsin(—g) _
f%" e sinady = £ — ([—emcosx]gw - f47r —e” cosxdr) = efqe + ¢ el
- V2 -z -z s %

e7'r/4

Integralen vi borjade med aterkommer. 21 = V24 T = NoE

(c) [sinlnzdz = zsinlnz — [coslnazdr = xsinlnz — x coslnz + [ sinlnz. I dterkommer.
_ a(sinlnz—coslnx)

I — x| sin n$2 X + C. Ny

(d) Noteraattmed I, = feaxx"dx blir reduktionsformeln I, = <~ —21,, 1.1y = <~ +Cp.

. . . o axr 2 ax
Vi kan nu iterera reduktionsformeln och erhilla I = <+ — a2 + O, [, = <522 22721 +

2e + Cs etc., tills vi far Iy = e (zj 5;2 + 20’” _ 6022 | 120z _ 120) + C

a X ab

AT .1

T

(a) [ Togpde = [ 5 %yde = — ln\2x—1y+c

®) [ Greyde = [ #2m zzdl’:llnlﬂﬁ +C.

@[ bxgxﬂ =/ 2+(11//b\[)2d arctan(\fg;)

df ;Zilgdx =)zt z2+32d"’3 = 1In[2?+ 9| + Larctan £ + C.

(2) x:cziidx = fﬁrll + 2dz =2Inz —In|z + 1|+ C.

b)fz3+4;r = [ ot + pde = —gIn(2® +4) + 1“|9”| +C.

©f 2;103 dm_{u_%_?”gg—Q} fu2/2du—_ﬁ+0— - +C.

(d) [ Egpde = [ 5 + g5pde =lnje - 3| - 25 + C.

(a) [ = dx—f1+z2dx—x+ln\x—2|+0
b) [ Ctde = [2? + 20+ 4+ ode =2 + 2% + 4o + Tin|z — 2| + C.
(c)fx_x%dx—fl—i— 3z+)2 dm—fl—f—m—i-wda;fx—&-filn\x—ﬂ—i—%—i—C.

(d)f2x4+3:cx—_x§—8x+3dx _ f2$ L3454+ x+18d 24 3“7 + 5z + 1111‘.%‘ -3+
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3V3In |23 4 C.

02-9 (a) f mdw = f ﬁd[l)’ = arctan(x —+ 1) —+ C

(b) [ igde = [ gt de = JIn|(z—2)2+4| + 3 an "1 252 4. C = L In|2% — 2 +

8| + tan! Z2 + C.
1 1 1 1 T+2
(C) f x2+5w+6d$ = f (z+2)(z+3) dr = f z+2  x+3 dr = 13’ +C.
42210249 _ 1 _ 3(z—3)+11
(d) fzS 8x2+25jc_ 26d33 - f (;p 2)((:p 3)2+4)d - fﬁ + (x—3)2+4 dr = In|z — 2| +
3In|2? — 6z + 13| + 4 arctan £33 + C.

02.10 (a)fﬂdx = IQ 4—4—(272 -y sdr = {u = >4, d—“ =2z} :ln|x2—4|+8 12x2+0

x*—-822+16
(b) [ 2ei=2e B Ao bl gy — [9p 4 O 4 dr = 2%+ 9ln |z — 3| + S In(2? +

xJ—xQ—x 15 2—1—290—1—5
2 +5) — 5 arctan I'H + C.
2% —2x% o z—
©) wdx— - 1+md:ﬁ_71 n(22 = 1)+ 5= — 535 In| 5572 |+C.
23 —52249x—5 1
(d) f Gyt da = = 5 T e 2)2+(a: 2)3+(m 2)4dm—ln|x 2‘_7_2(90—2)2 -
3(m 3(z—2)3 +C.
62.11 ( f0r|:L‘sm( )\dw—{u-xQ,u(O):(),u(\/Q ) =2m, 2 = 22} = [27 | sin(u)|/2du =

fo sin(u /2du+f —sin(u)/2du = 2.
(b) J1 |55t de = — [y #hd + [7 2 de = 5.
(c)

jus

1 d
/2 |cosx(§ —sin? x)|dx = {u = sin:v,u(—g) = —1,u(i) =1, —Z = cosa:} (27)

T2
1
1
= /1 |cosx(§ —u?)|/ coszdu (28)

1 1 5 l/f 5 1 9 1 1
=2 /[ |z —u’|du=2 f—udu+2 u? — —du= -(2V2 —1). (29)
0 2 0 2 1/\/5 2 3

(d) fOQﬂ | sinz|de = [ sinxdx — fjﬂ xsinzdr = 4.

%x—l—l—i’)fl V1+(3 d:v—[\ﬁ:v} = +/10.
23/2 2(1 ,1:150 2(140)1-5 2(1+—1)1-5
(b) £25° = V. [°) T+ (Vapde = [0 = 200 DS g
(© Lz = k. [T+ k2de = V1+ k2.
1/9 2(14+92)1571/9 L5
(d) L 4x—3\ff/ V1+(3 dﬁ—[(;x:g) } =23- - 4 =0%

0

" 3
02.13 (a) dlnx—ﬁ =1_1z fl V14 (L= 5)2de = fl V(2 +2)2%de = [lnx—l— L =

ln3—|—f—1 1—— In3 + 1.

¥
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02.14

02.15 (

02.16

02.17 (a)

02.18

153

3 8X2 3 8x1 — 48"
/2
(O FEIFE = - 1 O — e =[5+ 2vE] = G +2vE=

3

t
(d)%i(%—alnx LE-o) i1+ GE- )%lx-[i( +a1nx)}1=§(%+
alnt) — 3(% > Lalnl) = tzl'g%.

@V = [3(2y)2dy = [ﬂ} — 36 cm®.
253

(b) Radien pi bottenarean ir r = 1/100/7 = 10/\/Tcm?. V = 2f0 (5)%de = 272~ =
1000 3
2 em®.

(c) Kroppen har rektangulire tvﬁrs}?ittx X (h—x).V = foh zh — 2%dr = %3 - =%.
(d) foh de = [31n(22 + D], = sin(h> +1) —Lln1 = LIn(h? +1).

2
2 _ 4 507 _ 2% _ 327
7rf0 dr = 7rf0 d:v-7r[5}0—7r5——5.

1
(b)m fo x +x)2dx—7rf0 x4 223 —i—mzdac—w[ 5+£+§}0:ﬂ(%+%+%):31—g.

Sy

(o) fo sin(z 2dl’—7‘(‘f0 sin? z— 2smfc+1d:c—7r[%(3x+4cosx—sinmcosx)]
5(3% +4cosz—sm4cos4 (0+4cosO—sin0cos0)) = 3” +\f7r——
(d)

7Tf (Vxe® ) dr = 7rf1 re*®dr = {part.int.} = 7 [}lezx(%‘ - 1)]3 m(lel(2 —1) -
(0—

0-1)=1%

(a)2m [ a( d:n—27rfe 1dr =27 [Inz]] = 2n(lne — In1) = 2m.

) 27 [y a(cosa?)dr = {u = a®} = 2r [ Sty = 2x [2] = 2n(i) =
7 sin a?.

2 9 2 3 9 212 2 24
(© 27 [2a(4 — a?)dw = 27 [2 4z — 23dx = 27 [2x —ﬂO:QW(sz — 2y —gr.
(d) 21 [} Egde =27 [SIn(2? + 3)]] = 20(}In(32 + 3) — §In(12 + 3)) = wln 3.

”fol(x)z — (2%)%dz = 7rfol 2 —atdr =m {L; - %5}

: 1
b)QWfolx(x—:z)da::%rfox _$3d$:27r[%-%}OZQW(%—E:%
c)27rf01(;v+2)($—x2)d:z:—27rf0 —23 — 22 4+ 2xdxr = 27 [_ﬁ_%‘?’_‘_lz} :%r.

5

0
1
d7rf012—:c) (2—x2dac:7rf0 5x2+4xdx:7r[%—%+2x2} =
m(3-3+2) =1

(a) Triangeln begrinsas avy = 3%1 21 f13 x(?’%m)d:z =27 [T - %

2 3
) -
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02.19

02.20

02.21

02.22

02.23

02.24

Facit

13/2
(b) 2 [/ 2 x 3dz = 27 [%L/ = 907

(c) Vi studerar vre halvan och multiplicerar med 2. Cirkeln begrinsasav 0 < y < v/4 — z2 och
0 < x < 2. Volymen ges av 2 - 27Tf0233\/4—332d95 = {u =4-22du = —2xdx} =
21 fo w2 du = 3?,’”

(d) Kurvanidry = /1 — 925—; fran y-axeln dill 2, men integralen beh6ver multipliceras med 2 for

att f med omridet under z-axeln. 27 f02 2z4/1 — %dw = {substituera v = 1 — 22 /4} =

() Az = 3. My =1 x (1ﬁ1+ %) =5 22 ~ 0.6857

() Az =11 = L x Wran)tlants) %7 ~ 0.7083.

Az =1.51=1x¢(1 +475 + 3) = 22 ~ 0.6944.

Az =1.9=1x %(%+4ﬁ+fl5+%5+4175+ ) = 117 ~ 0.69325.
@Ts = %sin(0)+25in2(%)+sin(ﬂ') _ %

(b) My = 3((1)* + (3)?) = 15-

(c) Lat f(z) = 2? — 23. Vihar My = %f )+ 2f( ) =

(1
(d) So = 6x2(f(0) +4f(1/4) —i—2f(1/24)1 +4f(3/4) —|—f( )) = —3. Notera att Simpson ir
exakt for kubiska polynom.

(a) My = 3% sin((im) /2 — m/4) = 0.
(b) Azw = 2,m; = {—1,1,3,5}.5;, = 2¢((-3)2 + 4(—2)2 + 2(-1)  + 4 x 02 + 2 x 12 +
4><22+2><32+4><42+52):1;’;2
()S4=1><f(ln1+4ln +2In2+4In5 +2In3+4Inf +2Ind +4In$ +In5) =
é(1n5+21n24+41n91465)
(d

_ 8—16 16—16 24—16 32—16 40—16\ __ 76
YAz = 8T4_8( +2F2 425570 42550 + 0 = £,

Hinsyn maste tas till intervallens olika lingd.

(2) 160 % (V0 + v/16) + 84516 % (/16 + v/64) = 320.
(b—x(erf) 7 X (VA+ VI6) + S50 < (VI6 + v/64) = 328,
() 550 x (VO -+ VI) + 5L x (VI + V25) + 8452 x (V25 + V/6d) = 326.
(d) (V0 +2v16 + 2v/32 + 2V/48 + v/64) = 64(2 + V2 + V3) ~ 329.4.

(@) f"(2) = 1222 K = max | f"(x)] = 3.| [;/? et dw — Ty | < 302207 — L — 003125,

(b) FD(z) = 24. K_24|f1/23: da — S|<%—240~000417

(©) f"(x) = 1202 K = max | f"(z)| = 3.| [/2 et dw — M| < 2A207 — L~ 0.01563.

(d) " (2) = 1222 K = max |f"(2)] = 3.| Jj/? et de — Ty < 34L220° — 1~ 0.00782.
1/2

Det exakta virdet dr f rtde = ﬁ = 0.00625.

(@) 5 x 204 (1/2)%) = 0.015625. E ~ 0.00938.
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(b) 3 x &(0+ 74 + 57) ~ 0.006510. E ~ 0.00026.
(c) 3 % (5r) ~ 0.0019531. E ~ 0.00429. Ungefir halva feleti T}.
(d) I X 5(04 & + 51) =~ 0.008789. E ~ 0.00254. Ungefir en fjirdedel av felet i 7.

o~ € e— 3
02.25 (a) f"(2) = —20 2. K = max|f"(z)| = —f(1) =2.E < 22<4X§>2 = (A

(b) f@ (@) = —sinz. K = max | f¥)(z)] = —f(n/2) = L. E < 200 =

(©) f(w) = ~62. K = max|f" ()] = —f(5) = 30. B < {55 = 10,

(d) f"(z) = 24 — 1222 K = max |f"(z)| = f(1) = 12.E < 122&8;‘ = £

Problem

P2.1 [y = 1—e !och partiellintegration ger I,, = —e ™1 +nl,_;. Dirforharviatt [y = —e 141y =
1-2e!,Ih=—e ' +21 =2—5e 'ochlz3 =—e ' + 3l =6—16e"

P2.2 Vifir med variabelsubstitutionent =t — 7,
t 0 B t B
/0 F(g(t = rydr = [ (e~ (o) i = /0 7t~ Dg(h) di.
t

P2.3 Vi liter funktionen f(x) = v/1 — 22 rotera kring z-axeln for —1 < z < 1 Vi har att f/(z) =
_ﬁ: ( 3- AreangesdarforavS—%rf f@)/1+ (z/f(x))?dx =
:47rf01\/ )2 4+ 22 dx = 4.

P2.4 Volymengesav T |, 100 22 dr < coom A < —% enligt satsen om p-integraler.

P2.5 Det vinkelrita avstindet mellan origo och linjen ir 5/+/2. Vi soker alltsi volymen av en torus dir
ringen har radie 1 och avstindet frin ringens centrum till torusens centrum ir 5,/+/2. Volymen ges

(enligt exempel i boken) av 2712 .12 . 5/y/2 = 5272

P2.6 Hornen liggeri[2,2], [2 — 2v/3,0] och [2 4 2v/3, 0]. Triangeln delas i tv halvor. Vinstra halvans

2 .
b1draggesav27rf2 %x (V3z+2-2v/3)dx = 21 \x/ (1 \/§)$2]2_j§ = QW(%+(1_
2 2
\/3)22—((2 33) +(1-/3)(2 —) ) —71'(%—%) Hograhalvanger?ﬂf2 (—V3z+

2 +2v/3)dxr = (% 8). Summa 1\%

2

Dégiller T, :%( o+y1+y2+ A+ Yn— 1+2yn)octh_ (y1+ Ay, 1 )Sammdlgt
giller att,

P2.7 Litw; =i/n,i =0,...,nochz, 1 = (i+3)/n,i=0,...,n— 1 Vidareliterviy; = f(z;).
1
2Y

1 1
SnzE‘6'(y0+4y%+2y1+4y1+%+...+4yn7%+yn)
1 1 ,1 1 2 1
:g'ﬁ'(§y0+y1+y2+"'+yn—l+§yn)+§'ﬁ(y%+"‘+yn_%)
T, +2M,
3 )
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P2.8 Viharatt] = f12 de =17 = (t— 1)# +(2-t)=5° £48 > T forallat eftersom funktionen
har positiv andraderivata. Vi liter felet e(t) = T5 — I och soker dess minimum. Vi fir

0=2¢/(t) =1+ t34 (t — 1)3t2 — 3 =8+ (2 — 1)3t? = —7 + 312,

e _ 7
vilket innebir att ¢ = NeE

P2.9 Trapetsmetoden approximerar f(a:) med en linjen A= (f(0)(h — z) + f(h)x). Lat det punktvisa

felet betecknas e(z) = f(x) — (f(O)(h —x)+ f(h ) ). Vi har att €(0) = e(h) = 0 och
att €’ (x) = f"(x). Vidare galler fo z)de — Ty = fo x) dzx. Vi noterar att tvi partiella
integrationer ger

/Ohx(h — 2)e () dx = — /Oh(h 20)¢(a) de = 2/Oh 2e () de = —2/Oh e(z) d.

Alltsa giller
Y K [h Kh?
| f )dx—T| = \ x)dz| = f\ x(h—z)e"(z)dx| < — | x(h—z)dx = —.
2 J, 12
P2.10 ViharattS; = b_Ta (a® +0.5(a + b)® + %) = 2(bP+b%a+ba’+a3) = # = f: 23 dx.
Kapitel 3
Ovningar
03.1 (a) Ordinir, ordning 1.~ (b) Partiell, ordning 2. (c) Ordinir, ordning 4.
(d) Partiell, ordning 2.
03.2 (a) Partiell, ordning 1. (b) Ordinir, ordning 4.  (c) Ordinir, ordning 2.
(d) Partiell, ordning 2.
03.3 (a) u” = —cos(z). u” + u = cos(z) — cos(x) = 0. Funktionen ir en lsning.
(b) v’ = —9sin(3z). v’ + u = sin(3z) — 9sin(3x) = —8sin(3x). Funktionen ir ¢j en [6sning.

(o) u” = —2cos(x) — 3sin(x). u”” + u = 2cos(x) + 3sin(z) — 2cos(x) — 3sin(z) = 0.
Funktionen ir en l6sning.
(d)u” = —sin(z — 1). v’ + u = sin(x — 1) — sin(z — 1) = 0. Funktionen ir en l8sning.

" 2
034 (1) f' = ((J—lz)z’ ((J—lz)Q = (Cl—m> . Funktionen ir en l8sning.
(b) f' = ﬁ, 2/(%) = 4/x # /. Funktionen ir ¢j en 18sning.

(0f = cos(:py) sin2y _ 2sin(e)cos(z) _ o sin(z). Funktionen ir en l8sning.

cos(xz) cos(z)
d) f' === k:p = %,2]{: tan(kx) Cosfka) = 212;??,&’;”;). Funktionen ir en 18sning.

035 (eexu=3x+1. (BOtexu=¢" (tex.u=c" (d) tex.u= L,

xT
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03.6 (a) f(u) = wir kontinuerlig Vo, u. | f(u1) — f(u2)| = |ur — ua| = |us — ug| alltsi Lipschitz-
kontinuerlig med konstant 1. Det finns ett entydigt u i en omgivning till [0, 1]. Funktionen ir e”.
(b) f = ku ir kontinuerlig Vo, u. |f(u1) — f(u2)| = |kui — kug| = |k|lur — ugl. Lat
L = |k| = |kui — kug| < L|uy — ua|. f ir alltsd Lipschitzkontinuerlig och det finns ett entydigt
uien omgivning till [0, 2]. Funktionen ir 2¢®.

(c) f = ' ir kontinuerlig pa rektangeln = € [0, 00, u € [0, 0], men df = 3u~'/* ir inte be-
grinsad iz = 0. f 4r alltsa inte Lipschitzkontinuerlig pa rektangeln. Vlllkoren for entydig I6sning
ir dirfor inte uppfyllda och vi kan bestimma tva 1sningar u = 2% och u = 0.

(d) f = v ir kontinuerlig Vu. f ir visserligen inte Lipschitzkontinuerlig Vu, eftersom f” gir mot
oindligheten da u dkar, men pé en rektangel a < = < b, ¢ < u < d innchéllande [0, 2] ir
1 —u? — (1 —u3)| = |ug —uagl|us +us| < Llug — u2| for L = 2max(|c|, |d|). Villkoren for

entydig 16sning ir alltsd uppfyllda. (Lsningen ir v = 322:“: )

03.7 (a) Skrivsom ¢(z) = ¢(0)+ [y 2¢ dt med startgissning po = 1.1 = 1+ [ 2x 1dt = 1+ 2.
¢ =1+ fox 14+ 2t)dt =1+ 2z + 222 ¢3 = 1 4 22 + 222 + % och i allminna fallet

=D 1o (2]3) vilket 4r Taylorutvecklingen fér [6sningen, e %",
(b) Bérjamed ¢pg = 1. Iteration av ¢, () = 1+ [ —dn—1(t )tdtgerl—%;l—%;... = e /2,
(c) Startgissning g = 20ch ¢ = [\ pp_1(t) —tdtgerl+z+1+x+ %5 +% + 5+ =
14 x4+ e". ., ' ,
(d) Startgissning po = Ooch ¢y = [ 2t(1 4 pn—1(t)) dtger:c2+%+%?+...—l—% =’ 1.
03.8 (a) udu =3xde. [udu= [3rdr < % =32 4 ' ochu? = 322 +C
(b)Ldu=2%de. [Ldu= [2?de < Inu= g—i—C'ochu:C’es.
fE*I2
(@idu=(1-2z)de. [Ldu= [1-2dr&Inu= #‘FC/OCI—IU:CCQ 2
(d)udu = z + sin(z)de. [udu = [z + sin(z)dr < “—22 = %2 — cos(x) + C” eller
u? = 2% — 2 cos(x) + C.
03.9 (a) [ & = [cos(z)dz & —e " = sin(z) + C’' ochu = — In(C — sin(x)).
(b)f—2 [dzx & ufl—x—i—C/elleru:Cm
(@] 525 = [du s u={In |33 + C'dlers = A,
(d) [vdv = [ gds < v? =2gs + Cellerv = £1/2gs + C.

03.10 (a) Latv = u/z, W dx =v+ :vd och dela tiljare och nimnare med 2%. v? + v = v + :U &

L= f 9 — [B o In|z| = C' — L. Substitution av v motu/z gerln|x! =C'-Z2 eller
= ol (medC =-C").

(b) Latv = u/x och dela tiljare och nimnare med z2 v+ :r(% = 01:5’2 = % | Tz dv =

f% ={u=1-2?} & —%f%‘ = fdx—z & —Injul = 2In|z| + C; = InCyr? &

|1—v2\:\1—u2/x2]:@elleraﬁ —u? = C,y.

Qv=2%=v+e’"=v+ :de /& 4 — [eVdv & ¢ = C — In|z|. Substitution ger

x

e % = C —In|z| ochu = —zIn(C — In(x)).
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03.11

03.12

03.13

03.14

03.15

03.16

Facit
(d)u+:c%:ﬁw@f%:j‘%@2ﬁ:1n|x|+cochu:g(ln\x|+0)2.

() [ 42 = [22dz & In fut1] = 2%/3+C ochu = Ce™ —1.u(0) = C—1 =2 = C = 3,
u:3e§ -1

(b) Substituera u = vz. v + 2% = (cos(v/2))~! + v. [cos(v/2)dv = [ % 2sin(v/2) =
In|z| 4+ C’.v = 2arcsin 3 (In \:c| + ") eller u = 2z arcsin(In y/|z| + C). 2 = 1 geru = 2 om
C = sin1,siu = 2z arcsin(In /|| + sin 1).

O f14+3uldu= [E s u+ud=|z|+C.u(l)=2=2+22=In1+C = C =10,

. w3
u+ u? = In|x| + 10. Kan ocksa uttryckas = <55
(d)Litu:xumeddu:%%—%%%—%:e_“—%ﬁfx = [e*du.
e = %2 +C&su= %ln( + C). Begynnelsevillkoret ger u = 1 In (% —1).

a) Identifierasom v’ + fu = gmed f = = och g = x. Med hjilp av en integrerande faktor ges 16s-
) Identifi '+ f df glch d hjilp g de faktor ges|
: _ —F [ F _ _ o—In(z In(z _1 _z2  C
mngenavu e F [efgde. F=In(z) = u=e 0@ [n@gdy =1 [22dr =2 4+ €
(b) f = x,g—— :ln(x):u:%fxxm%dx:%n(m).

()u= e~3In(z fe?’l”(x):pdx = x_3fa:4 =2%/54+C/a3

(d)f=2+22,g=e F =2z + 22 e 2zte?) feQx”CZe*""’2 dr = e=%°2 + Ce—(2u+a?),

(a) v e 3%y = 9e73%.9e73% 42 x —3e73% =3 x 732,
(b) u” = 4cos(2x). —4 cos(2x) /4 + cos(2x) = 0.

(v =C,u" =0.2% x 0+ 22C = 2Cx.

() =2z,u" =2.2%2 x 24+ 2 x 22 = 2z x 2.

(a) Latv = dw = ‘;;2‘ =2 4 — y/z medl6sningv = C'zochu = [vdz = Ca® + D.

(b) ?12715 = v . Skriv ekvationen som uvgv — 2 med I6sning v = Cu. Integrera m.a.p. a:
lnu = CiE-i—D/ uw = DeCz.
( )’UZIZU = 2vu med lésningv = uQ + C/ ochu = fvdﬂ') = %arctan% = x+ D/.

u= Ctan(Cx + D).
(d) g—; + v = . Anvind integrerande faktor ¢” och P.L:v = ¢ [e"zdx = — 1 — Ce™ ™.
u= [vdr=2*/2—x+Ce™*+ D.

(a) Latw = d = och skrivsom d” =z & [v3dv= [xdz. —% = % +Cv= Cl—a;T
u’(O) =1= C =1 Integrera 1gen u = arcsinz + D. u(0) = 0 = u = arcsin z.
(b) + 2sin(z = 0, f = — [2sin(z) dz. Vi/ = C + cos(z). Begynnelsevillkor

1 ger C’ = \/I - cosO =0 och u' = cos? z. Integration och begynnelsevillkor 2 ger u =
1+ 3(z + sin(x) cos(z)).

(v = 2202 v = 221 U= jarcan(3).

(d)Inv = In(cos(z)) + C" < v = Ccos(x) med C = 2. u = 2sin(z).

(a) 2v dv = 2sin(z) cos(z) dr.v? = sin? 2 +C med C = 0.u' = +sin(z),u = =% cos(x) + D.
up = 1 — cos(x), ug = cos(z) — 1.
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(b)eVdv = 322 dz.e” = 23 + Cmed C = 0,¢ = In(x)? = 3In(x). u = 3x(In(z) — 1) + D.
u = z(In(x3) — 3).

(c)e¥dv = \/;;dm.evzemeCmedC:O,u’:\/2x.u:%wLD.u: (Qx?)’m.
(d)v2dv = 2xdx.—%:—a:2+CmedC’:1.u’:

_% |x+1|+1

ﬁ. Integration och randvillkor ger

03.17 (a) u) = —9A4sin(3z) — 9Bsin(3x), v = 2. u) + up, = 0, allesd dr uy, homogenlosning-
en. uy + 9u, = 2 + 922, sa uy, ir pamkularlosmng Med u = up + up, fisu(0) = B = 0,

u'(0) =3A=1,A=1/3.u=1/3sin(3x) + 22

(b)u(0) = A+B+0=0,4(0) = -34—-2B+1 = Omed l6sning A = 1, B = —1.

— 3T _ 67290 + .

u €

Qu(l) = A+B+1=0,u/(-1)= 24+3B 1 = 1medlosning A = —1, B = 0.
u:%—xQ
(du(l)=B+1=5B=4u(1)=A5 - B/12+1=1,A=du="00 44

v(x)e®, v = v'e” + ve,

0318 (a) f/ = &%, " = % " — 2" + &% = 0.u; = =
+ ve?) + (ve) = 0 = Ve

e’
ul/: l/ac+2,v +vem(//x+2v +U€) (
v”—Oochv—Cx—i—D u—Cxe + De”.

(b) f/ = € f" = e". e — 3" + 2" = 0.u; = e’ u = v(x)e®, u = Ve’ + ve?,
u’ =v"e" +20'e” —|—ve . (v”ex + 20'e” +ve”) — 3(v'e” +ve”) + 2(ve?) = 0 = v"e” —v'e”.
V" =0 ochv = Ce® + D.u = Ce®* + De”.

() f =33, " = 93, 9e3% — 4 x 3e3% 4 3e3” = 0. u; = 3. u = v(x)e3, U = Ve 4
3U€3m, o = 1),/€3m—|—611/€3m+91163x. (U//e3x+6v/e3x+9ve3m) _4(U/e3x+3ve3x)+3(ve3x) —
0=10"4+20.v=Ce 2 4 D.u = Ce® + De?*,

(d) f/ = =272, f"" = 472 472 — 10e7 % + 6 2 = 0.up = ¢ . u = v(x)e 2%,
u/ _ U/C—Qx _ QUC_ZI, u// _ v//e—Qx 41),6_296 + 4ve—2x (U//e—Qx 4U/e—2m + 41)6_29[:) +
5(v'e™2% — 20e72%) + 6(ve™ ) =0 =" +v.v=Ce ™ ® + D.u = Ce 3% 4+ De~22,

.U
e®

0319 (a) f'=1,f"=0.22x0+3z - 32 =0.u; = x.u = 2v(z),u = 20’ +v,u” = 20" + 20
x2($v”+2v’)+3m(a:v’+v) —3(zv) = 0 = 230" + 522’ Substitution w = v/ gerw = C'z 7>
ochv =Czx™ + D.u = Cx 3+ Dux.

(b) f/ _ ac/2 f// _ ac/2 x4/2+ex2/27%ex/2 =0.u; = eT/2 4 = e%/2y ( ) u = ex/ZU/Jr%,U,
o = ex/QU”—I—Q% _'_%/QU‘ (ex/2vll+2¥1}/+ eva)ﬁ-(exﬁv I x2/2v) 3/4(69”/21}) _
0=1"+2v ochv = Ce™?* 4+ D.u = Ce™3%/2 4 De*/2,

(¢) f/ = —sin(z), f”" = —cos(x). —cos(x) + cos(z) = 0.u; = cos(x). u = cos(z)v(x),
u' = cos(x)v’ — sin(x)v, u” = cos(x)v” — 2sin(z)v’ — cos(x)v. cos(x)v” — 2sm( Yo' —

cos(x)v) + cos(x)v = 0 = cos(z)v” — 2sin(x)v’. Substitution w = v/ gerw = cosza: och
v:fwd:v:Ctan:L‘+D u—C’sm( ) + D cos(x).

A f ==L =2 +3x—1+——0u1—%u=%v(w),w=1”'+x2”
=1 V"2 21v’+ 0. l’%(IU”—I—Q §U’+x30)+3x(%v’+;—§v)+(%0) =0=av" 4+,

v/:C/xochv—Cln( )+ D.u= Cl“( ) +D

0320 () f/'=1,f"=0.22x0+ (22— 22) x 1+ (2—2)r = 0.u; = z.u = zv(z), v = 2V +0,
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03.21

03.22

03.23

03.24

Facit

u” = 20" 4+ 20" 2% (20" + 20') + (2 — 22) (20 +v) + (2 — 2)(2v) = 0 = 230" + 230" och
v=Ce*+ D.u=Cxe ™+ Dzx.

b)) f =2z, f" =2.222 — 4 x 2z + 622 = 0.u; = 2. u = IL‘2’U(IL‘),’LL = 220 + 2z,
u” = 220" + dav’ + 20, 22 (2P + 4o’ + 20) — 4o (2?0 4 220) + 6(2%v = 28" och
v=Czx+ D.u=Cx>®+ D>

(0 f = 2m, f" = 2.20% — 22 x 20 + 222 = 0.u; = 2% u = 2%v(x), v’ = 2% + 220,
u” = 220" +dxv 4+ 2v. 2% (220" +dzv’ +20) — 22(220 +220) + 2(220) = 0 = zhv” + 2230
ochv=C/z+ D.u= Cz + Dz>

) = 0.u; = sin(2z). u =

(d) f' = 2cos(2z), " = —4sin(2x). —4sin( x) + 4sin(2
sin(2z)v(x), v/ = sin(22)v" + 2cos(2z)v, v’ = sin(2x)v” + 4cos(2z)v" — 4sin(2z)v.
(sin(2z)v" + 4 cos(2z)v" — 4sin(2x)v) + 4(sin(2x)v ) = 0 = sin(2z)v" + 4 cos(2z)v’ och
v=C" sin%a;Zx = 251236 + D.u = Ccos(2x) + Dsin(2z).

(a)r1 = —§—l- \/j—?): Lrg=—2— % — —3=-3.u= Ae' + Be 3.
(b)yr1 = -5 2 4 \/E = —2.ry = % — 4/ % — 4 = —2. Dubbelrot, si vi behéver multi-

plicera en av 16sningarna med . u = Ae~2t + Bte 2t

()r1 = —Q—i—\/—— :—1.7“2:—%—\/%— =—T.u=Aet+ Be ™.
(d)r1 = 2—1—\/—— =—lryg=-2- %— =—l.u=Ae '+ Bte™".

(a)r1 = — +m_1+2@r2:_ F—l—Qi.u:Ae(H’Qi)t—}—

Be(l*ZZ) — A/Ct COS(2t) =+ B/Ct Sll'l(2t)'

(b)yr; = —% + \/g = 242019 = — \/7_ —9 — 9 u = Ae(—2+2i)t +
Be(=2-20)t — fle=2t cos(2t) 4+ Ble=? sin(2t)
(r1=0.r9 = -8 u=A+ Be ¥,

(d)71:_2+\/—m—1+317“2=— \/70—1—32u—Ae(1+3i)t+

Be(1=30t — Alet cos(3t) + B'et sin(3t).

m:_mw Ts m s
B -G-8 -
2

—1l.u = Az~ 1 4+

—1.79

—1
(d)rl %3+ (22 4+ 5=5.1m = \/7 ~l.u= Az’ + B/x.

(a) Ansitc u, = Ae” och st in i ODEin: uy + 2uy, + up = Ae® + 24e” + Ae® = 4Ae” =

f(x) =e". A=1/10chu, = .

b) Vi kan inte ansitta u, = Ae>® eftersom u, di blir homogenlésning till ekvationen. Vi multi-
P P 4 g

plicerar med 2: 1, = Awe*. w) — 3'up + 2uy, = 4e** (Ax + A) — 3e* (2Ax + A) 4 2¢* Az =

Ae?® = 2% S35 A = 1 och Up = xe®,
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(c) Vikan med gott samvete ansitta u, = Asin(x) 4 B cos(z) vilket ger — A sin(x) — B cos(z) —
3(Acos(x) — Bsin(x)) + 2(Asin(x) + Beos(x)) = (A4 3B)sin(x) + (B — 3A) cos(x) =
sin(2). A+3B=1,B—34=0.A=14,B =3 u, = | 3cxlz),

(d) Viansitter ett polynomu, = Az + B.4A+2Ax+2B =x. A = %, B=-1lu,=%5—1

03.25 (a) Ansittu, = Ar?+ Bz +C.222 = 6A—2Ar— B+ Ar?+Ba+C = Az’ +(-2A+B)z+
6A—B+C.A=2-24A+B=0,6A—B+C=0.B=4,C =—-8u,=22%+4z -8
(b) A cos(3x) + Bsin(3x) ir homogenldsning, si ansitt Az cos(3z) + Bx sin(3x). cos(3z) =
cos(3z)(6 B —9Ax) —3sin(3x)(2A+3Bx) +9(Ax cos(3x) + Bz sin(3z)). —3(2A+3Bx) +
9Bz = 0,6B —9Ax +9Ax =1. B =1/6, A = 0. u, = ¢/6sin(3x).
(c) Eftersom vinsterledet innehaller et polynom av grad ransitter viu, = (Az + B)e?®. v +u =
4e?*(Azx + A+ B) + (Ax + B)e?® = e 4A+ A= 1,4A+B)+ B = 0. A = /5,
B = —4/25.u, = “;z - 452;.

(d) Vivill ansitta up, = (Az + B)e", men den funktionen ir homogenldsning till DE:n. Om vi

ansitter u, = £(Azx + B)e”, sd dr en av termerna i uy, (Bxe”) fortfarande en homogenldsning. Vi

maste dirfor ansitta u, = 2%(Az + B)e®. (Az® + 6Az% + 6Ar + Bx? + 4Bx + 2B)e” —

2(Ax3 + 3A2% + Bx? + 2Bx)e® + (A2® + Br?)e® = 2e®.6A + 4B — 4B = 1,2B = 0.

_ 1,3 x
U/p—gme.

Problem

P3.1 %\/u -1= 2\/% saknar virde i uw = 1, si funktionen ir inte Lipschitzkontinuerlig p nigon
rektangel innehallande (1, 1). Det finns tvd 18sningar u1 = 1 och ug = i(mQ — 2z +5). Forate
bestimma ug, litv = u — 1, %% = \/v med losningen z + C' = 2\/v < v = (2 + C)? vilket
efter substitution och med begynnelsevillkoret ger u2. Lsningen ir alltsa inte entydig.

P3.2 Vihar ||f|h = f; |fIPdz < maxgepqy |fIP ff ldz = (b— a) (max,epqy | 1)". Resultatet
foljer genom att upphéja till 1/p pa bida sidor.

P3.3 Eftersom f(u) = w ir Lipschitz kontinuerlig har vi existens av 18sning i en omgivning till [0, 1]. Vi
har v(0) = u(0)? = 1 och v’ = 2uu’ = 2u?uy = 2v.

P3.4 Litx = 2si firviu(2) = 1. Derivera ekvationen v’ (z) = u?(z) = u?(z). Variabelseparation
gerz+C = [1ldx = [ u%(x) du = —ﬁ. Instittning av u(2) = 1 ger C' = —3. Sammantaget

farviu(z) = ﬁ

P3.5 Litv(z) = y/(x). Vifirv' = v? som ir separabel. Vi fir [ 5 dv = [1dx = 2 + C. Vi fir
—1/v(z) = z + C. Begynnelsevillkoret ger v(0) = 1 vilket ger C = —1. Vifarv(z) = .

Dirfor farviy(z) = [ 12 dz = —In(1 — ) + C. Begynnelsevillkoret ger 0 = y(0) = C. Vi
fairy(z) = —In(1 — 2).
P3.6 Litv(z) = In(x) i ekvationerna (3.85-3.88) fir vi ax" ! (zv” (z) + v'(z)) = az" (-2~ ! +

x71) = 0 vilket innebir att 2" In(z) 16ser Eulers ekvation med dubbelrot 71 = 79 = 7.

P3.7 Den karakiristiska ekvationen r* — 1 = 0 med faktorer (r 4+ 1)(r — 1)(r +4)(r — 1) = 0. Vi
ansitter u(t) = Cye' + Cae™ ! + Cysin(t) + Cy cos(t) som loser ekvationen. Eftersom 16sningen
skagi motnoll di ¢ — comiste C; = C5 = Cy = 0. Allsau(t) = e ™.
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P3.8

P3.9

P3.10

Facit

Vi ansitter u = € vilket ger den karaktiristiska ekvationen 73 + 2r2 — r — 2. Vi ser genom
insittning att en l6sning ges av r = 1. Vi fakroriserar polynomet 73 +2r? —r —2 = (r —1)(r? +
3r+2) = (r—1)(r +1)(r 4+ 2) vars nollstillen gesavr; = 1,73 = —lochrg = —2.Vi
har tre oberoende l6sningskandidater och den allminna l6sningen ges dirfor som u(t) = Cet +
Che™t 4 cge™2t,

Vi ansitter u(z) = Ax? + Bz 4 C och fir 2?2 = 2Ax? + 2A2% 4+ Bx + Ax? + Bz + C vilket
uppfyllsom A = 1/50ch B = C = 0. Vifiru(z) = t2°.

Vi har att 8“%;00 + cau(g;d) =—cu/(z—ct)+ cu/(z —ct) = 0.

Kapitel 4

Ovningar

04.1

04.2

04.3

04.4

04.5

(a) Vihar att e cos(t) < e fort > 0. Allesi giller att [ef cos(t)| < Ce™ haller med C' = a =
1 och Laplacetransformen ir vildefinierad for Re(s) > 1  (b) Vi har att e3sin(t) < €3 for
t > 0. Allesa giller ate |3 sin(t)| < Ce haller med C' = 1,a = 3 och Laplacetransformen ir
vildefinierad for Re(s) > 3 (c) For varje @ > 0 vill vi vilja C si atc t < Ce®. Vi faratce C >
f(t) := te™%. Funktionen f(t) ir storre in eller lika med 0 och har sitt maximum d dess derivata
ir noll allesa f/(¢) = e (1 — at) = 0. Detgert = 1/a och att maximum blir max; f(¢) =
a le 1. Vi viljer C' = a~le ! och far att for varje a > 0 finns C'sd atc t < Ce®. Alltsd ir
Laplacetransformen vildefinierad for alla Re(s) > 0 (d) Eftersom Ce™ > D fort > 0 ir
sant for a > 0 och C' > D dir D ir en konstant ir denna Laplacetransform med C' = 3000
vildefinierad for Re(s) > 0

(a) Forvarjea > Ovillvivilja C'siatct? < Ce™. Vifaratce C > f(t) := t2e =% Funktionen f(t)
ir storre 4n eller lika med 0 och har sitt maximum da dess derivata ir noll allesa f/(t) = te=*(2 —
at) = 0.Detgert = 2 och att maximum blir max, f(t) = 4a~2e~2. Viviljer C = 4a~2e~2
och far att for varje @ > 0 finns C' sd ate t2 < Ce®, Allesi ir Laplacetransformen vildefinierad f6r
alla Re(s) > 0 (b) (t + 1)(t — 1) kan férenklas till #* — 1. Med samma argument som i 14.2a)
foljer detatt Re(s) > 0 (c) Ansitt g(t) = te'. Fort > 0 foljerate g(t) < g(t)e forallab > 0.
Meda = 1+ bfasatcte! < Ce™ med C = 1forallaa > 1. Detta medfor Re(s) > 1 (d)
e?sin?(t) < e*. Detta medfor att med C' = 1 fis e*sin?(t) < e for a = 2. Detta medfor
Re(s) >

(a) Pa grund av linjiritet far vi £(3t + t2)(s)

grund av linjiritet fir vi £(t + 3t%)(s) = L(t)(s
LE-22)(s) _ 2£()(s)=2L(t%)(s)

BL(8)(s) + L(E )( ) = % + & (b)Pi
) )=% + & (o) Pigrund av

linjiritet far vi . =2 4 % (d) Pa grund av linjiritet fir vi
L(t(a+bt))(s) = al(t)(s) + bL(?)(s) = & + B
(a) Viharatt L(t)(s) = S% Linjiritet ger act f(¢) = 7¢. (b) Viharatt £(¢%)(s) = . Linjiritet
geratt f(t) = 2t3  (c) Viharatt £(t)(s) = % L(t?)(s) = S%, L(t3)(s) = S% Llnjarltet ger
ft)=t+t2/2+t> (d) Viharate £L(e)(s ) = L. Linjiritet ger f(t) = 3¢

(a) 10sin(t?)e3t < 10e, ty sin(z) = [~1,1]Vz. Dettagera = 3,C = 10 (b) Ansitt g(t) =
5e!. LaPlacetransformen for g(t) ir vildefinierad for C = 5, a = 5. Det ir trivialt att £ < e for



Facit 163

allat > 0. Allesa dr tg(t) < 5edlel = 5e5. Allsia = 6,C =5 (c) Ej majligt eftersom f(t)
vixer snabbare in C'e® for samtliga kombinationer av a och C nir ¢ gir mot oindligheten. Detta
kan visas med L'Hopitals regel.  (d) Eftersom In (¢ + 1) ir strikt vixande kan denna funktion inte
begriinsas av C allena. Sitt dirfor C' = 1. Vidare, In(1+t)e(t) < Ce®™ = In(1+t) < Cele=Dt,

Finn det maximerade virdet pi a genom att 16sa ut @ och berikna a(t) = w + 1. Detta

gera ~ 1.11906. Alltsi a = 1.1906, C' = 1

04.6 (a) Eftersom L(e')(s) = -5 och L(t?)(s) = Z far vi via skalning ate £(e” + (3t)?)(s) =
és 5—1-23333 = %—i—g (b) Eftersom L(te™)(s) = S_H)Q ochﬁ( )(s) = <15 farviviaskal-
ning att F'(s) = ﬁ + - (c) Eftersom L(sin(2t))(s) = 5 och L'(cos(2t))( ) =

(S2+4)
ﬁ far vi via skalning att F'(s) = 552124 (d) E ftersom E( N(s) = (sil), L(e*)(s) =
@flm,...,ﬁ(e”t)(s) =L (s) =2+
04.7 (a) Exponentiell skalning ger £(e* cos(t)) = (sj;);lﬂ = ngg:in.Eﬁersom | cos(t) < 1] giller

att Laplacetransformen ir vildefinierad for s > 4.  (b) Laplacetransformen fér funktioner av
formen t"e® 4r # Allesafas F'(s) = ﬁ Laplacetransformen ir vildefinierad f6r s > 3
(c) Laplacetransformen for funktioner av formen "¢ ir W Allesa fas £(e?Ht)(s) = ﬁ

och £(2e%)(s) = —%5. Allesi fas F(s) = (QS_Ei’Q . Laplacetransformen ir vildefinierad f6r s > 2

(d) Laplacetransformen for funktioner av formen t"e® ir W Utveckling av parenteserna
ger f(t) = te! + te?!. Laplace transformen av respektive term ir da L(te')(s) = © 11)2 samt
L(te?t)(s) = ﬁ Dettager F'(s) = ﬁ + ﬁ Laplacetransformen ir vildefinierad for
5> 2

04.8 (a) Nimaren faktoriseras och partialbrakuppdelas: > +§S_ 1= (3—1)5(3 = SAI 571 Vvilket ger
A+ B =00ch5=4A— Bmedlésning A =1och B = —1. Vifir()‘r’ﬁ = % S_~1_4
med invers Laplacetransform f(t) = e’ —e ™. (b) Niamnaren faktoriseras: 23553—6 G 235) 5

Tiljaren skrivs om och briken delas upp: (87238)@572) = é:gii:g) = (873;(‘;)72) + (sfg)(ifQ)

S_% + é Nu kan Laplaceinversen litt beriknas till f(t) = €?* + €3 (c) Tiljaren delas upp

s+1 _ s
s24+1 52+1+52+1

cos(t) (d) Laplacetransformen fér funktioner pa formen ¢"e ir m. Detta motsvarar
din = locha = —1- Allesa fas f(t) = te™*

Termerna ir nu pa standardformen fr sin och cos, Vllket ger f(t) = sin(t)+

(S+1)

04.9 (a) Nimnaren faktoriseras och partialbraksuppdelning utfors m - 1 + 5 5 vilket ger

1 =A+4+Boch0 = —5A4A—Bmedlésning A = —% ochB = g. Deninversa Laplacetransformen

s24s+2 S i
§342s2 T 34252

Genom att utnyttja hnjarltet fassi f(t) = e 2+t (c) Uppdelning och

gesav f(t) = iet + 3¢5t (b) Briket kan delas upp och forenklas genom

s+2
s342s2 T s+2 +

forenkling av braket ger 5+ 53 = 52 +4L —5- Genom linjiritet kan de elementira Laplaceinverserna

= ; _ 2 o] . 252455450 __ 252455450 :
beriknastill f(t) = ¢+2t* (d) Faktorisering av nimnaren ger = 95 = s(s2425) . Partial-
° . : P 252455450 _ A | B+Cs __ As?425A4Bs+Cs?
braksuppdelning ger vid ansittning av konstanter S(s7425) — + 7 = 5(s7125)
2
Detta dr sant for A = 2, B = 5 och C = 0. Alltsa fis % = 2 + 82_‘?_25 Notera att den

andra termen ir pi formen e + . Dess Laplaceinvers ir alltsa en sinusterm. Sammanfattningsvis

fasallesd f(t) =2+ Szn(5t)
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04.10 (a) Partialbriksuppdelning ger G +1) =1 +1 Laplaceinversen gesdaavl —e™ (b) Faktorise—
ring av nimnaren S;’fsﬁisf_ 1= (Sj‘;?;z;) (;1 ) Ansitt partlalbraksuppdelmngen 1t 2 +
S_% = A32—4A+13(22_";ﬁz:%5(:_$32_308+20. Genom att 16sa ekvationssystemet As? + Bs? +

Cs? =3s%,Bs—3Cs = —2s,—4A—2B+2C = —4fis A = 1,B=1, C = 1. Alltsa visas det att
A = ST T (t) = e7*'+e'+e*  (c)Fakrorise-

. .. 25—2 _ 25—2 o 25—2 _ As+3A+Bs—5B
ringav ndmnarenger 77555 = (=)o) - AN T5ray = 50 5+s+3 (5—5)(s+3)

Losning av ekvationssystemet A + B = 2,34 — 5B = —2ger A = 1, B = 1 och alltsa

523‘92;315 ==+ H% Denna funktion har Laplaceinversen f(t) = €% 4+ e3¢ (d) Upp-
352412

. o 53+3s2+12 _ .. . o s 3 "
delning av briket ger e + AL Efter forenkling fis "~ swiy . Den forsta
termen 4r pa formen 2 + 5 och ir alltsa Laplaceinversen for en cosmusfunktlon Laplacelnversen

for hela uttrycket blir fol]akt igen f(t) = cos(2t) + 3t

04.11 (a) Laplacetransformenav f’(t) gesav sF'(s)— f(0). Insittning av begynnelsevillkor ger L( f/(t))(s) =
sF(s) —3 (b)Laplacetransformen av f”(t) ges av s2F(s) — sf(0) — f/(0). Insittning av be-
gynnelsevillkor ger L(f"(t))(s) = s>F(s) —3s — 7  (c) Laplacetransformen av f"(t) ges av

3F(s)—s2f(0)—sf'(0)— f"(0). Insitening av begynnelsevillkor ger L(f” (t))(s) = s3F(s) —
352 —T7s+4 (d)Laplacetransformen av f"(t) gesav s* F(s) — s3 f(0) — s> f'(0) — s (0) —
£"(0). Insittning av begynnelsevillkor ger L( " (t))(s) = s*F(s) — 3s® — 7s? + 45 — 11

014.12 (a) Lat Laplacetransformen av f(t) vara F'(s). Laplacetransformen av vinsterledet kan med hjilp
av linjdritet skrivas om som L( f”(¢)+3f'(t))(s) = L(f"(t))(s)+3L(f'(t))(s). Detta utvecklas
tll s2F(s) — sf(0) — f'(0) + 3sF(s) — 3f(0), och insittning av begynnelsevillkor ger (s? +
3s)F(s) — s — 3. Hogerledets Laplacetransform ir £(e™")(s) = s—l—% Slutligen fas s uttrycket

552
F(S)(SQ‘FBS)_S—B:ﬁiF(S):(Si&%

(b) Lat Laplacetransformen av f(t) vara F'(s). Laplacetransformen av vinsterledet kan med hjilp av
linjiritet skrivasom som L(f"(t)—2f"(t))(s) = L(f"(¢))(s)—2L(f"(¢))(s). Dettautvecklas il

2F(s)—sf(0)—f'(0)—2sF(s)+2£(0), ochinsittning av begynnelsevillkor ger (s —2s) F'(s)—
2 Hogerledets Laplacetransform dr £(t2)(s) = 2 . Slutligen fis s uttrycket F'(s)(s% +3s) —2 =

2 = F(s) = 525

(c) Lit Laplacetransformen av f(¢) vara F'(s). Laplacetransformen av vinsterledet kan med hjilp
av linjiritet skrivas om som L(4f"(t) + f'(t) + 3f(t))(s) = 4L(f"(t))(s) + L(f'(t))(s) +
3L(f(t))(s). Detta utvecklas till 482F(S) — 4sf(0) —4f(0) + sF(s) — f(0) + 3F(s), och
insittning av begynnelsevﬂlkor ger (4s% + s + 3)F(s) — 45 — 9. Hogerledets Laplacetransform

ir L(sin(2t))(s) = 52+4 Slutligen fis si uttrycket F/(s)(4s®> + s +3) —4s — 9 = m =
F(s) = 384+165+9s2+453
(s2+4)(452+5+3)

(d) Lat Laplacetransformen av f(t) vara F'(s). Laplacetransformen av vinsterledet kan med hjilp
av linjiritet skrivas om som L(f"'(t) + 2f"(t) + f(t))(s) = L(f"(t))(s) + 2L(f"(t))(s) +
L(f(t))(s). Dettautvecklastill s> F(s) —s% f (0) — f’(O) —7(0)+25%F(s)—2s£(0)—2f'(0)+
F(s), och insittning av begynnelsevillkor ger (s® + 2s? + 1) F(s) — s> — 3s — 5. Hogerledets
Laplacetransform ir £(10)(s) = 12 Sluthgen fas s3 uterycket F'(s)(s3 + 252 + 1) — 8% — 3s —

_ o — 10 __ 104554352 +s
5—-9= s F(S) T s(s342s2+1)

04.13 (a)Latg(t) = tf(t) dir f(t) = cos(t). Dagiller F(s) = 7 enligeSats 4.7 G(s) = —F'(s) =

Sy (b)Latg(t) = tf(t) dir f(t) = sin(3t). Dagiller F(s) = 55 vilket ger G(s) =
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—F'(s) = (szf’ﬁ)g (c) Lat g(t) = tf(t) dir f(t) = €. Digiller F(s) = 15 vilket ger
G(s) = —F'(s) = @ (d) Lac g(t) = tf(t) dir f(t) = te®’. Dagiller F(s ) = )

vilket ger G(s) = —F'(s) = (5—23)3

04.14 (a) En funktion g(v) som integreras med avseende pa v pa intervallet [0, ¢] dr detsamma som Lapla-
cetransformen av samma funktion dividerat med s: f() v)dv = Q = F(s). Anta g(v) =
cos(v), vilket ger G(s) = 5. F(s) = @ = 521+1 (b) Satt g(v) = €', vilket ger
Gls) = 5. Fs) = €& = 5L (9 St g(v) = ve ™, vilkerger G(s) = (- Fs) =

s s2—2s
€ = i (d)Siteg(t) = sin(5t). Derivering av g(t) ger f(t)sin(5t) = 5cos(5t).
Laplacetransformen kan nu enkelt beriknas till F'(s)

_ s
=5 $2425

04.15 (a) Hogerledet: L(¢)(s) = % .Vinsterledet: L(f" () — f'(t) + f(t))(s) = L(f"(t))(s) —
L(7'(£))(8)+L(F (1)) (s) dar L(F" (1)) (5) = 53 F(s) s> £ (0) s £(0) ~ f”( ), L(J'(1))(s) =
sl*; )5) 1( ), L(f(#))(s) = F(s). Med begynnelsevillkor fis s3F(s) — s — s — sF(s) + 1 +

F(s) = =z

(b) Hogerledet L(e*)(s) = 25 . Vinsterledet: L(f"(t) + f"(t) — f(t))(s) = L(f"(t))(s)
L(f"(1))(s)—L(f (¢t ))( )dir £ (f'"( ))(s) = sF(s) =52 f(0)=sf"(0)=f"(0), L(f"(t))(s) =
2F(8) — sf(0) — f(0), L(f(t))(s) = F(s). Med begynnelsevillkor fis s> F'(s) + s*F(s) —

25 —3s— F(s) —2 =15

—+

(c) Hogerledet: L(cos(3t))(s ? = - Vinsterledet: L(f"(£)+5f(¢)=5f(t))(s) = L(f"(t))(s)+
BL(f'(1)(s) — BL(f(t))(s) dir L(f"())(s) = s*F(s) — s5(0) — f (0), ( "(#)(s) =
sF(s)— f(0), L(f(t))(s) = F(s). Med begynnelsevillkor fis s F'(s) + 5sF(s) — s — 2F(s) —
7=
(d)Hégterledet:E(tQ)(s) = % Vinsterledet: L(f""(t)=3f())(s) = L(f""(£))(s)=3L(f(t))(s)
dar L(f™(t))(s) ZS4F(5)—83f( ) s2f/(0) = sf"(0) = f"(0), L(f(t))(s) = F(s). Med
begynnelsevillkor fis s F'(s) — —s—3F(s)—2= %

04.16 (a) Vi vet att funktlonen f(t) = 1 har transform F(s) = 1 och funktionen g(t ) = e ! har
transform G(s) = s+1 Eftersom H(s) = F(s) - G(s )gesh = f() ft —m7)g(r)dr =

fotl e Tdr=1—¢et.
(b) Vi vet att funktionen f (t) = t har transform F(s) = 2% och funknonen g(t) = sin(2t)
har transform G(s) = 2+4 Eftersom H(s) = F(s) - G(s) ges h(t fo flt —m)g(r)dr =
[yt —7) - sin(2r) dr = 3(t — sin(t)cos(t)).

(c) Vi vet att funktionen f(¢) = e* har transform F((s) = -5 och funktionen g(t)

har transform G(s) = 5-51-2 Eftersom H(s) = F(s) - G(s) ges h(t fO flt—7)g(r)dr =
Qi —2i

fg e2=7) . e=27 gr — T - S
(d) Vi vet att funktionen f(t) = cos(t) har transform F'(s) = °7 och funktionen g(t)
cos(2t) har transform G(s) = 57 (s) = F(s) - G(s)gesh(t) = fo f(t

T)g(T)dr = fg cos(t — 1) - cos(27) dr = }sin(t)(4cos(t) —1).

04.17 (a) Vivetatt L(5(t —to))(s) = e, Allesa blir L(f(t) = 3L(6(t—2))(s) +L(6(t—1))(s) =
3725 4 5.
(b)QVivet att L(5(t—1t9))(s) = e %, Allesablir L(f(t) = 2L(6(t+2))(s) — L(6(t+1))(s) =
2e°% — 5.
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(c) Vivetatt L(5(t — tg))(s) = e 5. Vidare ir L(5(¢))(s) = 1. Allesa blir L(f () = L(5(t +

1)(s) + L(6(t))(s) = e~ + 1.
(d) Vifar L(f(t) = —2L(0(t—2))(s) +2L(5(t —2))(s) = O eftersom termerna tar ut varandra.

04.18 (a) f_ll ¢ cos(z) dx =
gir c. mot 0 och hmeﬁo f 0 cos(x) dx =
(b) [% bea?da = 5 [ a?de = 5 [x 3/3} = L(3/3+€/3) = %.Nirvilitere -0
gar lime_, ffooo Sex? dm =0
() fil 5.2 dr = i fe e dx = i[e;} = i(e%—e_QG).Nﬁrvilitere — Ogarlim._,o fil 5.2 dx =
1
(d) fil Sexsin(z) de = 5 [, wsin(z) dv = [sin(z)—z cos(x)] ., = % (2sin(€)—2e cos(e)) =

sin(€) —e cos(€)

3 [, cos(z) dz = cos(cg) for ndgot ¢ € [—¢, €]. Nir vilitere — 0

. Nir vi liter e — 0 girlimeo f—l dexsin(x) dr =0

04.19 (2) Viharat f(t) = 0(t—T)e~t = e TO(t — T)e~ D) Vifir F(s) = e T = &

s+1 s+l
(b) Vi har ate f(t) = ¢20(t — T). Vifar F(s) = 2
(c) Vi har att f(
(

t) = sin(2t)0(t — 3T). Vifir F(s) =

d) Viharate f(t) = 0(t — T)t?e*. Vifar F(s) = (236+1)3'

32+4 :

s

04.20

04.21 (a) Laplacetransformering av uttrycket ger s2U (s) — su(0) — u/(0) = 1. Med begynnelsevillkor
u(0) = 0,u/(0) = 0fis s?U(s) = 1vilketger U(s) = & elleru(t) =t,¢ > 0.
(b) Laplacetransformering av uttrycket ger sU (s) — u(0) 4+ 2U(s) = S% Med begynnelsevillkor
0) = 0fas (s + 2)U(s) = s% vilket ger U(s) = m vars inversa Laplacetransform ir
H=f+5 -1
(c) Laplacetransfomering av uttrycket ger s2U (s) — su(0) — u/(0) — U(s) = % Med begyn-
nelsevillkor u(0) = 0, v/ (0) = —1fas (s> = 1)U(s) +1 = % = (2 - 1)U(s) = S+2 —-1=

1 542 —(s+1 —(s+1 —(s+1 1
e = §+2 !, Detta ger U(s ) = 2 (1)(512) (s+l)(i—l)zs+2) = —T)(s72)- Den

inversa Laplacetransformen dr u(t) = Ste! + le=2
(d) Laplacetransformering av uttrycket ger 32U( ) — su(0) — u/(0) +9U(s) = 2. Med begyn-
nelsevillkor u(0) = 0, u'(0) = 0 fas (s% + 9)U( ) = 2. Dettager U(s) =

Laplacetransformen av detta ir u(t) = % — 3cos(3t).

u
u

ﬁ. Den inversa

04.22 (a) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s) — u(0) + kU (s) = S% Med begynnelsevillkor
u(0) = Ofas sU( )—i—k:U(s) = (s4k)U(s) = 2 vilketger U(s) = W.Partialbrﬁksuppdela

2 2
med % 448 5+ s+k = A5+Akt§(‘2ﬁ?8k+05 . Efter 16sning av ekvationssystemet Ak = 1, A +

B/{:—OB—G—C:()fasA:l/k,B:—l/kQ, = 1/k? vilket alltsi ger U (s) = - —ﬁ—l—

ks2

k2(s+k) Nu kan Laplaceinversen litt beriknas och blir dd u(t) = t/k — 1/k? + e =" /2.

(b) Laplacetransformering av uttrycket ger sU (s) — u(0) + U(s) = 1. Med begynnelsevillkor
u(0) = 2fissU(s) =2+ U(s) = (s + 1)U(s) = =5 + 2 vilket ger U(s) = % +
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04.23

04.24

04.25
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5 +1 Partialbraksuppdela férsta termen med (=] 1) + S% = %. Efter 16sning av
ekvationssystemet A + B = 0, —A + B =1fisA = —1/2, B = 1/2vilketalltsi ger U(s) =
2(;&1) + 2(;1) + (sil) =i L4+ Es-Tl Nu kan Laplaceinversen litt beriknas och blir da

u(t) = 1/2e! + 3/2e7.

¢) Laplacetransformering av uttrycket ger s2U (s) — su
u(0) = 0,u/(0) = 0fas s?U(s) = 25 vilketger U(s)
och blir da u(t) = t*.

(d) Laplacetransformering av uttrycket ger sU(s) — u(0) + 3U (5) 3. Med begynnelsevdlkor
u(0) = 1fis (s +3)U(s) — 1 =2 = (s+3)U(s) =2 +1 = v1lketger U(s) = L vars

Laplaceinvers dr u(t) = 1

u(0 ) u/'(0)) = 24 . Med begynnelsevillkor
= u

N kan Laplacelnversen litt beriknas

(a) Laplacetransform ger 2sU (s) — 6 + 4U(s) = L. Allsa U(s) = s+2 + séf2) Vi parti-
albriksuppdelar den andra termen m = é % dir A = 1/20ch B = —1/2. Alltsd
U(s) = 5_/24 + 1/4 . Dirfor blir u(t) = 1 + %e x,

4
(b) Laplacetransform ger s2U (s) — su(0) —
u(0) = =9, u/(0) = 0ger (s> + 9)U(s)
u(t) = sin(3t) — 9 cos(3t)
(c) Laplacetransform ger sU (s) —u(0) —3U (s) = ;. Insittning av begynnelsevillkor u(0) = 2
ger (s —3)U(s) —2 = L5 = (s = 3)U(s) = L5 + 2 vilket ger U(s) = m + 2.

0) + 9U(s) = 3. Insittning av begynnelsevillkor

'
3 — 9svilket ger U(s) = -

u
— _ _9s
- 5249 5249

Partialbraksuppdelning av forsta termen ger m = ﬁ + % = AS@E%% vilket
er A = —1/2, B = 1/2. Allesa fas U(s) = 5—— + 5——= + —2= vars Laplaceinvers ir
g / / 23(s—1) T 2(s—3) T -3 p

u(t) — ;et + 5 3t

d)La lacetransform er sU(s) — u(0) = 2 Insattmn av begynnelsevillkor u(0) = 4 ger
(d)Lap g 1o g gy g
sU(s) —4 = ﬁ vilket ger U(s) = 5(523 o T 4. Partialbraksuppdelning av forsta termen
ger ’23193 + % = % vilket gr A = —1/3, B = 1/3,C = 0. Allesa fis
U(s) = 71 g+ :1,,‘:’ vars Laplaceinvers dr u(t) = _Tlcos(?nf) + 1—;’

(a) Vi far %U(S) +3U(s) = v1lketger U(s) = 352+1 = % = u(t) = %e’t/?’.
(b) Laplacetransform ger 2U (s) +3U (s) = 5—2 = (3+5)U(s) = = vilketger U(s) = 3(;74}3)
Partialbraksuppdelning ger ? + s+£3 = % vilket ger A = —1/3, B = 1/3. Allesi fas
U(s) = 5 + 3(513) vars Laplaceinvers ir u(t) = = + e
(c) Laplacetransformerlng ger 2U(s) + sU(s) —u(0) = 2 = (44 sH)U(s) = 2 vilket ger
U(s) = 4+ 1z vars Laplaceinvers 4r u(t) = sin(2t)

)

(d) Laplacetransform ger LU (s) = % = U(s) = 2 vars Laplaceinvers dr u(t) = 2t

(a) Vifir s2U(s) —s+1+U(s) = Ovilketger U(s) = P L och dirmed u(t) = cos(t) —sin(t).
(b) Laplacetransform ger 25U (s) — 2su(0) — 2u/(0) — sU(s) + su(0) = =. Med begyn-
nelsevillkor fas 252U (s) — sU(s) = = vilket ger U(s) = ﬁ;—l) Partialbriksuppdelning ger

SAQ + % + 23(’:1 somirgiltigmed A =1, B = 2,C = —4. Allssa fis U(s) = S% + % — ﬁ

vars Laplaceinvers dr u(t) = t + 2 — 2¢/2

(c) Laplacetransform ger sU (s) —u(0) +4U (s) = 1vilketger U(s) = s_% vars Laplacetransform
dru(t) = 4e= 4

(d) Laplacetransform ger s2U(s) — su(0) — u/(0) + 4U(s) = -15. Med begynnelsevillkor fis
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(s> +)U(s) = L5 + 2 vilket ger U(s) = (8_2)%S2+4) + 523-4' Laplacetransformen av detta
uttryck kan enkelt beriknas och blir u(t) = £(e** + 7sin(2t) — cos(2t)).

Problem

st

P4.1 Lits € Rsadanatts > a. Vihar F(s) = [;° f(t)e st dt = [f() =150 — 2 [° f/(t)e " dt.
Eftersom bade | f(t)| < Ce™ och |f'(t)| < Ce™ gillet att,

(a—s)t 1 [® l
[F'(s)] < lim Ce + ’f(so)’ +S/ Cela=9)t gt < ¢
0

t—o00 S S ’

vilket innebir att lims_, o F'(s) = 0.

/:OF(z)dz:/:o/otf(t)ethtdz
—/Oof(t)/sooe_thzdt

B 0
- [ o

= /OO Me*“ dt
.t
= (1)),

P4.2 Vihar

P4.3 Forst noterar vi att 7 = nIn(®)

I, = [ tre stdt = [t"

n!

Rekursion ger F'(s) = 1.

< e™ alltsa giller begrinsningen med C' = 1, a = n. Lit

160 + %fooo tnle st dt = %In_l. Vi har dven att [y = %

—st

—S

P4.4 Efter substitutionen 7 = ¢ + L harvi [ sin(t + 1)e** dt = e™* [ sin(7)e*” dr. Vi anvinder
den komplexa omskrivningen av sinus for att f3,

— — J’_ —7 o
|t nestan = S [T elerirteirar ~ 0 T T e s sinll) + cos(l),
0 2 ), 2 s+i s—i s2+1

P4.5 Vihar (s>+2s+1)Y (s)+1 = F(s)dettager Y (s) = F(s)(14s)"2—(1+4s) 2. Transformerar
vi tillbaka farvi: y(t) = fg f(t—7)Te " dr —te~! eftersom te ! har Laplacetransform (1+s) 2.

Kapitel 5

Ovningar
051 ()24 —3] (B)[60 =5 (09 —3] (d)[2 —50]
05.2 (2)v29/2 (b)V5 (94 (d)vn
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05.3
05.4

05.5

05.6

05.7
05.8

05.9

05.10
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(@—=5 (b)2 (-1 (d)30
(@0=7% (b= arccos(_Tﬁ) (=% (do= arccos(%)
(@z=1lochy=2 Mb)x=1lochy=1 (Jx=1y=20chz=3 d)z=7y=1
ochz=1
(a)
2 3 8
S E A Y
(b)
1 1 2
a=la &)= (0]
(c) i i
1 1 1 6
0 —1 1| 1
(d) i i
1 -1 -3 3
0 -3 2 | !
(@7 —127 ®[-176]7 (6.5 —052]7 (d)[413]7
(a) Forsta ekvationen ger &t + v = 0 alltsi v = —. Sitt in detta i andra ekvationen, 0 = v —
4u = —i — 4u. Losningen till ekvationen @ + 4u = 0 ges av u(t) = Asin(2t) + B cos(2t)
(den karakdiristiska ekvationen dr 72 + 4 = 0 med 16sning 71 = 2¢ och 7y = —2¢ vilket ger

16sningar u(t) = C1e? + Cye™2" realdelen av detta ger 16sningen), begynnelsevillkoren ger
u(t) = —3 sin(2¢) och v(t) = cos(2t). (b) Vi far ii — u = 0 med sningar u(t) = Ae’ + Be™"
Begynnelsevillkoren ger A = B = 1/2siu(t) = (e + e7*)/2 och v(t) = (¢! —e7")/2.

(c) Vi fir i + 20 + u = 0 med l6sningar u(t) = (At + B)e™'. Begynnelsevillkoren ger A = 0
ochB=1u(t)=eto(t)=—et

(d) Vi far tvi oberoende ekvationer 1 = 3u och @ = 4v. Tillsammans med begynnelsevillkoren far
viu(t) = 23 och v(t) = e*.

(a) Vifar u(t) = tu(t)?.

(b) Vi far u” (t) = sin(u(t)).
(o) Vifaru(t) = 2uQ( Jubh(t) = 2ua(t = 2¢/u’

(d) Vi deriverar forsta ekvationen och sitter in u2 = u v1lket ger “/1/ =u) + u1.

(a) Forsta ekvationen ger 1 + v = 0, alltsa v = —. Andra ekvationen ger dd med v = — att
O+ v? = —ii+ ()2 =0, u(()) = 0, och ©(0) = 1. Lésningen till & + v2 = 0 med v(0) = 1

gesavo(t) = %th (separabelv‘ =— [v2dv= [dt =t + C medforv(t) = ltJFLC,U(O) =1
medfor C' = 1) u(t) = — fo 5 dr = —log(1 +t) + C,u(0) = 0geru(t) = —log(l +1)
ochwv(t) = l%-t

(b) Forsta ekvationen ger u(t) = t2/2 + A dir A = 0 pa grund av begynnelsevillkor. Sedan ger
andra ekvationen att v(t) = t°/20 + B dir B = 1 pa grund av begynnelsevillkor. Losningar ges
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05.11

05.12

05.13

05.14

05.15
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avu(t) = t2/2ochv(t) = 1 + t°/20.

() Twfarvid = tu® som ir separabel. Vi fir [ %% dy ftdteller—f = t2/2+AdirA =1/2pi
grund av begynnelsevillkor. Vi far u(t) = —2/(1 +t?) ochv(t) = =2 [ -4 H_tQ = —2arctan(t) +
B. Begynnlsevillkoret v(0) = 0 ger B = 0. Allesi v(t) = —2 arctan(t)

(d) Férsta ekvationen ger u(t) = €’. Den andra ekvationen kan 16sas med integrerande faktor ef-
tersom © — v = €', Losningen ges av v(t) = e*.

(a) Vi deriverar den forsta iy + @2 = 2 cos(2t) och sitter in g = uy + cos(2t) vilket ger iy +
uy = cos(2t). Vihar u1(0) = 1 och @;(0) = —u2(0) + sin(2 - 0) = —1. Den karakteristiska
ekvationen 7% +1 = O harrdtter 7 jo = =i siup () = Ci cos(t)+Cy sin(t). Viansitter uy(t) =
A cos(2t)+ B sin(2t) vilket ger —3A cos(2t) —3B sin(2t) = cos(2t) som uppfyllsdd A = —1/3
och B = 0.Viharuy(t) = C cos(t)+Cq sin(t)—1/3 cos(2t). BegynnelsevillkorengerC’l =4/3
och Cy = —1. Vifardaattug(t) = sin(2t) — @1 (t) = sin(2t) + 3 sin(t) + cos(t) — 2 sin(2t).
(b ui(t) = -1+ 6_2t,u2(t) = —2e72,

(Qui(t) = (1 —t/5)e 2, ua(t) = (— 11/5 + 2t/5)e 2,

(d) vy + k*ug = 0 och uhy = —wuy alltsd ufy — k?ug = 0. Begynnelsevillkor ger [6sningen ua (t) =
(eFt — e7*) /2 och uy (t) = —k(ekt + e+ /2.

Matrisekvationen ger v} = —us, uy = —u1 + u3 och uy = 2u; + ug + 0.5u3. Vi deriverar den
forsta relationen tva ginger ugg) = —u4 och den tredje en ging u% = 2u} + ub + 0.5uf for ate fa
ug?)) = —2u) —uf—0.5ub. Hir fr vi ub, frin den andra ekvationen och v = —u/ frin den forsta
ekvationen.Allts;‘iugg) = —2u} 4w —u3+0.5u] = —2u]+ui+u)+0.5u]. Begynnelsevillkoren
ger u1(0) = 2. Forsta ekvationen i systemet ger u}(0) = —ug(0) = 1. Genom att derivera
den f6rsta ekvationen och anvinda den tredje far vi u/(0) = —u5(0) = —2u;1(0) — u2(0) —

0.5u3(0) = —9/2. Genom att anvinda alla ekvationer far vi slutligen ocksd
u?(0) = —u(0) = —2u} (0) — uh(0) — 0.5u4(0) =
= —2(=u3(0)) = (—u1(0) + u3(0)) —
—0.5(2u1(0) + u2(0) + 0.5u3(0)) = —5/4.

Litv = u. Vifar dj,

@] [0 —1][u]_[0 w(©0)] 1

0 -3 -2 v| |z’ vO) | |0
Karakeiristiska ekvationen 72 — 2r — 3 = 0 har 16sningar r = —1 ochr = 3. Homogenlésningen
gesavuy,(z) = Cre™ + Cye®® och partikulirldsningen u,(r) = —2x + 2. Begynnelsevillkoren
geru(0) = C1 +Cy + % =1lochu/(0) = —C1 +3Cy — % = Oallsi u(z) = %e‘x + 15863””
1 2

Litu = wochv =/,

[zjh[s@@)]:[mim)}’ [2‘585]:[1}

Litu; = u, ug = v’ ochus = u”. Vi far,
ul u2 u1(0) 1
uh | = U3 , uz(0) | =

Uy x — x sin(ug) u3(0) 1
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05.16 Litu; = uochuy = v'. Viharu] = v/ = ugoch v}y = v’ = —3uy + 8uz + we®. Be-
gynnelsevillkoren blir u; (0) = w(0) = 2 och u2(0) = «'(0) = 3. Systemet kan dven skrivas pa

matrisform
FIE P PRt R

05.17 Sitcug := u, ug := v/, ug := v’ och uy := u®. Vi uttrycker de nya variablernas forstaderivator
med hjilp av u1, ug, usz, ug,

/ /
Uy =u = us,
uy = u" = ug,
3)

A = u® = uy,

uhy = u® = —zuy — 3ug + 2us + €2 + cos(z).

Beynnelsevillkoren ger u1(0) = u(0) = 2, u2(0) = «/(0) = 3, u3(0) = w”(0) = 1och
u4(0) = u®(0) = 2. Systemet dven skrivas p4 matrisform

u) 0 1 00 uy 0 u1(0) 2
uy | | 0O 0 10 uz | 0 u2(0) | | 3
uy | | O 0 01 us3 0 ’ us(0) | |1
u) -z -3 2 0 ug e?* + cos(r) u4(0) 2
05.18 Litu; = wochug = u'. Vifar
uyp =u' = uy
uh = u" = —ujug + €”.

Begynnelsevillkoren ger 11 (0) = u(0) = —1 och u2(0) = /(0) = 2. Systemet kan skrivas med
vektornotation

up | ug n w(0) | | -1

uhy | | —udug er |’ u(0) | | 2 |7

|F(t, @) —F(t, )| < v/ (va — v1)2 + (duy — 4ug)? < 4/ (ug — ug)? + (v) — vo)? = 4lity—ila).

05.19 Vihar

Sats 5.4 ger entydig [6sning for alla ¢.
05.20 Vi har

|t i) — f(t, )| = \/(Ul —v2)? + (vf —03)? = |1 — w2 V1 + (V1 + v2)%

Vi drar slutsatsen att det ¢j finns nigon Lipschitzkonstant eftersom f6r varje L > 0 sidant att

—

|t @) — f(t,i2)| < Lliiy — dio| = Ly/(u1 — ug)? + (v1 — 0a)?,

kan vi viljau; = ug och vy, v2 € Rsidanaatt /1 + (v1 + v2)? > L.
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05.21 Lipschitzkontinuitet i u = 0 eftersom derivatan dir ir oindlig.
05.22 Viharattu' = (u?) = 2uu’ = 2(u?) = 2u dessutom u(0) = (u?)(0) = u(0)? = 1.

05.23 Viharattzy = () eftersom In(z) dr invers till €%, Vi har dven 2y = el*(®@)eln(®) = ln(@)+In(y),
Genom att ta logaritmen pd bida sidor far vi In(zy) = In(x) + In(y).

05.24 Vi har att @) = 2P = (@)P = ¢PI(@) Genom att ta logaritmen pa bida sidor fir vi
In(2P) = pln(x).

05.25 Foljer direkt genom insittning.

Problem

—

P5.1 Vihar |7 — @|?> = (¢ — &) - (¥ — &) = |0]? + |0]? — 27 - 0. Cosinussatsen ger da att —27 - & =
—2|0||wW| cos(0) vilket ger resultatet efter division med —2.

P5.2 Vi har tva ekvationer a1121 + a1222 = by och ag1x1 + agsxs = bo. Vi antar att ass # 0
och 16ser ut 29 ur andra ekvationen och sitter in i den forsta och far (an - a12a21a22*1)3:1 =
b1 — bga12a2_21. Om ai1a99 # a12a91 harvi Cntydig lésning. Om aso = 0firviasgixzy = by med
entydig l6sning om a2 # 0 och sedan unikt 22 om a12 # 0. Dirmed ges entydighet 4dven i detta
fall av villkoret a11a9s # ai2a91.

P5.3 Ja, hogerledet ir Lipschitzkontinuerligt eftersom det bestir av (upp till kvadratiska) polynom som
har begrinsade derivator pa omradet 0 < x,y < 10. De stationira punkternagesave = y = 1

ochz =y =0.

P5.4 Viantar @ # 0 (om @ = 0 hiller resultatet trivialt)och fir uTj @ = @’ Ad < 0. Tipset ger att
24 (uy (¢)2 4+ ud(t)) = @7 L < 0. Vinoterar att uy (t)% + ua(t)? = |1(t)|?, integrerar frin 0
till ¢ och far |ii(t) | — |i@o|? < Oeller |i(t)| < |io|.

P5.5 Viharatt

mi (1) = =k (t) + kz(22(t) — 21(1)), (30)
maia(t) = —ka(x2(t) — z1(t)) — kswa(t). (31)
Viinfor variablerna x3(t) = @1(t) och z4(t) = &2(t). Vi far foljande system,
#1(1) 0 0 1 07T z1(t)
&o(t) | 0 0 0 1 xa(t) (32)
.i'g(t) o —2k1/m1 k‘g/ml 0 0 $3(t) ’ 3
x4(t) ka/ma  —2ks/ma2 0 O x4(t)

P5.6 Ekvationen for den forsta planeten ges av my %5}’1 (t) = — Gm‘lgi(%');@ — Gmﬂzs(gl)s % Vi

dividerar med 1m1 och gér samma hirledning f6r de 6vriga tvi planeterna for att fa
ﬁf (t) o _Gmg(fl) — fQ _ Gmg(fl) — .fg
N P N E |71 — 233
de_, (t) - _Gml(fg) — fl _ Gm;;(fg) — fg
e PN E |7y — 233
& () = CGma(T3) -7 Gma(T3) — 3
e P A AE |3 — Zof®
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P5.7

P5.8

P5.9

P5.10
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Viliter nu @y = 47, 75 = 47 och Tg = L5 och far

ENOREAD
Sialt) = ()
d

d - _Gmg(fl) — fg . Gmg(fl) — fg

dt |71 — To|? |7 — 733
d_ . Gmi(d) -1 Gms(¥a) — T3
—5(t) = —— == — — ==
dt |Zy — 1| | T — T3]
if@(t) B _Gml(fg) — T B Gma(Z3) —
dt |73 — 713 | T3 — To?

Begynnelsevillkoren ges av Z;(0) for ¢ = 1,2, 3 och hastigheterna for i = 4, 5, 6. Notera att varje
ekvation innehiller tre koordinater si vi har 18 ekvationer.

Litu; = wochug = u/. Vifir v} = wug och u}y, = 4u;. Dirmed fir vi att dt = A4 dir
A = [01;40]. Vi far
’A’U —A’LU | = | [ vy — 4w1 :| ‘ = \/ Q}Q —w2)2—|— 16(’01 —w1)2 < 4|’L7—”J1"
Vi har %2 I}Z‘_l = uy, eller
Un—1 uo —
= =i = — = 1 — 1 n
Unp 1_1 (1—1/71)” ( /TL) 5
n

eftersom ug = 1. Dirfor giller
e= lim (1-1/n)™"

n—o0

Variabelseparation ger [ 1122 du = [1dz = x + C. Dirfor fir vi arctan(u(z)) = z + C.
Begynnelsevillkoret u(0) = 0ger 0 = arctan(0) = 0+ C'. Allesé far viu(x) = tan(x). Hogerledet
ir inte Lipschitzkontinuerligt for alla u eftersom |1 — u? — 1 + u3| = |uy + ua||u; — uz| och

|u1 + ua| inte dr begrinsad av ndgot L foralla uy, us € R. Vi dirfor inte global existens men lokal
existens i en omgivning till 0, =0 < x < ¢ f6r ndgot d.

Vi multiplicerar ekvationen med v’ och anvinder att 3 jt (v?) = vv' medv = wochv = u'. Vi
far éd‘iu (x)z - u(x)Z = v/ (2)u"(z) — u(z)u (z) = v/ (x) (v (x ) —u(x)) = 0. Dirfor giller

atcv/(z)? — u(z)? = C ir konstant for alla . Eftersom u/(0)2 — w(0)? = 14rC = 1.

Kapitel 6
Ovningar
66'1 Yn = (1 + %)yn—l = (1 + %)nyo = (1 + %)n
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06.2
06.3
06.4

06.5

06.6
06.7
06.8

06.9

06.10

06.11

06.12

06.13

06.14
06.15
06.16

Facit

Vifiry, = (1 — %)—1%71 =..=(1- %)—n.
Vifiry; =yo+0.1-y2 =1.1ochys =31 +0.1-9y3 = 1.1 +0.1-1.1% = 1.221,

1Y +y1

Mittpunktsmetoden ger y; = y;—1 + * vilket ger

Eulers metod ger y1 = yo + k(1 — y2) = 0.2. Vifarsedanatcys = y1 + k(1 — y3) = 0.2 +
0.2(1 —0.04) = 0.3920.

Vihary; =14+0.2-0-1=10ochy2 =1+0.2:-0.2-1=1.04.
Explicit. Ingen algebraisk ekvation behover 16sas.

Lity; = y,y2 = 9 ochys = 1/”.

Yy Y2 y1(0) 1
Yy | = Y3 , y2(0) | =10
Y5 sin(t) — 12 y3(0) 1

Systemet kan 16sas med text Bakat Euler som ir en f6rsta ordningens metod, alltsé felet beror linjirt

pa steglingden.

Integrerande faktor ger att y(z) = 1 — z + e *. Dirmed ir |y (z)| = |e7*] < 1 = M.
Lipschitz-konstanten med avseende pd y for f(y) = « — y ir L = 1. Vi far enligt sats 6.1 att

ly(1) = y100| < 555(e —1) = 555

Vihar [y" ()| = |sin(y(z))y' ()| = |sin(y(x)) cos(y(x))| = 0.5]sin(2y(x))| < 0.5. Vidare ar
L = 1 eftersom derivatan av cos(y) ir begrinsad av 1. Sats 6.1 ger da |y(2) — y100| < 25202 (e2 —
1) = 0.005(e2 — 1).

Vihar |y”’| = |e7*| < 1ochidven L = 1 eftersom derivatan ocksa ir begrinsad av 1. Sats 6.1 ger

ly(T) — y1or| < 0.05(e” —1). For T' = 3.045 farvi 0.05(e” — 1) > 1.

Felet i Eulers metod ir proportionellt mot steglingden Ck = Cw/10 = 0.012. Det ger att C' =
0.12/7. Ska felet vara 0.00064 krivs att Ck = 0.00064 eller &k = 0.0168.

Vihar A = —10. Eulers metod ir stabil om |1 + kA| < 1. Det innebir att |1 — 10k| < 1 eller
k < 0.1. For bakit Euler giller |1 — kA| > 1eller |1 4 10k| > 1 vilket giller for alla k.

Eftersom kA < 0 giller att |1 — %| =1+ |%| > |1+ %/\] vilket innebir stabilitet enligt sats 6.2.
Viharatt |1 — kA| = 1 4 |kA| > 1 vilket innebir stabilitet enligt sats 6.2.
Eulers metod:
Ui — Ui—1 0 -1 U1 | 0 up | |1
ey Tl ey ol R P B N S

dir, z; :i-k,i:O,l,....[ul,vl] = [1,0.3],
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Euler metod
U — Uj—1 0 -1 Us—1 . 0
el S P | e R
déir,xi:i-h,i:O,l,....[ul,vl]:[0.1,1].
Bakat Euler:
U; — Uj—1 0 -1 U; . 0
Remag S R | R B
dir,z; =i-k,i=0,1,....
Bakit Euler:
U — Uj—1 0 -1 Ug o 0
g B P | R AT
dir,z; =i-k,i=0,1,....
Lity1 =y, 92 =y
[yi}:[ Yo ] [m(ow
Yh sin(t) —yi |’ y2(0)

Medt; = ik,i = 0,1,..., ges Eulers metods 16sning av:

= e e ] L ]= 0]

Vifiryf = Lochyd = —0.1.

Il
| —
O =
—_ 1

Med y; = y och yo = %/ far vi,
L]0 D=1
Yo 4 0] | v 0]’ y2(0) 0]

Bakat Euler ger,
il I IR I N B O B
<1> “lo T a0 |0

Vi fﬁratty(l) = O.4y(1).1nséittnin iforsta ekvationen ery( ) = 14-0. 04y( ) vilket ery( ) =
2 1 ) geryy 1 g

och yél) = %

q(x) = —%xQ(l —x) =6z —2.

d
d
q(z) = _dd% sin(rz) = 2 sin(7x).

Vi far %u(az) = —g + Cochu(zx) = Cx+ D — 1;. Randvillkoren ger 0 = u(0) = D och
u(1) = C — & vilket innebir C = 5. Vifiru(z) = 5(1 — z3).

Vifar Lu(z) = L cos(mz)+C ochu(z) = Ca+D+3T% 0 = 4(0) = Doch0 = u(1) = C
sin(mz)

gesu(z) = 2
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Problem

P6.1 Vifiract§; = 1+ 0.112 = 1.1 och dirmed y1 = 1 + 0.05(1 + 1.1) = 1.105. Detra ger
G2 = y1 + hy? = 1.2271 och slutligen y» = 1.2216.

/2

P6.2 Eulers metod ger u; = g + ku(l) = 0. Sedan féljer u; = 0 for alla i. Notera att u(t) = 0

ocksa 16ser ekvationen. Med bakit Euler fir viuqy = ug + ku}ﬂ = ku}/Q dir uy = k2. Vi far

/

1/2 1/2 . .. . . .
ug = uy + kuy' ~ellerug = k2 + kuQ/ . Vikan l6sa detta som en andragradsekvation i variabeln

z = u;/ * med 16sningar z = £(1 £ v/5). Endast den positiva roten l3ser ekvationen och vi fir
uz = B (14 5)2

P6.3 Vi studerar forst det lokala trunkeringsfelet pa intervallet [¢;_1, ¢;]. Taylors formel ger att y(t;—1)
kan uttryckas med en Taylor serie kring punkten y(t;) som,

2

Wlti) = (1) — -3/ (0) + oy (),

for nagot n; € [ti—1,t;]. Avekvationen v/ (t) = f (¢, y(t)) foljer att,

2
(t1) = ylte) — k(1) + o ).

BakfitEulergerattyi = yi_l—l—k-f(ti, yi) elleryi_l = yi—k-f(ti, yi).OmViliterei = y(ti)—yi

har vi,
2

ei1 = e — k(f(ti,y(t:) — f(ti,vi)) + %y”(m)-

och eftersom f ir Lipschitz-kontinuerlig med konstant L i det andra argumentet och andra deriva-
tan av ¥ 4r begrinsad av M far vi,

k2 M
leil < lei—1| + kL|e;| + 5

Med kL < 1 farvi,

k2M
| o< (1 — e, .
|€’L| = (1 kL) |6Z71| + 2(1 — k’L)

Om vi upprepar denna rikning frin ¢ = n ner till ¢ = 1 far vi det globala trunkeringsfelet,

k*M
< (1— -1 v
len] < (L —kL)™ |ena| + 50— kL) (33)
< (1—kL)™"e |+7km 14+ (1 —kL) + (1 —kL)™) (34)
KM & .
= Y (1 kL)
eftersom |eg| = |y(to) — yo| = 0. Summationsformeln f6r geometrisk summa ger

kM (1—kL)™ —1
2 L '

[Y(tn) — Ynl| := len] <
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Frin beviset av konvergensen i Eulers metod har vi att felet e; = u(t;) — u; uppfyller

k2 k2
ei =ei—1+k(f(ti—1,ui—1) — f(ti—1,u;)) + ?u/'(m) =61+ ?ull(m)-

Vi flyttar 6ver e;_1 till vinstersidan, summerar for ¢ = 1 till n, och noterar att alla utom tvi termer
. o k2 n "e .. k2nM
kancellerar. Vi far [e, — eo| = 5 >, |u”(n;)] < “5%.

Viliter f(t,y) = A\y. Vifaace g; = (1 + kN)y;—1 och
2.2

2

k 5 A
Yi = Yi—1 + 5()\,%—1 + Agi) = (14+ Mk + VYi—1.

Dirfor ges stabilitetsomradet av {kX € C @ |1 + Ak + ¥| <1}

Med f(u) = Aufirviu; = %ui,l = g(kN)u;—1. Viseratt |g(kA)| < lom |1+ (1 —
kA < |1 — 0k)\|. Antag kX < 0.Vifardi |1 + (1 — 0)kA| < 1 — 6k vilket ir uppfylle for
alla 6 > %

Litu = y ochv = y/. Vi far,

=l [e]=l)

Med x; = ik,i = 0,1, ..., ges Bakat Euler I6sningen av:

ut — il vl UQ 1
i i-1 | =h i | = .
vt —wv 1+x;,—wv V0 0
Vifiru! =1+ 0.1v och v! = 0.1(1.1 — v!) vilket ger v! = 0.1 och dirmed u! = 1.01.

Litu = uj och 2z = z1. Viharu = 1 + kz/2 och z = —ku/2. Allsadru = (1 — k?/4) /(1 +
k?/4) och 2 = —k/(1 + k?/4). Dirfor blir u? + v? = ((1 — k?/4)? + k%) /(1 + k*/4)? =
(1+k2/2 4+ k*/16)/(1 + k22 + k*/16) = 1.

Vi far genom partiell integration att 0 < fOL o () (z) de = fOL —u(z)"u(x)de + 0 =
q fOL u(z) dx. Det gir dven att rikna ut 18sningen analytiskt och anvinda att den ir positiv.

P6.10 Vibdrjar frin vinsterledet och far
1 1
/ xq(x)de = —/wu”(w) dx = —[u’(x)x](l)—i—/ v (z) dr = —u'(1)+u(1)—u(0) = —u/(1).
0 0
Kapitel 7
Ovningar
07.1 (2) Symmetrigerz = 0. My—o = 3 fil(l 222 dr = fol 1-222+atdr=1-2+1=2

ochm = f_ll(l — 2?)dx = § varfor j = 2.
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(b)Areaniirm = fOW/Q cos dx = 1. Momentengesava 0o=Jy 2ﬂr:cos( )dx =[x sin(x)]g/2—

fo sin(z) de = 7/2 — 1 och My— = 3 J/ZCOS (@) da = *fﬂ/Q(l + cos(22)) da = .
Dirfor farvi (Z,9) = (5 — 1, §).

(c) = komponenten blir 0 pa grund av symmetri. Arean ges av 7/2. Momentet i y-les My—g =
%f_ll 1—z2de = % Centroiden ges av (zp, yp) = (0, %)

(d) Omradet ir en triangel med horn i (0,0), (1,1) och (%, 0). Centroiden ges dd av (Z,y) =

(S5, 00) — (21,

07.2 (a) Symmetri ger £ = 0. Lit massan vara m. Momentet kring y = 0 gesav My—o = m(0 + 2 —
14+ 4+ 2+ 0) = 7m. Den totala massan ges av 6m Dirfor farviy = Z
(b) Massan ir m = fol 1-— x)(l +x)dr = Momenten ges av ]\4ﬁr 0= fo z(1—x)(1+
z)dx = % och My—g = % fo +2)(1 — x)? d:): = 2. Dirfor farvi (z,9) = (2, ).

8716
(c) Massangesavm = fo (14+z)(1—z)dx = % Momentetruntx -axeln gesav, My—g = f (1+
2)z(l — x)de = %, och My—o = % fo )(1 — ac) dz = 2. Dettager (Z,7) = (% 1%)
(d) Vi har m = fol(l —z)(1+x)de = 5, M=o = fO (1 —2)(1 + 2)dx = % och

My 0= §f0 1+JJ)(1—,’L‘) dx:ﬂvﬂketger_goch@_g‘

07.3 (a) Arean ir 2 centroiden (2, 1) och dess minsta avstind till y-axeln 2. Pappus sats ger V' = 8.
(b) Arean ir 7 och centroidens avstind ir 2. Volymen gesav V' = 472,
(c) Centroidens avstind ir 4/3 och triangelns area 1/2. Volymen blir 47 /3.
(d) Arean blir 4/3, centroidens avstind till y-axeln 2 s volymen blir 167/3.

P7.1 Vi viljer koordinatsystem dir [ dr y-axeln. Vi antar att kurvan C kan beskrivas som en funktion
f(z) dira < 2 < b. Om si inte ir fallet delar vi upp C' i bitar som var och en kan beskrivas med
en funktion f(x). Sedan beriknar vi areorna var for sig for delkurvorna och summerar. Vi har atc
det vinkelrita avstindet mellan tyngdpunkten f6r kurvan C' och y-axeln ges av r = Z. Vi far da,

—277/ x\/1+ f(x)%de = 2nM,—o = 272 L = 271 L,
a

dirz = % tor ett endimensionellt objekt av lingd L.
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obegrinsad l6sning, 54

oberoende I6sningar, 62
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andra ordningen, 59
forsta ordningen, ss
linjir, 61
separabel, 55

ordinira differentialekvationer
global 16sning, 103
hégre ordningen, 99
numeriska metoder, 116
system, 96

ordning, so

partiell differentialekvation, so
partiell integration, 29
partikulirlosning, 62
partition, 7
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primitivfunktion, 15
programmering, 141

Python, 141

randvirdesproblem, 128
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Riemann-summa, 8
rotationskropp, 36

Simpsons formel, 41
sinus, 107

skalning, 75
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tyngdpunket, 135

variabelsubstitution, 2.6
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