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TMV151 Matematisk analys i en variabel M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilket
tillsammans ger maximala 50p. Till detta ldggs bonuspoéng (maximalt 7p). Betygsgréinser &r 20p
(betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p (betyg 5) fér det sammanlagda resultatet. Granskningstillfille
kommer meddelas pa hemsidan.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlédsliga losningar.

Lycka till!

Axel
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Tentamensuppgifter

1. Lat partitionen P = {0, 3
summan L(f, P).
Losn. L(f, P) = 3(0* + ($)*) = 5.

, 3,1} och funktionen f(z) = z*. Berikna den undre Riemann

2. Beriikna fil xsin(zr) dr.
Losn. Partiell integration ger,

1 1 1
sin(x) de = xsin(z) dr = —2[z cos(z)]} cos(x)dxr = 2(sin(1) — cos .
[ wsin(eyde =2 [ wsina) de = —2fecos(@lh +2 | cos(w) dr = 2sin1) = cos(1)

-1

3. Berikna fol V1 + 22 dzx.

Losn. Variabelsubstitutionen u = 1 4 22 ger,
! I 1
/ zV 14 22de = 2/ ul’? du = §(23/2 —1).
0 1

4. Beridkna approximationen av integralen fol 22 dz med mittpunktsmetoden. Anvind tva
lika langa delintervall.
Losn. My = %((%)2 + (%)2) = %.

5. Berikna volymen av den rotationskropp som bildas d& omradet som begriansas av funk-
tionen 2% och z-axeln mellan 2 = 0 och & = 1 roterar runt z-axeln.

Losn. )
V= 7r/ oSdy =2
0 7

6. Lat R vara triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1). Vidare anta att omradet R upptas
av ett material med densitet 0( ) = 1 + z. Berdkna materialets tyngdpunkt.
Lo6sn. Massan ges av - m = fo (1 — x)dx 2 . Momentet runt z-axeln ges av,

IO—fo 1—:z:)d:c—i, chMyzoz%f z)(1 — z)?dz = 2. Detta ger
(Z,9) = (8,16)

7. Los differentialekvationen y/(x) + zy(z) = x med begynnelsevillkor y(0) = 2.

362
L&sn. Vi multiplicerar ekvationen med den integrerande faktorn ez,
(y(z)ez) =xez.
We compute the antiderivative,

2 2

y(:v)e% =e7 + C,

22
2

(1:2
i.e. y(x) =1+ Ce 2. Furthermore, y(0) =2, givesus C =1, y(x) =1+ e~

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)



8. Los differentialekvationen y”(z) + 5y/(z) + 6y(x) = 0 med begynnelsevillkor y(0) = 0 och
y'(0) =1.
Losn. Karaktiristiska ekvationen ges av 72 + 57 + 6 = 0 med 16sningar 1 = —2 and
ry = —3. Losningen ges av y(z) = Cre 2% + Cee 3%, Furthermore, 0 = y(0) = C; + Cs,
and —20] — 30y = —Cy = 1, i.e. y(z) = e7 2% — 737,

: . 1 1 , . .

9. Givet de tva vektorerna v = 0 och w = V3 berékna den mellanliggande vinkeln.
Losn. Skaldrprodukten cos(6) = I;}\.IZJUI =1geratt =1

10. Berikna Laplace transformen av e!, F(s fooo ele™®t dt, dir s € C sddan att Re(s) > 1.

Losn.
F(s) = /00 ele st dt = 1 [e(13)t]00 = !
0 1-s O s -1’
since e(179)t — 0 because of Re(s) as t — oco.

11. Lat f(x) = sin(x)® och T}, =~ I = fo x) dx vara approximationen till integralen I med
trapetsmetoden pa n lika stora dehntervall Skriv ner ett uttryck for 7;,. Hur beror felet
|T,, — I| pa n? Hur beror felet pa n om Simpson’s formel anvinds istéllet?

L6sn. Vi har,
1 E”: < 3 g (z' )3>
T, =— sin( sin(—)” ) .
o prt n
Felet ges av [T —T,| < § -z for en konstant C. Med Simpson’s metod blir felet [I — .5, < %
12. Bevisa att triangelns centroid &r den punkt dar medianerna skér varandra.
Losn. Se Sats 1 i kapitel 7.5 i Adams/Essex.
13. Lat y(t) vara losning till den ordinéra differentialekvationen,
y'(t) =t -siny(t),
med begynnelsevillkor y(0) = 1. Skriv ett Matlab program som returnerar Framat Euler
approximationen av y(1) med n med steglingd ﬁ.
Loésn. t = 0; y = 1; n = 100; while t < 1
y=y+t*sin(y)/n;
t =t + 1/n;
end
14. Lat y(t) vara 16sning till

v =9,
med begynnelsevillkor y(0) = 1. Avgoér om f(y) = y? #r Lipschitz kontinuerlig for alla
y € R. Berdkna y(t). Hur beter sig 16sningen da t — 17
Losn. Funktionen y? dr inte Lipschitz kontinuerlig eftersom |32 — 2 ly + z||y — 2| och
|y + z| inte &r begrinsad for alla y, z € R. Variabelseparation ger —i = % = [1dt =
t + C. Begynnelsevillkoret 1 = y(0) =
gar mot oandligheten i ¢t = 1.

2|:

C%—o ger C = —1. Detta ger y(t) = ﬁ Losningen

(3p)

(3p)

(3p)

(5p)

(5p)
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Svar till tentamensuppgifter 1-10
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