Matematik Chalmers
Tentamen i TMV155 Inledande matematik M, 2007-10-25, f M

Telefon: Fredrik Lindgren, 0762-721860
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vard 10 poédng, totalt 50 podng. Skriv vil, motivera och forklara vad du gor;
endast vélformulerade 16sningar ger full poéing!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. (a) Anvind Gauss metod f6r att bestdmma for vilka virden pa a f6ljande ekvationssystem har
unik 16sning.
I1+21‘2+3I3 :1
4x1 + 59 + 623 =1

xr1 + 2o +ars =1
(b) Bestém ett heltal N sddant att j > N = (3)7 <107°.

2. Lata=(1,1,1),b=(1,2,3), c = (1,—1,1).
(a) Beriikna vektorprojektionen av b pa a. Bestdm sedan vektorer w och z sadana att b =w + z
och w ir parallell med a och z ér ortogonal mot a (ortogonal uppdelning av b).

(b) Skriv en MATLAB-funktion som beriiknar vektorprojektionen av en vektor u pa en vektor v.
Ange sedan hur man anvéinder denna for att l6sa uppgift (a).

(¢) Beriikna volymen av den parallellepiped som spénns upp av a, b, c.

3. Lat funktionen g definieras av

g:[0,00) = R
(1) 2
g(z) = it

(a) Bestdm en Lipschitz-konstant fér g (pa det angivna intervallet).

(b) Visa att funktionen g i (1) uppfyller antagandena i fixpunktsatsen. Berikna dven fixpunkten
genom att 16sa fixpunktsekvationen for hand.

(¢) Beskriv hur man berdknar fixpunkten med det program fixpoint.m som du har skrivit. Du
behover inte skriva ned sjédlva programmet fixpoint.m utan bara kommandoraden samt den
funktionsfil som behovs.

4. (a) Bestdm Taylors polynom av grad 2 i punkten a = 0 {6r funktionen In(1 + ). Bestdm &ven
resttermen.

(b) Berékna gransvirdet
lim 3z + 2z .
z—oo |1 —2x

(c) Visa att funktionen g i (1) (uppgift 3) dr inverterbar (ett-ett). Bestiim inversa funktionen g=1.

Ange dess definitionsméngd och virdeméngd.

5. (a) Formulera medelvirdessatsen.
(b) Anvénd denna for att bevisa att f'(x) = 0 for alla x € T medfor att f &r konstant pa I.
/stig



TMV155 Inledande matematik M, 2007-10-25, f M. Lo&sningar.

1. (a) Gauss elimination ger

1 2 3 1 1 2 3 1
4 5 6 1| < [0 1 2 1
1 1 a 1 0 0 a—1 1

Vi har unik 16sning om och endast om a # 1.
(b) Vi léser ut j ur olikheten (1)/ < 1076. Vi far

—jIn(2) =jln (%) < —61n(10)
~6In(10) _ 61n(10)
—In(2)  In(2)

Jz
. 61n(10
Vitar N = ln((2))-|'
Alternativt: 210 = 1024 > 103 = 220 > 10% = 2729 < 1076, dvs N = 20.

2. (a)
b-a 6
=——a=-(1,1,1) =(2,2,2
w |a|2a 3(77) (77)
z=b-w=(1,2,3)—(2,2,2) =(-1,0,1)

(b) Vi skriver filen vprojection.m:

function w=vprojection(u,v)

% Vector projection of the vector u along the vector v.
%

% Syntax: w=vprojection(u,v)

A

% Input: u,v - two 1x3 vectors

% Output: w - a vector

vhat=v/norm(v) ;
s=prick(u,vhat)*vhat;

Pa kommandoraden skriver man sedan:

>> a=[11 1], b=[1 2 3]
>> w=vprojection(b,a), z=b-w

(¢) Volymen #r absolutbeloppet av trippelprodukten: |c - a x b|.

1 1
1 2

axb= =1

= e
N e
w —= X

1 1 101
V=lc-axb|=|(1,~1,1)-(1,-2,1)| = 4

1



3. (a) Med definitionen av Lipschitzkonstant:

2 2 2+y)—(2+x) 2(y — x)
l9(x) = 9| = 2+x_2+y‘:‘ 2+2)(2+y) ’:‘(2+x)(2+y)
2 2 1 "
:m|y—x|§ﬁ|x—y|:§|x—y\, for x,y € [0, 00).
Vi far L, = 1/2.
Eller med derivata:
== <2 2] e

Vi far L, = 1/2.
(b) Vi kontrollerar antagandena i fixpunktsatsen: (1) g : I — I med i = [0, 00). Detta dr klart ty
vérdeméngden R(g) = (0,1] C I. (2) g &r kontraktion ty L, = 1/2 < 1. Da finns unik fixpunkt
Z € I enligt satsen.
Fixpunkten fas genom att 16sa ekvationen x = g(x) dvs & = 24% eller 22 + 2z —2 = 0. Vi far
xz = —1 + /3. Endast den positiva roten ligger i I. Alltsa z = —1 + /3.
(c) Vi skriver filen funk.m:
function y=funk(x)

y=2/(2+x) ;
P& kommandoraden skriver man sedan:

>> x=fixpoint(@funk,1,le-6)

4. (a) Py(z) =2 — 12% R(z) = 72+%
(b)

Srt2ve o 342VE
z—oo 1 —2x z—oo 1/x—1

—3.

(c) Funktionen g r inverterbar om den &r strdngt monoton. Derivatan &r
-2
/
= —- <0 Vzell o00),
7@) = g <0 Yre0.o0)
vilket medfor att g dr stringt avtagande. Enligt satsen om mellanliggande virden har da ekvationen
g(z) = y en unik 16sning z for alla y € R(g). Detta ir inversen: z = g~1(y).
Vi 16ser ekvationen g(z) = y for hand:
2 2-2y 1
=Y = =9 ()

Alltsé: g~1(z) = 2222, Definitionsméngd: D, = (0,1]. Vérdeméngd: R,-1 = [0, 00).

5. Se Adams.
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