Losning till tentamen i Inledande matematik for M/TD/V/Z,

Tid: 2005-01-14, k1 08.30 - 12.30

MATEMATIK Hjalpmedel: Inga
Chalmers Telefonvakt: tel 073 977 92 68

1. Till denna uppgift ska du endast limna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Bestdm alla l6sningar till ekvationssystemet

2r — y + 3z = 11
r — y + z = 4
3r — 4y + 22 = 9
r = 72t
Svar: ¢ y = 3—t
r = 1
2r — y + 3z = 11 r — Yy + z =
Losning: r — Yy + z = 4 & Yy + 2z =
3r — 4y + 2z = 9 -y — z = =3
r = 72t
y = 33—t
T =1

b) Rita foljande méngder i komplexa talplanet:
{7 Imz =2}, {z; |2| =4} och {z; argz = T}.

Svar:

6
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0
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% 4 2 0 2 4 6

¢) Bestdm alla reella 16sningar x till ekvationen |3z — 1| — [z — 4| = 2.

Svar: v =-2ochz=1
Lo6sning:

Ford <z giller: 3z —1|—|z—4|=2<3r—1—(z—4) =2 2r = —1
som saknar 16sning da 4 < z.
For 3 <z <dgiller: 3z —1|— |z -4/ =283 -1+ (z—-4)=2&

43::7<:>3::£.
Forx < i giller: 3z — 1| — [z —4|=2& Bz - 1)+ (z —4) =2 &
5

—2.7::5<:>a?:—§.

(3p)

(3p)

(3p)
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In(z + 3)

d) Beridkna gréansvirdet mlggo (1) (2p)
Svar: %
Losning:
3 ln(]+%)
im ———= = lim T = lim ———— = —
T—00 ]n(m2 + 1) T—00 2 ln(x) + ln(l + m—Q) 700 o In(1+75) 2
In(z)
e) Bestiim alla reella 16sningar till ekvationen 2 cos? z — cosz = 1. (3p)
n2m
Svar: ©z=—
3
Losning: 2cos?z — cosx = 1 < cos?x — %cosm = % &
cosz =5+ /1c+35Ecosw=1+2
cosz =1& x=n2m
cosT = —% @m:i%”+n27r
Till uppgifterna 2-5 ska du limna in fullstindiga 16sningar.
2. Visa att In(1+12) > —— foralla o > 0 (6p)
. Visa att In x) > —— foralla z .
2+x P
Losning: Sitt f(z) = In(14z) — 2% Skall da visa att f(z) > 0 for alla
x> 0.
) 1 22+1x) -2z  (2+2)? —4(1+=x) 72
T) = — = = .
1+a (2+ )2 (14 2)(2+ x)? (14 2)(2+ x)?
x 0|0<ux
Detta ger foljande tabell: flx)y |0 +
flz) JO] ~
Tabellen bevisar att f(z) > 0 for alla z > 0.
3. Bestdm avstandet fran punkten (4, —3,2) till planet 2z — y + 3z = T7. (6p)

Losning:

En normal for planet ér vektorn n = (2, —1, 3), en punkt i planet ar t.ex.

Py =(2,0,1).

Avstandet fran punkten P, = (4,-3,2) till planet &r lingden av pro-
H

jektionen v, av vektorn v =PyPi= (4,-3,2) — (2,0,1) = (2,-3,1) pa
normalvektorn n.
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v
Vektorn v,, ges av projektionsformeln: n.

n[?

v - n|

Langden av v,, ar da :
n|

2,-3,1)-(2,—1,3)] 4+3+3 5/14
VA+1+9 14T

In|z — 2|
4. Skissa grafen till r) = ———

respektive avtagande, lokala extrempunkter, asymptoter samt skirnings-

punkter mellan grafen och koordinataxlarna. (6p)

In |t
Losning: Dy = Dp = {z € Rz # 2}. Sitt g(t) = I;3|

udda funktion och f(z) = g(z — 2). Det riicker saledes att undersoka f for
x > 2.Slutsatser om f for x < 2 kan dras genom symmetriresonemang.

Vi har alltsa d = I

. Ange var funktionen dr vixande

. g ar en

Vi har att lim g¢(¢) = —oo och tlim g(t) = 0 (standardgrénsvérden). Da
—0Q

t—0t
ar lim f(z) = —oo och lim f(x) = 0. Av symmetriskil har vi da ocksa
T—2 T—00
att lim f(z) =oc och lim f(z)=0.
T—27 Tr——00

Linjen x = 2 ar lodrét asymptot, linjen y = 0 dr vagriat asymptot bade da
xr — oc och da © — —oc. Det finns inga andra asymptoter.

In 2
Vidare ar f(0) = —% och f(z) =0« z =2+ 1. Grafen skir koordina-

In2
taxlarna i punkterna (0, —%), (1,0) och (3,0).

_3nlr —

For z > 2 giller: f(z) =0 1—3In(z —2)=0& 1z =2+e¢7
f2+es) =L,

Vi far nu foljande tabell:

T 2 2<m<2+e% 2+e% 2+e%<m 00
"(z) + 0 —
f(z) | —o0 / = N\ 0
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Funktionen har lokalt maximum i punkten (2 + es, é), den &r vixande i
intervallet 2,2 + e3] och avtagande i intervallet [2 + e3, ool

Av symmetriskél har funktionen lokalt minimum i punkten (2 — es, —,;—P)
Den #r avtagande i intervallet [2 — e, 2] och viixande i intervallet

]~ 00,2 — e3].

Detta ger foljande graf:

5. Beriikna for alla konstanter o gransvirdet lim, o ((z + 1)* — 2%).
Tips: anvind medelvirdessatsen.

Lésning: Sitt f(t) =t Dadr (v +1)¢ — 2% = f(z + 1) — f(z).

Funktionen f #r deriverbar i |0,0c[. For x > 0 ar f dérfor kontinuerlig i
det slutna intervallet [z, z 4+ 1] och deriverbar i det 6ppna |z, x + 1] med
derivatan f'(t) = at® '

Medelvirdessatsen kan saledes tillimpas.

Det finns alltsa en punkt & €]z, z + 1] sadan att
(04 1)"— 2% = flz+1) — f(z) = (@ +1 - 2)f() = ag .

oo om a>1
Alltsa giller: lim, o0 ((24+1)*—2%) = limg_,00 &> ' = 1 om a=1.
0 om a<l1

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du
behover inte motivera dig. Réitt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p.
Dock ej mindre &n Op totalt.

a) Lat f vara deriverbar i | — 0o, 00[. Antag att f har precis tre olika
nollstéllen. Da har f’ minst tva olika nollstéllen.
Losning: Sann, om a < b < ¢ dr de tre nollstillena sa har derivatan
nollstéllen i intervallen |a, b och |b, ¢[.
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b)

Lat f vara deriverbar i | — 0o, 00[. Antag att f har precis tre olika
nollstédllen. Da har f’ hogst tva olika nollstéllen.

Losning: Falsk, derivatan kan ha t.ex tre nollstdllen mellan tva noll-
stillen for funktionen.

Inx
— =In(z—y) .

ny ey

Losning: Falsk, testa med x =y # 1.
ﬁ nedat begriansad.
Losning: Falsk, testa med f(z) = sin(z)

Om f'(x) =0 for alla x € Dy sa ér f konstant.

Om f(x) &r uppat begréinsad sa ar

Losning: Falsk, testa med f(x) = i|
x

Om f'(z) =0 for alla z € (0,1) sa & f konstant pa (0, 1).

Losning: Sann,foljer av medelvirdessatsen.

Definiera vad som menas med att en funktion f &r stringt viixande pa
ett intervall [.

Formulera medelvirdessatsen for derivator.

Visa, med hjéilp av medelvirdessatsen, att en funktion f &r stringt
vixande pa intervallet 7 om f'(x) > 0 for alla x € I.

Losning: Hittar du i kursboken.

For godként krivs 20p (inklusive ev. bonuspoing), for betyg 4 krivs 30p,
for betyg 5 krivs 40p. Losningar finns tillgiingliga pa kursens hemsida senast
forsta vardagen efter tentamensdagen.

(6p)



