MATEMATIK

Chalmers

Losning till tentamen i Inledande matematik for E,M,TD,V,Z 2005-10-21

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

)

b)

Berdkna f'(x) da f(z) = In(tan z).
Svar: cotz +tanz

Bestam alla reella = sa att |2z — 5] > 3.
Svar: z <1 eller 4 < .

Ge exempel pa en funktion f, med Dy = [0, 1], som saknar storsta virde.

r om 0<zx<l
Svar: f(x):{ 0 om 1

1
Bestdm alla reella 16sningar till ekvationen cos 3z = 3"
Svar: = +n/9+ n2n/3
Avgor for var och en av foljande funktioner om de ér, 1) begrénsade, 2) inverterbara.
i. f(r)=a2+¢€",
Svar: ej begrinsad, inverterbar.
i, g(z) = In Jo].
Svar: ej begrinsad, ej inverterbar.
iii. h(x) = arctanz.
Svar: begrinsad, inverterbar.
Rita 16sningsméngderna i det komplexa talplanet till:
Lojz—1-2i=1
Svar: Cirkel med radie 1, medelpunkt: 1 + 2.
. [z=5|=z-1|.
Svar: Linjen z = 3

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga l6sningar.

2. a)

Bestdm for vilket virde pa a som de tva planen xt —y +2z =3 ochar +y+ 2 =0
ar vinkelrdta mot varandra. (ON-koordinater i rummet.)

Lésning: Planens normaler ar (1, —1,2) respektive (a,1,1). Planen &r vinkelrita
mot varandra om och endast om planens normaler dr ortogonala vilket géller om och
endast om skaldrprodukten (1,—1,2) - (a,1,1) = 0. Alltsa: 1 -a+ (-1)-1+2-1 =
a+1=0.

Svar: Planen ar vinkelrdta mot varandra om och endast om a = —1.

Bestam, for detta virde pa a, en parameterframstillning av skdrningslinjen mellan
planen.

Losning: Skirningslinjen &r losningarna till ekvationssystemet

(2p)

(2p)

(2p)

(3p)

(6p)
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r—y+2z = 3
—rx+y+z = 0

= 14t
C rT—y+22 = 3 o +
Eliminering ger Sq Yy =t
3z = 3
z =1
r = 141
Svar: y =t
z =1
3. Beriikna foljande griansvirden: (6p)
sinz __ 1
a) lim ‘
r—0 tanw
/sin:z; o /sinm - /Sin:z; o
Loésning: lim —— = lim ——— = lim —— - limcosz =
z—0 tanzx z—0 Sinw z—0 SInax z—0

cos T

>t — 1
{t=sinz,t - 0daz — 0} =1lim PT -cos0=1-1=1 (standardgrénsvérde) .

t—0
) /sinm -1
Svar: lim —— =1
r—0 tanw
x+2
b) lim zIn v )
T—00 €
2 2 2
Losning: lim a?lnx+ = lim xln (1 + —> = {— =t,t—0"daz — oo} =
2
lim —In(1 +¢) = 2 (standardgrénsvirde).
t—0+ T
2
Svar: lim xln T =2
T—00 €T
: : : 2 +3 "
4. Rita grafen till funktionen f(z) = 1 e”. Ange alla lokala extremvérden och eventu-
x
ella asymptoter. (6p)
Losning: Dj =] —oo,—1[U | —1,00[.
, 2-(x4+1)— 2 +3)-1 20+3\ , 2224+52+2, 2@+3)(z+2) ,
f() = e = e =
(x+1)2 x+1 (z+1)2 (x+1)2
Dy = Dy
1
li z)=(-2+3)e " 1 = —
Jim f@) = (7243 lim 27 ’

lim f(x) = oo, Lodrit asymptot x = —1.

r——11

lim f(z) = lim

2 3
T lim e* = 2 lim e* = oo.
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lim /(@) = lim lim — = 2 lim — = oc (standardgrénsvirde). Ingen asymp-
tot da © — oo

) . 2r+3 . . N o

lim f(z) = lim lim e = 2 lim e* = 0, vagrdat asymptot y = 0 da z —
T——00 r——00 T + T——00 T——00
—00.

x —0c —2 17| =17 — 00

f'(x) + 10 | - - 0 +

f(z) 0 | Nle?2|\| oo o0 |\, e 2 | 7| oo
f(0) =06 0 = 3

Svar: Lokalt striingt maximum i punkten (—2, e~?), lokalt striingt minimum i punkten
1
(7%a 4675)'

Vagrit asymptot y = 0 da z — —o0o, lodrit asymptot x = —1.

20 T T T T T

15 line5 ————/

10 F |

-10 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2

5. En talfoljd ges rekursivt genom att xg = 5/2 och z,, .1 = 22 — 4x,, + 6. Visa att talfojden
ar konvergent samt bestam griansvirdet da n — oc.

Lésning: Talfoljden ges av 2,41 = f(z,) dir f(z) = 22 — 42 + 6. Om foljden &r
konvergent med gransvirdet a sa dr a en rot till ekvationen = f(z). Vi har ju att om
z, — a da n — oo sa giller, eftersom f &r kontinuerlig, att f(z,) — f(a) da n — oc.
Vi ritar darfor grafen till f och linjen y = x i samma figur.

Grafen till f &r enklast att rita om vi kvadratkompletterar: f(z) = 2% — 42 + 6 =
(z — 2)? 4+ 2. Minimum for z = 2 dér f(x) = 2.

De z-vérden dér y = x skér grafen till f ar rotterna till z = f(x).

Viharrz = f(z) & r=2>-4ds+6< 2> —52+6=0& x =2ellerz = 3.
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IS

f dr vixande pa intervallet 2 < z < 3. Da f6ljer att om 2 < z, < 3 sa giller att
3. Alltsa har vi att om

2 < x, <3sagiller att 2 < z,,;, < 3.

Eftersom z; = % uppfyller att 2 < z; < 3 och vi nu vet att om 2 < z,, < 3 sa giller
att 2 < x,41 < 3. sa kan vi, genom induktion, dra slutsatsen att alla x, uppfyller
2<x, <3.

f ar en konvex funktion. Sekanten genom tva punkter pa grafen till en konvex funktion
ligger alltid 6ver grafen. Linjen y = x skér grafen i punkterna (2,2) och (3, 3) och ligger
saledes ver grafen om 2 < x < 3. Da vet vi att f(z) < z om 2 < z < 3. Detta kan ocksa
inses av kalkylen f(z) — 2 = 2? — 52 + 6 = (z — 2)(z — 3) vilket visar att f(z) —2 <0
om2 <z <3.

Eftersom vi vet att 2 < z, < 3 har vi att xz, > f(z,) = x,.1. Foljden &r saledes
avtagande.

Eftersom foljden dr avtagande och nedat begriansad dr den konvergent med ett grins-
viarde a som enligt ovan ar 2 eller 3. Vi vet ocksa att a < g Alltsa &r foljden konvergent
med gransvirdet 2.

Svar: Talfoljden ar konvergent med gransvirdet 2.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &dr sanna respektive falska. Du behdver inte
motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre dn Op
totalt.

a) Varje linjart ekvationssystem med fler ekvationer &n obekanta saknar 16sning.
Svar: Falskt. (Motex: Ett system bestaende av tre identiska ekvationer med tva
obekanta har alltid odndligt méanga l6sningar.)

b) Varje linjirt ekvationssystem med fler obekanta &n ekvationer har oéndligt manga
16sningar.
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r+y+z2=0

Ttytz—1 saknar 16sning.)

Svar: Falskt. (Motex: {

Om f &r deriverbar och begrinsad pa ett intervall I sa dr dven f' begrinsad pa I.
Svar: Falskt (Motex: f(z) = sin(2) dr deriverbar och begrinsad pa ]0,7[ men
derivatan f'(z) = — 25 cos(+) &r obegréinsad.)

Om f &r deriverbar och f' ar begrénsad pa ett intervall I sa ar f begrinsad pa I.

Svar: Falskt (Motex: f(z) = x pa R))

Omu #0ochu-v=u-wsairv=w. (u, voch w ir vektorer i rummet.)
Svar: Falskt. (Motex: Lat u, v och w vara en ON-bas f6r rummet.)

Negationen till utsagan “for varje x € [a,b] finns y € [a,b] sa att f(z) < f(y)” &r
utsagan “det finns x € [a, b] sa att for varje y € [a,b] ar f(y) < f(x)”.

Svar: Sant.

Formulera medelvirdessatsen.

Svar: Se boken.

Bevisa med hjéilp av medelvirdessatsen att om f dr deriverbar med f'(z) > 0 pa ett
intervall I sa dr f stringt vixande pa I.

Svar: Se boken.

(2p)

(4p)



