MATEMATIK Losningar till tentamen i
Inledande matematik fér M/TD, TMV155/175

Tid: 2006-10-27, k1 08.30 - 12.30
Hjélpmedel: Inga

Chalmers

Betygsgrénser, ev bonuspodng inrdknad: 20 - 29 p. ger betyget 3, 30 - 39 p. ger betyget
4 och 40 eller mer betyget 5.

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Bestdm de gemensamma punkterna till planen (2p)
2c+y=3, y+2z2=1lochx+y+z2=2.
Losning:

Man ska 16sa ekvationssystemet

xr +y 4z = 2
2 +y = 3
y +2z =1

Det visar sig da att en av ekvationerna ar 6verflodig och man far en
enparametrig 16sning (dvs de tre planen skiir varandra i en linje):

r = 1+t
y = 1—-2t
z = t

2 > 0. (2p)

b) Bestidm alla reella & som uppfyller olikheten ;

2
Losning: Olikheten &r ekvivalent med L+3 < 0. Denna olikhet géller

T —
om téljaren ar 0, alltsa om x = —2, eller om téljare och ndmnare
har olika tecken. Det senare géller om —2 < z < 3. Sammantaget
konstaterar vi att olikheten géller om —2 < z < 3.. (2p)

¢) Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan 23 + y® = 2 i punkten
(1,1).
Losning: Via implicit derivering foljer att

322 + 3y2y/ =0

ur vilket det snabbt foljer att

y=->
y?

Saledes ér y'(1) = —1 och eftersom tangentlinjen passerar genom (1,1)
maste den ha ekvationen

y=2—ux.

d) Los ekvationen 22 = i. Svaren ska ges pa formen a + bi. (2p)
Losning: Vi har
23 = = e’i(g+2ﬂ'n)
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vilket ger
z = e’(%+%Tn)
dvs ‘ . .
Zl = 67'%7 Z2 = 61%7 23 prnd 62%
dvs
V3 +i —V3+i .
z1 = , B9 = , 23 = —1.
2 2
e) Beridkna foljande grénsvirden: (3p)
. 422 + 1 L VA1l . (mted)?
i llm —— i. llm —— . lim ——~—
T—00 €T Tr——00 X T—00 362:”

Losning: Eftersom v4z?2 +1 = [2z|4/1+ ﬁ gilller att det forsta
gransvirdet &r 2 och det andra dr -2. For det tredje, observera att
(r + €%)? = €2 4 2ze” + 22, kom ihdg att exponentiellt vixande
dominerar 6ver polynomiellt och dra h&arav slutsatsen att det tredje

.. .. |
grinsvérdet ir 3.

f) Ge exempel pa en funktion f sadan att f/(0) existerar, men inte f”(0).  (3p)

Losning: T.ex.
0, <0

f(x):{ 22, >0

Till uppgifterna 2-5 ska du lamna in fullstdndiga 16sningar.

2. Bestdm en ekvation for det plan som innehaller punkterna (2,—1,0),
(=1,—1,—1) och (2,1,1). Beriikna sedan avstandet fran punkten (1,1,1)
till planet.

(6p)

Losning: Tva vektorer som dr parallella till planet ges av v; = (2,—1,0)(—1, —1,
(—=3,0,1) och vy = (2,—1,0)(2,1,1) = (0,2, 1). Dérfor ges planets normal-
riktning av n = vy X v9 = (2,3, —6) och planets ekvation ér 2x+3y—6z =

D. Via inséttning av vilken som helst av de tre angivna punkterna i planet

ser man att D = 1 varfor planets ekvation &r

20 + 3y — 6z = 1.

En vektor fran planet till punkten (1,1,1) &r t.ex. vektorn u = (2,2,2)
(som man far genom att lata u’s fotpunkt vara (1,1,1)). Avstandet mellan
planet och (1,1,1) dr lingden av projektionen av u pa n, dvs

lu-n| 2

avstandet = = -,
n 7

1) =
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3. Berékna storsta virdet av funktionen f(z) = v1+x — g (x > —1). (6p)
Lo6sning: Det giller att

__ 1 1

21tz 2

som &r 0 precis da v/1 + x = 1, dvs da z = 0. Eftersom man via inspektion

ser att f’(x) &dr positiv da z < 0 och negativ da = > 0 f6ljer att f antar

sitt storsta virde for z = 0. Eftersom f(0) = 1 &r alltsa f’s storsta virde
just 1.

f(x)

3
xe _4196 : (6p)
Ange eventuella lokala extrempunkter och asymptoter. (Konvexitet /konkavitet
behover inte utredas.)
2% +4
(22 —1)2
alltsa véxande i alla intervall i Dy. Observera att

4. Rita grafen till funktionen f(z) =

Lésning: f'(z) = dar positiv for alla z € Dy. Funktionen &r

z(x —2)(z + 2)

I@ = e+
ur vilket man snabbt ser att
x—l}l—nl— f((lf) = 00, I—I}I—nl-i-f(x) = —00, xll)l{l_ f((L') = 00, a}iﬁh_ f(fL’) = —Q.
Déarfor har f lodréata asymptoter © = —1 och & = 1. Dessutom géller att
T ACO
r—too T
och

lim (f(x)—x)=0

r—+o00

ur vilket man ser att f har den sneda asymptoten y = z, bade da x — oo
och da x — —o0.
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5. Ett 2 m hogt staket 16per parallellt med ett hoghus, pa 1 m avstand fran (6p)
huset. Hur lang &r den kortaste stege som nar husvéggen fran marken och
over staketet?

Losning: Den kortaste stegen som nar fran marken till husviggen 6ver
staketet ligger, da den star uppstilld, naturligtvis an mot staketet. Be-
trakta nu en stege som star uppstélld pa detta sétt, dvs star uppstélld
med ena dnden pa marken och andra dnden mot husviggen och ligger an
mot staketet. Lat 6 beteckan den vinkel som bildas mellan husvéggen och
stegen, vilket forstas dr samma vinkel som den som bildas mellan stake-
tet och stegen. Lat L(f) beteckna lingden av stegen. Vi vill finna L(0)’s
minsta virde. Per definition av de elementéra trigonometriska funktio-
nerna och det faktum att staketet 4r 2m hogt och beldget 1m fran huset

giller att
2 1

cosf  sinf’

L(0) =

Av situationen &r det uppenbart att minimum ska sokas didr L har en
kritisk punkt. Det géller att

B 2sinf  cosf B 2sin3 0 — cos® 6

L'(9) = =0

cos2f  sinZ40 cos2 0 sin? 0
precis da

2sin® 0 = cos®
dvs da

tanf = m

Med en enkel figur av en ratvinklig triangel kan man inse att om tant =
1/a och t € (0,7/2) sa géller att

Tillimpa detta med ¢ = 6 och a = 2%/3m sétt in i uttrycket for L och fa
att lingden for den kortaste stegen &r

2v/1 + 22/3

72;;3 V14228 = (142231 4 22/3 = (1 4 2%/3)3/2,
Svaret &r alltsa att den kortaste stegen som nér fran marken till viggen
over staketet &r (1 + 22/3)3/2 meter (vilket i siffror blir cirka 4.16 meter).

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du (6p)
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.
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2)

Om f(z) och g(x) dr vixande pa ett intervall I sa ar ocksa f(z)+ g(x)
vixande pa I.

Losning:

Sant, ty om z < y sa ar ju f(z) < f(y) och g(x) < g(y) ur vilket det
foljer att f(z) +g(x) < f(y) +9(y).

Varje deriverbar funktion &r kontinuerlig.

Losning:

Sant, ty om f/(a) existerar giller att

f(z+h) = f(z)

lim (f(x + h) — f(z)) = lim -h

h—0 h—0 h
= (i TEXRIZTED) 1y 1) = fr(a) 0= 0

Om f(z) — oo da x — 0 och g(z) — oo da = — 0, sa maste
flx)—g(z) - 0daz— 0.

Lo6sning: Falskt, t.ex. om f(z) = % och g(x) = %
Triangeln med hérn i punkterna (-3,0,-1), (-1,-1,1) och (1,6,-2) &r rét-
vinklig.

Loésning: Sant; vinkeln vid punkten (-3,0,1) &r rét, ty de tva vektorer
som representeras av de tva vektorerna med denna punkt som fot och
triangelns 6vriga tva horn som dndpunkter &r (2, —1,2) och (4,6, —1)
och skaldrprodukten av dessa tva vektorer &r 8 — 6 — 2 = 0.

Om f &r en funktion som &r deriverbar pa [a,b] och f(a) < f(b) sa
finns ett tal ¢ € (a,b) sadant att f'(c) > 0.

Losning:

Sant, ty enligt medelvérdessatsen finns ett tal ¢ € (a,b) sadant att

: f(b) = f(a)
=————=>0.
7=
d
%|x2 +z| = 2z + 1].
Losning:
Falskt, ty for # < —1 #r 2 + x positivt varfor |22 + z| = 22 + =

som har derivata 2z + 1. Men da ¢ < —1 &r ju 2x + 1 negativt, sa
|2x + 1| # 2z + 1.

Definiera derivatan av en funktion f i en punkt a.
Losning:
Derivatan av en funktion f i punkten a ges av

h) —
L fath) - f(a)
h—0 h

f'(a) =

da detta grénsvirde existerar (och dr dndligt).

(6p)
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b)

Lat
w?sint da 2 #0
— T
/(@) {0 dé z=0

Berikna f/(z) da z # 0.

Losning:
Da x # 0 géller att

1 1
f'(z) = 2xsin — — cos —.
x x
Visa med hjilp av derivatans definition att f'(0) = 0.
Losning:
Enligt (a) géller det att visa att

LA )
h—0 h
Men w = hsin} — 0 da h — 0 eftersom sin 3 &r begrénsad.

Visa att f’ ej ar kontinuerlig i z = 0.
Losning:

f'(z) = 2zsind — cos 1 saknar grinsviirde i « = 0.



