MATEMATIK CHALMERS

Inledande Matematik for E1 (TMV156) 090117
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1. a) Systemets totalmatris 6verfors via radoperationer till trappstegsform: 1 2 1|3 L
1 1 2|2
10 3|1
0 1 —11]1 | dir viser att tredje kolonnen ej innehaller ett pivotelement; alltsa dr motsvarande
00 010
T 1 -3
variabel, z, fri och med z = ¢ far vi med bakatsubstitution att | vy | = % 1 ]+t 1
z 0 1

b) Vihar (1-z)(2?+2+4) <0& (1-z)((z+3)*+2) <0 1-2 <0z > 1ty (z+1)*+2 > 0.

c) Det giil]er att sin(20) = sinf < 2sinfcosf = sinh < sinf = 0 eller cosf = 3 < 0 = nr eller O =
+ I [0,27) finns da losningarna 0554 =0, 7/3, m, 57/3.

3+n27r

d) Viscker &(¢t)dit=4.Day=12°—-3z+5, v = ‘/+3farv1mhakedjeregeln att & = ddo

(3x2—3)4\[ ocht=4=z=40ch & =15
N (o . sinz 1
e) i) lim (sinz)(Inz) = lim (xlnz) =1-0=0,ii) lim ———= =00 = lime @ = lim e ¥ = =0,
20+ 0t X ol (Inx)? o1 y—00

9z 30 3z 2\z % 2\x z-
i) fim 2t gy G ) G) T _ 040
f) Vihar f(z) = 2% + 42, ¢ = f~! sd att med y = f(x) giller ¢'(y) = f,%x) 322+4 Da ju f(0) = 0 giller
¢I(0) = f’%o) == % OCh dé f(_].) = _5 galler ¢I(_5) == f’(lfl) == %.

=0.

2. a) Planet 2z + 3y — z = 0 har en normalvektor n = (2,3, —1) sa att ett plan innehallande punkterna
P = (z,y, 2) och Py = (z, Yo, z0) och parallellt med planet 2z + 3y — z = 0 uppfyller 0 = n - PP =
2(x — o) +3(y — yo) — (2 — 20). Sa med Py = A far vi att planet @ har ekvationen 2z + 3y — z = 5.
b) Avstandet mellan B och planet ges av langden av projektionen av vektorn " Bpa planets normalvektor
n dér P ar en punkt i planet; si avstandet dr |Proj, ( B)| = |(‘%| : ~B)|Z—‘| = \(‘Z—| . B)|=(n
(OB~ OP))/In| = (n- B —n-P)/In| = |2(~ )+3( D)+ (=1)(2) —n- PI//2+ 3+ (-1 =
2(—2) + 3(—1) + (—1)(2) — 0]//22 + 32+ (—1)2 = f ty da P = (z,y, 2) ligger i planet giller
n-P=2+3y+(—1)z=0.
¢) Linjen genom B och C har riktningsvektor v = BC = (1,0,1) — (=2, —1,2) = (3,1, —1) sé linjens

ekvation pa parameterform dr (z,y,z) = (1,0,1) + #(3,1,—1) som insatt i planets ekvation ger

2(143t)+3t—(1—1t) = 0 & t = —55 och detta t-viirde insatt i linjens ekvation ger skiirningspunkten
=(7,-1,11).

3. Funktionen f(z) = \x — 3| + arctan  har definitionsméngd D(f) = [—1,3) och &r deriverbar pa hela

intervallet med f'(x) = $21+1 = (zf?);r(ﬁi Qil) = ((;”32))&‘2 +11) Vi ser att f’ har ett nollstélle x = 1 € D(f),

att f'(z) > 01 [-1,1), f’( ) < 01i(1,3) och f(z) - —oo da  — 3. Detta ger ett globalt maximum

f(1) =In2+ 7. Da f &r kontinuerlig far vi att f antar alla reella virden < f(1). Alltsa far vi att vérde-
méngden dr R(f) = (—oo,In2 + 7].



4. Funktionen dr definierad i alla reella z utom x = 4 och har nollstdllen x = 0 och z = 3. Vidare gil-
ler att f(x) — Foo da x — 47 sa att x = 4 &r en lodréit asymptot. Da f(z) — +oo da z — +o0
finns inga vagridta asymptoter. For eventuella sneda asymptoter ser vi att @ =22 5 1diz — +oo

och f(z) —1-2 = =% — 1dd v — =£oo; alltsd dr y = = + 1 sned asymptot i oco. Derivation ger
fl(z) = (2$_3)(fm_fi)_2(m2_3z) = w2;§;i;-212 = (z(_fl(ff) sa att f'(2) = 0 och f/(6) = 0 och t ex teckenstudieta-

bell visar att x = 2 ar ett lokalt maximum och z = 6 ar ett lokalt minimum. Fran denna information ar
det enkelt att rita grafen.

5. a) Antag att f dr definierad for I \ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da giller att

lim f(z) =L < Ve>035=4d(e) >0sadant att 0 < |z —a| < J = |f(z) — A| <e.

I—a

b) Lat € > 0 vara givet och tag 6 = ¢/3. Da giillleratt om 0 < [z —1| < dsd harvi [3z+1—4| =3z —1| <
30 = 3(¢/3) = €; d v s definitionen av att lim,_,; 3z + 1 = 4 &r uppfylld.

c) Lat e > 0 vara givet och tag 6 = e. Da giiller att om 0 < |z — 0] < & s& har vi [zsint — 0] =
z|[sinl| < |z] = [z -0/ < 6§ =e. DvsVe >035 =46() > 0 (niimligen 6 = ¢) sadant att
0<l|z—0] <d=|zsini—0| <e; vilket alltsa &r vad vi menar med att lim,_,o 2 sin = = 0.

6. a) Sant. (f tva ggr deriverbar ger f’ deriverbar ger f kontinuerlig (enligt sats).) b) Sant. (Det géller att
argz'% = 100argz = 2000° = 5 - 360° + 200°. Alltsa dr Argz'% = 200° och alltsa giller Re(2'%°)< 0. ) c)
Falskt. (22107 = 10%1n10.) d) Falskt. (Vilj t ex f(z) = e_m, g(z) = (x —2)2%. D& #r f(2)9®) = e !
sa att da o — 2 giller f(z) — 0, g(x) — 0 men f(2)9®) — e7l) e) Falskt. (T ex f(z) = = si att
[~ = f visar att pastiaendet &r falskt.) f) Sant. (Féljer av att |sin(z + y)| = |sinz cosy + cos zsiny| <
|sinz||cosy| + | cosz||siny| < |sinz|+ |siny| ty |cosz| < 1.)

7. b) Bilens hastighet far anses vara en kontinuerlig funktion av tiden. Pa det slutna tidsintervallet for ett

kort varv har enligt max-min-satsen hastigheten ett stérsta och ett minsta virde, sig vpa: 0ch Vymin. Med
medelhastigheten €%™ = 50m /s maste vymay > 50, Umin < 50. Om inte v &r konstant 50m/s, finns alltsa
ett virde > 50 och ett virde < 50. Satsen om mellanliggande virde garanterar existensen av en tidpunkt

med hastigheten exakt 50m/s.




