Matematik Chalmers

TMV156 Inledande matematik E, 2009-10—22. Lésningar.

1. (a) Eftersom f’(z) = 5z* 4+ 322 + 2 > 0 &r funktionen stréingt viixande och déirfér inverterbar. Genom att gissa ser vi
att © = 1 &r en rot till ekvationen f(z) = —1, s& f~*(—1) = 1. Alltsa ger formeln for derivatan av inversen att

1 1 1 1

U= =y = 7)) — 55812 - 100

(b) Vi skriver forst talet z = —2—2i pa poldr form: z = |z|e? 82 = 2/2e5". Alltsé fr 26 = (2/2)6°5" = 29¢(6:27+57) —
137

292" = —512i.
(¢) Genom att gora radoperationer far vi successivt féljande ekvivalenta system:
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Losningen ér alltsa (t,m,v) = (1,5,

(d) Eftersom funktionen dr kontinuerlig sa ér den begrinsad pa varje slutet dndligt intervall. Alltsa kan bara horisontella
och sneda asymptoter finnas. For stora x beter sig funktionen som v 2 = |x|. Vi viéntar oss dirfoér att y = « samt y = —x
ar sneda asymptoter. Att y = x dr en asymptot da x — oo beror pa att

V2t 1 — o= lim (Va2 +1-a2)(Va?+1+az)
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Eftersom z gar mot oéndligheten kan vi anta att x #r positivt, och da &r |z| = 2. Vi maste nu gora samma sak for
asymptoten y = —z da © — —oo. Da giiller istiillet att || = —z. Vi behéver inte géra om hela berdkningen eftersom

gransvirdet faktiskt blir samma som det forsta:

lim f(z) — (—z)= lim \/x2+1—(—x):[x:_t]:tllrgo\/ﬂ%-l—tzo.

r——00 r——00 t — 00
Man kan ocksé hitta asymptoterna genom att forst rikna ut k& = lim, 4. f(2)/x och m = lim,_ 1, f(z) — kz.

(e) i. Funktionen kan skrivas om som 4~ %z%. Eftersom bada faktorer viixer obegrinsat finns det inget att undersoka.
Produkten gar illa kvikt mot oéndligheten. Svar: co.
ii.
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Hér har vi anvint satsen som séger att exponentialfunktioner vixer snabbare &n varje polynom ut i odndligheten och att
en exponentialfunktion med ett positivt tal mindre &n ett som bas gar mot 0.

(f) Cirkelns ekvation ar 2 + y? = 1. Implicit derivering ger 2z + 2yy’ = 0 = o' = —x/y = —/3. Tangentens ekvation
ar darfor

y_lz_\/g(x—g):—\/gl'—f'g.

Detta kan forenklas till

y:2—\/§m.



Ficur 1. y = 2”;‘:136*95, y=0ochz= —%

2. (a) Planet har normanvektor n = (1,1, 1) sa att det stkta planet gesav 0 = n-(z—1,y—2,2—3) =z—1+y—2+2-3 &
r+y+z=06.

(b) Linjen &dr parallell med vektorn
W =(1,1,0)x (1,0,1) = el x e3 +e3 X &l + €5 X €3 = —e3 — €3 +e1 = (1, -1, ~1).
Eftersom planet innehaller origo &r #ven u = (1,2,0) en riktning i planet. Alltsa #r en normal

K =(2,-1,3).
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Detta ger att planets ekvation &r 2z — y + 3z = 0.

(c) For varje a ér x+y—2z—2+a(2e—y+3z—1) = 0 ekvationen for ett plan innehéllande den givna skdrningslinjen ("Pencil
of planes’). V&lj nu « sa att planet innehaller (—1,2,1); dvssa att —14+2—-1—-2+a(2(-1)-24+3—-1)=0 a=—1.
Insattning av « i ekvationen ger x — 2y + 4z = —1.

3. Definitionsméngden &r Dy = R\ {—2}. Derivatan &r

r+1  2x+3-2x+1) Qe +3)(z+1)+20+3 -2 +1) _,
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Eftersom nimnaren och exponentialfunktionen &r positiva si har f’ samma tecken och nollstillen som p(z) = —(2% +
52 4 1). De kritiska punkterna &r allts v = —2 £ /25210 = 3 43 — 5 = —2eller v = —5. Dd x << 0 &r f'(x)
negativ och f’ viixlar tecken nér vi passerar de tva kritiska punkterna. Detta ger teckentabellen

e[ CooD] =2 (29[ - [L-D] -1 [Lo)

1! - 0 + ej def. + 0 -

f . lok.min ya ej def. ya lok.max AN

De relevanta gransvérdena ar

lim f(zx)=o00, lim f(z)=0

Tr— —00 r— 00

lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0.
r~>7%+

Vi observerar ocksd att f(—1) = 0 och ritar sedan in detta. De lokala extremvirdena &r f(—2) = e* och f(—3) = %.

Asymptoterna dr y = 0 och z = —%. Det finns inga (andra) sneda asymptoter, eftersom lim, .., f(x) — kx — m aldrig

kan bli noll (exponentialfunktionen vixer mycket snabbare &n polynomen). En del av funktionens graf visas i fig 1.

4. Virdeméngden &r unionen av virdeméngderna V, och Vj,, dir g(z) = 2% + 1/z for 0 < x < 2, och h(z) = —em7 for
2 < x < 4. Vi deriverar som vanligt:

g (z) =2z —1/2% = (22% — 1) /2>
Den enda kritiska punkten &r zg = 273, Med samma metod som i forra uppgiften kan man se att dr ett globalt minimum

for funktionen g (dock €j for f). Det minimala véirdet r g(zo) = 273 + 23. Eftersom g(z) — oo da & — 0+, och g &r
kontinuerlig ger satsen om mellanliggande vérde att V; = [g(z0), 00). Vi upprepar forfarandet for h:




Alltsa &r h stringt avtagande. Vi har gransviardena

. _ . — T t_ _
mlg&_ h(z) = —/e, im h(z) Jim_e 0.

Satsen om mellanliggande virde ger nu att V;, = (—oo, —/e).
Allts &r Vy = (=00, —\/€) U[273 +25,00) = R\ [—+/e, 275 + 23).

5. a) Antag att f dr definierad for I\ {a} dér I #r ett intervall runt a. Da giiller att
lim f(z) =L Ve>03=0(c) >0sadant att 0 < |[x —a| < 0 = |f(z) — A] < e.

b) Lat € > 0 vara givet och tag § = /3. Da giiller att om 0 < |z —1| < d sa har vi |[3z+1—4| = 3|z —1]| < 30 = 3(¢/3) = ¢;
d v s definitionen av att lim, .1 3z + 1 = 4 ar uppfylld.

6. (a) Sant. Antag att < y. Da &r g(y) < g(x), vilket implicerar att f(g(x)) < f(g9(y))-

(b) Falskt. En funktion kan avta mot odndligheten men dnda oscillera snabbt. Ett motexempel ar f(z) = % Det ar
sant att f(x) — 0 d& x — oo pga grinsviirdesregeln 7) pa teorilistan. Derivatan &r f/'(x) = M Den forsta
termen &r obegrinsad, och den andra gar mot noll. Alltsa dr derivatan obegrinsad, och gar dérfor inte mot noll.

(c) Falskt. Eftersom funktionen h(u) = €2 &r striingt viixande s dr g(z) = h(f(z)) som stérst di f(x) dr som storst, dvs
g(z) antar ocksa sitt storsta virde da z = 5.

(d) Sant. Langden av kryssprodukten dr produkten av de tva vektorernas lingder och sinus foér den mellanliggande vinkeln.
Detta ger att vinkeln mellan dem maste vara 0 eller 7, och darfor dr de parallella. Forklaring nr2: Varje parallellepiped
med @ och ¥ som sidor har volymen noll.

(e) Sant. Detta &r sant per definition.

(f) Sant. Detta foljer fran medelvirdessatsen: Antag att det finns tre skéirningar. Om derivatan av linjen dr k sa finns
det tva olika punkter (mellan skirningspunkterna nrl och nr2 och mellan nr2 och nr3; fig 2) dér f' = k. Detta dr en
motségelse eftersom f &r stringt vixande.

FIGUR 2. Deriverbar funktion som skér en linje i tre punkter.

7. Se teorilistan (for sidhdnvisning) och foreldsningsanteckningarna.
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