Matematik Chalmers

TMV156 Inledande matematik E, 2010-08—-25. L&sningar.

1. (a) Svar: |z| = 1. Alla komplexa tal med absolutbelopp 1 &r pa formen cosv + isinv (och omvént alla sadana tal
har absolutbelopp 1).

(b) Svar: (x,y,2) = (—8,7,—12).

(c) Svar: Alla konstanta funktioner. Det &r klart att dessa har derivatan 0. Det foljer fran medelvirdessatsen att en
funktion vars derivata &r 0 maste vara konstant.

(d) Svar: Sned asymptot y = z och vertikal asymptot x = 0. For att finna den sneda asymptoten riicker det att
observera att f(z) dr summan av 1/x och z, dir den ena termen har grinsvirdet noll och den andra &r en linjir
funktion. Alternativt kan man berdkna k = lim, 1 f(z)/z, och sedan m = lim, 4 (f(z) — kz). Eftersom bada
dessa grénsvérden existerar sa dr y = kx + m = x en asymptot.

(e) i. Svar: 0. Grénsviirdet &r noll eftersom sin 22 ér begrénsad och 1/x — 0.

ii. Svar: Existerar inte. Vi maste forst berdkna f’(x), som &r

sin x?
22

f'(x) = 2cosa? —

Den andra termen har gréansvirde noll enligt resonemanget i den forsta deluppgiften. Den forsta termen pendlar
o#ndligt manga ganger mellan —1 och 1. Alltsa pendlar f'(x) ocksd nira —1 och 1 oéndligt manga ganger. Denna
funktion inget grinsvérde, ty om det hade funnits, sa skulle grafen stabiliseras kring grénsvardet.

iii. Svar: 1. Funktionen &r en produkt av x + 1 och ﬁ Den forsta har grinsvirdet 1 och det har d&ven den andra
(detta dr ett standardgrinsvirde). Produkten av dessa tva gransvérden blir alltsa 1-1 = 1.

(f) Svar: z > 3. Ekvationen kan tolkas som ” avstandet mellan x och 1 dr stérre &n eller lika med avstandet mellan x
och 5 7. Detta giller om x ligger pa medelpunkten mellan 1 och 5 pa tallinjen eller till hoger om denna. Medelpunkten

ar (145)/2 =3.

2. (a) Svar: {t(—b,a) : t € R}. Vi anvéinder oss av skaldrprodukten: (x,y) ar vinkelrét mot (a,b) omm (z,y) - (a,b) =
az +by = 0. En losning till denna ekvation dr (z,y) = (—b, a). Alla andra 16sningar bildar en linje parallell med denna
dvs (z,y) =t(—b,a) dér t € R.

(b) Vi maste 1osa evkationssystemet som bestar av ekvationerna = + 2y + z = 4 och 2z + 4y — 3z = 13. Genom
radoperationer far vi det ekvivalenta systemet som bestar av x + 2y = 5 och 2 = —1. Vi har y som fri variabel och far
da losningen (z,y,z2) = (5 — 2t,t, —1).

(c) Svar: Volymen ér 1. Volymen kan beriknas med hjilp av determinanten som

2 4 1
V=2 1 -1|=|-1=L
-1 0 1

3. (a) Svar: 1 —a, antas i x = 1. Derivatan #ir f'(x) = —(1/22 + a), vilket #r stringt negativt for alla z > 0. Alltsé ir
funktionen stringt avtagande, sa den antar sitt minimum i den hogra dndpunkten z = 1, och dér &r funktionsvirdet
f)y=1-a.

(b) Svar: @ = 1 &r det storsta véirdet. Funktionen #r konvex om ¢”(z) > 0 pa intervallet. Vi har att ¢”(z) = 1/z — ax,
dvs samma funktion som i (a). Denna funktion ir ickenegativ omm dess minimum &r ickenegativt. Alltsa omm 1—a > 0.

4. Vi kan t.ex. borja med att bestimma sneda asymptoter. Det enklaste séttet ar att utféra polynomdivision. Vi far
da

2+ 1 2

=r—1+——.

rz+1 rz+1
Darfor ar y = x — 1 en sned asymptot, ty den andra termen &r en rest term som har griansvirdet noll i oéndligheten.
Man kan ocksa anvinda den vanliga metoden att bestdmma k och m.
Nimnaren x + 1 ger upphov till en vertikal asymptot x = —1. Eftersom 22 + 1 alltid #r positivt och z 4 1 vixlar tecken
da vi passerar den vertikala asymptoten ser vi att lim,_,_;+ f(z) = oo och lim,_, ;- f(x) = —oco. Vi ritar in detta i
grafen och kontrollerar sedan att det verkar stimma 6verens med eventuella extrempunkter.
Vi beriiknar nu derivatan f'(z).

() 20(z+1) — (22 +1) 22 +22-1
) = =
@+ 12 @+ 17
Némnaren ovan &r alltid positiv, sa téljaren avgor tecken for funktionen (och dédrmed pa vilka intervall funktionen
viixer och avtar). Vi faktoriserar nu nimnaren genom att 16sa ekvationen 22 + 2x — 1 = 0, vilket ger

242 —1=(x+14+V2)(z+1-V2).

En teckentabell visar att f(z) &r viixande pa (—oo, —1 — v/2), avtar sedan mellan —1 — /2 till —1 + v/2 och viixer
slutligen pa (=14 /2, 00). Alltsa dr —1 — V/2 en lokal maxpunkt och —1 4+ v/2 en lokal minpunkt. Detta #r konsistent
med séttet som grafen néirmar sig den vertikala asymptoten. Nedan finns en icke skalenlig plot fran matlab.
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FiGUuRr 1. y:‘f_jll,x:fl ochy=x—1

5. a) Antag att f #r definierad for I\ {a} dér I &r ett intervall runt a. D4 giller att
lim f(x) =L & Ve>030=4d()>0sadant att 0 < |z —a| < = |f(z) — Al <e.

b) Lat e > 0 vara givet och tag 6 = £/3. Da giiller att om 0 < |[x—1| < § sa har vi |[3z+1—4| = 3|z—1| < 36 = 3(¢/3) = ¢;
d v s definitionen av att lim,_,; 3x + 1 = 4 &r uppfylld.

6. (a) Falskt. Ett enkelt motexempel som visar att detta &r falskt: f(x) = x. Inversen f~!(y) = y ir stringt viixande!
Vi kan dven visa att inversen alltid ir stringt vixande: Antag att y; < y2 och att f~1(y1) = 21 och f~1(y2) = 2.
Vi vill visa att 27 < xo. Vi har per definition att f(z1) = y1 och f(z2) = y2. Om det vore sant att x; > x9 sa vore
y1 > yo eftersom f dr str. vixande. Alltsd maste z1 < xs.

(b) Falskt. Bara pa de intervall dér funktionen &r injektiv. Man inser att detta inte géller fér alla angivna intervall
lattast genom att forestiilla sig sinus graf. Funktionen upprepar véirden tva ganger pa (korta) intervall som innehéller
en top eller en dal.

(c) Sant. Algebrans fundamentalsats ger att det finns tre komplexa rétter om man riknar multiplicitet. Vi har visat
i kursen att ickereella rotter till ekvationer med reella koefficienter férekommer i konjugerade par (t.ex. 4 + 3i och
4—3i). Alltsa dr antalet reella rotter udda, och dérfor ej noll. Man kan #ven sluta sig till 16sningen med hjilp av satsen
om mellanliggande virde, ty ett tredjegradspolynom har grinsvirdena +oo da x — —oo resp. x — oo. Detta ingick i
en av datorlabbarna.

(d) Falskt. Lagen som liknar denna lyder In(a’) = blna. Det #r klart att 2° = bx inte kan gilla i allménhet.

(e) Sant. Om pastaendet lim,_., f(z) = L hade varit sant sa hade | f(z) — L| < € géllt f6r godtyckligt e och tillréckligt
litet §. Detta leder till motségelse om € < 1, for | f(x) — L| kan inte bade vara stérre och mindre &n 1 samtidigt. Alltsa
maste lim,_,, f(z) = L vara falskt, sa (e) &r sann.

(f) Falskt. Vi vet bara att f dr positiv, f’ kan mycket vil vara negativ. Tag t.ex. f(z) = 22 — 100z. Denna funktion
dr konvex overallt, men den &r avtagande pa (—oo, 50).

7ab. Se teorilistan (for sidhénvisning) och foreldsningsanteckningarna.

7c. Antag att b > a. Vi vill se att f(b) > f(a), dvs att f(b) — f(a) > 0. Enligt medelvérdessatsen far vi att
f(b) = f(a) = (b—a)f'(c) f6r ndgot ¢ mellan a och b. Bade b — a och f'(¢) &r positiva enligt vara antaganden, sa vi
ar klara.



