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1) (a) Teckenstudictabell —~ — — + ger z € (3,5]. (b) Systemets utokade matris | 0 1 2|1
3—x || + 0 — — 9 1 411
z—5 : B
5= || —|ejdef. |+ |0 | —
1 2 712
dr via radoperationerna Rs — R3 — 2R;, R3 — R3 + 5Rs radekvivalent med trappstegsformen 0 1 2|1 |, dar
0 0 0]2

den sista raden lyder 0 = 2; en motségelse, som innebér att systemet ej har 16sning. (c) Linjen x 3 ar en lod-
rit asymptot. Nar x — +oo sa gar ﬁ — 0, som innebér att linjen y = 2z — 3 dr en sned asymptot. (d) Kalla
vinkeln 6ver horisonten for 6 och ballongens hojd for h. Bada dessa dr funktioner av tiden. Vi soker dh/dt i det 6gon-
blick da # = m/4. Det dr ocksa givet att df/dt = 0.025 = 1/40. Fran geometrin ser vi att forhallandet mellan h

(;:h 0 &ar tan 92:1 ﬁ = h = 100tan . Derivation m.a.p. ¢ ger % = 100 secZG%. Inséttning vid 8 = 7/4 ger alltsa

dt

b =100(v2)?35 = 5 m/s. (e) (i) Grénsviirdet &r noll. Exponentialen i nimnaren slar polynomet och logaritmen i
dz+sinzg _ z(4+(sinz/z)) _ 44(sinz/x)
2z+sinz — x(2+(sinz/z)) — 24(sinz/z)

och gransvirdet limg_.q Sige = 1 ger att grinsvirdet ar

/5710
%. (iii) Hér anvénder vi grénsvirdet e = limg_.o (1 + é)e. Vi skriver om uttrycket som {(1 + %/5> ] , och dérmed

tiljaren. (ii) Omskrivningen

ses att grinsvirdet #r !0, (f) Kom ihag att, for x € [—1, 1], arccos(x) = den unika vinkel 6 € [0, 7] sidan att cos = z.
Per definition av f(x) har vi i stillet, for z € [~1,1], att f~!(x) = den unika vinkel v € [r,27] sadan att cosy) = .
Eftersom ¢ = 27 — 6 s& maste f~!(z) = 27 — arccos(z).
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2) (a) De tva planen ger ett linjart ekvationssystem ( 9 _1 23

> som via radoperationen Ry — Ry — 2R; ger

1 -1 1 | 2

01 0| -1

16sningsméngden &r en linje L som ges i parameterform av L = {(1,—1,0)+¢(—1,0,1) : ¢t € R}. (b) Vi anvénder formeln
b —d

|20 + byo + czo | for avstandet mellan punkten (xg, yo, z0) och planet ax + by + cz = d. Har ér (xo, yo, 20) = (4,2, 6)

va? + b2+ 2
2(4) —1(2)+2(6) — 3 15
ocha=2,b=—1,c=2,d = 3. Inséittning ger att avstandet &r 2(4) (2) +2(6) | = — = 5. (c) Normalen till
V22412422 V9
o I . P 2i — 5+ 2k I - - .=
planet har riktningen 2¢ — j + 2k. En enhetsvektor i denna riktning dr i = ————= = - (2i — j + 2k). Den punkt
V22412422 3

P i planet som ligger nidrmast (4,2,6) &r den punkt som &r 5 lingdenheter bort fran (4,2, 6) lings normalen 7. Vi vet
inte om vi ska ga ‘upp’ eller ‘ner’ lings den givna normalen for att hamna i planet, sa det finns tva maojligheter for P;

trappstegsformen ( > Héar dr z = t en fri variabel, y = =1 och z — (-1)+2=2 =2 =1—z; sa

(4,2,6) £ (2, —1,2) ddr minustecken ger (%, %1, %) som genom inséttning i planets ekvation visar sig ligga i planet och
alltsa dr den s6kta punkten.

3) Funktionen f(x) = (x—2)%e* 41 #ir definierad for alla x med derivatan f'(z) = 2(z —2)e* "+ (2 —2)%e* . (—1) =
et (x —2)(2 - (z —2)) = e*®(x — 2)(4 — 2) Vi berdiknar ocksé andraderivatan, efter forenkling pa samma stt far vi
f'(z) = (2?2 —8x+14)e* ™™ = (x— (4—v/2))(x — (4++/2))e*® Vi gor en teckentabell for bade forsta- och andraderivatan

for att fa en overblick: _ )
Ur tabellen utlaser vi av derivatans teckenvax-

x —00 2 4—+2 4 442 oo |lingar att f har ett lokalt minimum i z = 2 och
f(x) — 10|+ + 0] — - ett lokalt maximum i x = 4. Andraderivatans
I () + + 0 - — 0 + tecken ger att grafen ér konvex (concave up) i
flx) | co |N,|1] 5\ . | 1 |intervallet (—o0o,4 —+/2) och i (4 ++/2, 00) samt

konkav (concave down) i (4 — /2,4 +v/2).
Vidare, eftersom f(z) = (v — 2)%2e** +1 = (J;Z_Qf + 1 sa ser vi att f(zr) — 1 da x — oo (exp-funktionen véxer

snabbast). Diarmed &dr y = 1 en asymptot till grafen. At andra hallet har vi dels att f(x) — oo da z — —oo, dels:
_9)2 . . . . . . g
@ = %64_$ + % — —oo da x — —oo eftersom den rationella funktionen och exponentialfunktionen i férsta termen

gar mot —oo respektive co. Dédrmed ingen asymptot at det hallet, och ingen lodrit asymptot. Nu kan vi rita grafen :

Sammanfattningsvis: Vagriat asymptot: y = 1, lokalt minimum: z = 2, lokalt maximum: x = 4. Konkav i intervallet
(4 — /2,4 +/2), konvex i de aterstaende intervallen.




4) (a,b) Forst notera vad som hinder runt punkterna z = =41, dir f byter form: lim, , ;- f(x) = f(-1) =
3(_1)2 + ln(l) = 3, lim, , 4+ f(.’B) = 4(_1> + COS(_’/T) = =5, lim, ;- f(.’II) = 4(1) + COS(ﬂ') = 3, lim, 1+ f(x) =

6x + 1/x, da x < —1,
f(1) = 1e® — 6 = —5. Vi kan derivera styckvis och konstatera att f'(z) = { 4 —wsin(rz), da —1 <z <1, Alltsa ir
(1—2x)el™™, da z > 1.

f(z) < 0 bade nér z < —1 och nér x > 1, medans f(z) > 0 nir —1 < x < 1. Sa nu vet vi ungefiir hur funktionen ser ut:
1. f(x) ar stréngt avtagande da x € (—oo, —1] och minskar fran +oo till 3. 2. f(z) &r stringt vaxande da x € (—1, 1) och
okar fran —5 till 3. Notera att &ndvérdena antas inte. 3. f(z) &r stringt avtagande da x € [1,00) och minskar fran —5 till
—o00. Da f(z) aldrig antar samma virde vid olika z-vérden innebér det dessutom att f dr injektiv och ddrmed inverterbar.

(c) Vi har den allménna formeln (f~')(z) = w2~y . Hér &r z = 1. Per definition, f~!(1) = det unika ¢ sadan att f(t) = 1.

G
Man ser direkt att f(0) = 4(0) + cos(0) = 1, sa t = 0. Inséttning i (2) ger nu att (f~1)/(1) = w2a7. Fran (1) ser vi att

HON
f'(0) =4 — wsin(0) = 4, sa (f~1)/(1) = 1/4 som &r det sokta svaret.
5) a) Antag att f &r definierad for I \ {a} dér I &r ett intervall runt a. Da géller att

lim f(z) = L& Ve>030=0(c) >0sadant att 0 < |z —a| < = |f(z) — A| <e.

r—a
b) Lat € > 0 vara givet och tag § = min[l,e/5]. Vi vill uppskatta |22 — 4| = |(z + 2)(x — 2)| = |z + 2||]z — 2|. Om
nu |z — 2| < 0 sa géller alltsa [z — 2] < d < 1somgeratt ]l <z <3 =3<x+2<5=|z+2 <5 Alltsa
giiller for givet € > 0 att vi kan ta 6 = min[l,e/5] och da giller med detta val av 0 att om |z — 2| < § sa har vi att
22 — 4] = |(x + 2)(x — 2)| = |z +2||]z — 2| < 5|z — 2| < 55 < 5(¢/5) = ¢; d v s definitionen av att lim, .o 22 = 4 #r
uppfylld.
6) (a) FALSKT. I polér form é&r

141 T, .W

=cos — +1sln —.

V2 4 4

Fran De Moivres sats harleder vi att

(1—1—2‘)93 937 . 937
4

= COS—— +1?SsIn —.
V2 4
Men 93/4 =11-2+5/4 sa

(1+i>93—cosgm+isin5ﬂ——<1+i)
V2 ) 4 4 V2 )

(b) SANT. Lat z = cosf + isin 6, sa

2% = cos90 +isin99 = —1 = cos T + isinm,

som medfor att

=" 1 <27r) n, n=01,23456,7,8.
9 9

Den reella delen av z blir positiv om och endast om 6 ligger i den forsta eller den fjirde kvadranten. Den ligger i den

forsta kvadranten fér n = 0,1 och i den fjdrde kvadranten fér n = 7, 8.

(c) FALSKT. Ty sinf < 1 for alla § € R sa kan VL aldrig 6verstiga 6. Sa ekvationen har faktiskt inga losningar alls.

(d) FALSKT. T.ex. tag f(z) = sgn(x) och a = 0. Da géller att lim,_o|f(z)] = 1. Men lim,_.o f(z) existerar €j, ty

lim, o+ f(z) = +1 medan att lim,_,o- f(z) = —1.

(e) SANT. Lat 6 vara vinkeln mellan a och b. Da har vi att

lla x b = [[a|||[b]| sin
a - b=||al|||b]| cosb.
Dérfor ar
[la > Bl[* + (a - b)* = [|al|?|[b]|*(sin® 0 + cos® ) = [|al[*||b]|*.

(f) SANT. Vi tillimpar Rolle sats tre ganger. Eftersom f &r deriverbar och f(0) = f(1) = 0 sa maste det finnas
c1 € (0,1) sadan att f'(¢;) = 0. Pa samma sitt, eftersom f(1) = f(2) = 0 maste det finnas ¢y € (1,2) sadan att
f'(c2) = 0. Men f har andraderivata, dvs f" dr ocksa deriverbar. Eftersom f’(c1) = f/(c2) = 0 sa maste det finnas
¢ € (c1,¢2) sadan att f”(c) =0, v.s.v.

7) (a) Definition 4, sid 99 i Adams. (b) Sats 9, sid 121 i Adams. Man anviinder sats 8 inklusive exempel 1 i be-
viset, men dessa i sig behover inte bevisas.



