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Matematisk analys i 
era variabler M sid. 2 av 7Examination: Examinationen best�ar av datorlaborationer o
h en skriftlig tentamen den 23/5.F�or att f�a godk�ant p�a kursen kr�avs att samtliga datorlaborationer o
h den skri
iga tentamen�ar godk�anda. Datorlaborationerna redovisas p�a en periodrapport som ska vara inl�amnad f�oreden skriftliga tentamen. Slutbetyget baseras p�a resultatet p�a den skriftliga tentamen.Skrivningen kommer best�a av 
a 8 uppgifter med maxpo�ang 50. Den kommer att inneh�allab�ade probleml�osning o
h teorifr�agor. Matlabuppgift (modellering/programmering) kan f�o-rekomma. Inga hj�alpmedel (ej heller minir�aknare) f�ar anv�andas. Om du uppt�a
ker attdu av misstag har otill�atet hj�alpmedel med p�a tentan skall du omedelbart, utan n�agot somhelst dr�ojsm�al, kalla p�a salsvakten o
h anm�ala detta. Tid o
h plats f�or tentamen ansl�as p�astudieportalen.F�or att f�a godk�ant p�a kursen kr�avs minst 20 po�ang. F�or betyget 4 kr�avs 30 po�ang o
h f�orbetyget 5 kr�avs minst 40 po�ang.Gamla kuserna TMA082A+TMA082B o
h TMV015+TMV020: F�or de studenter soml�ast de gamla kurserna TMV015+TMV020 respektive TMA082A+TMA082B kommer ingenskriftlig tentamen att ges vid den 23/5. N�asta omtenteringsm�ojlighet f�or dessaa kurser �arunder augustiperioden 2005.Baskurs: Kursen inneh�aller m�anga begrepp, satser, id�eer o
h metoder f�or probleml�osning. Endel av dessa �ar my
ket viktiga i kommande kurser, s�av�al i matematik som i andra �amnen.F�or att pre
isera detta ges nedan en lista �over de�nitioner, satser o
h problemtyper medh�anvisning till kursb�o
kerna. Frasen "med bevis" inneb�ar att bevismetoden eller bevisid�en�ar viktig. Ett s�adant bevis �ar det extra viktigt att du f�orst�ar o
h kan genomf�ora utan st�odav boken.1. Funktioner av 
era variabler, PB 1.� Gr�ansv�ardesber�akning. 1.24,29.� Bevis av gr�ansv�ardesregler.2. Di�erentialkalkyl f�or reellv�arda funktioner, PB 2, 5.2.� L�osning av partiell di�erentialekvation med hj�alp av koordinatbyte, 2.20, 25, 57.� Riktningsderivata o
h tangentplan, 2.37, 41, 45.� Di�erentierbarhet, de�nition samt sats 3, C1 ) di�erentierbar.� Motivera de�nitionen av tangentplan.� Kedjeregeln f�or f(x(t); y(t)) med bevis i fallet n = 2.� Sats 8, rf �ar normal till niv�akurvan/ytan f = C med bevis.� Taylors formel (sats 10) med bevis.� Lokala extremv�arden, 2.66,69 (�aven a o
h b).� Kort om PDE: Lapla
e o
h Poissons ekvationer, numerisk l�osning.3. Di�erentialkalkyl f�or vektorv�arda funktioner, PB 3, 5.7.� Best�amning av tangent o
h l�angd till en kurva.� Motivera de�nitionen av tangentvektorn till en kurva.� Best�amning av tangentplan till parametriserad yta, 3.6,7.� Ber�akning av kurvintegral.� Ber�akning av funktionalmatris o
h funktionaldeterminant, 3.13,22.� Linj�arisering. Numerisk l�osning av i
kelinj�ara system.4. Optimering, PB 4.� Formulera Lagranges multiplikatormetod. Bevis i fallet med tv�a variabler o
h ettbivillkor. Till�ampning av metoden: 4.29,32.� Ber�akning av st�orsta o
h minsta v�arde p�a kompakt m�angd: 4.9. I
ke kompaktm�angd, 4.22.� Numerisk optimering: gradientmetoden o
h Newtons metod.5. Dubbelintegraler, PB 6.� De�nition av begreppen trappfunktion, �, o
h dubbelintegralen av � �over axelpa-rallell rektangel.



Matematisk analys i 
era variabler M sid. 3 av 7� De�nition av integralen av en begr�ansad funktion �over en axelparallell rektangel.� Motivering av formeln f�or integration �over niv�akurvor.� Till�ampning av formlerna f�or itererad integration, variabelsubstitution o
h integ-ration �over niv�akurvor, 6.14, 16, 22, 19, 6.31. Generaliserade integraler, 6.34, 35.6. Trippelintegraler, PB 7.� Till�ampning av formlerna f�or itererad integration, variabelsubstitution o
h integ-ration �over niv�aytor. Generaliserade integraler. Ex. 7.3, 5, 6, 7, 14.7. Derivering under integralte
knet, PB 5.1.� H�arledning av en formel f�or derivering av F (s) = R b(s)a f(s; x) dx.8. Till�ampningar av integraler, PB 8.� Volymber�akning, 7.12, 8.2, 6� Area av kr�okt yta given av en parametrisering. Motivering av formeln. H�arledningav spe
ialfall: funktionsyta, rotationsyta.9. Vektoranalys i planet, PB 9.� De�nition av kurvintegral. Ber�akning genom parametrisering.� Formulera o
h bevisa Greens formel. Ber�akning av kurvintegral med Greens formel,9.9, 11.� De�nition av exakt di�erentialform, potential. Best�amning av potential.� Bevisa att v�ardet av kurvintegralen av en exakt di�erentialform �ar potentialskill-naden mellan kurvans slut- o
h startpunkt. Ber�akning av kurvintegral av exaktdi�erentialform.� Bevisa att om Q0x = P 0y i ett enkelt sammanh�angande omr�ade 
 s�a har (P;Q) enpotential i 
.Observera att j�amf�ort med tidigare �ars 
ervariabelkurser har momentet "Vektoranalys irummet PB 10" utg�att!Ve
koplanering: En prelimin�ar ve
koplanering ges nedan. De uppgifter som angetts som typ-uppgifter kommer att l�osas av �ovningsledarna. Dessa uppgifter �ar av en sv�arighetsgrad somkan f�orekomma p�a den skriftliga tentamen. I �ovrigt �ar det upp till de olika grupperna o
h�ovningsledarna att best�amma hur my
ket �ovningsledarna ska r�akna o
h hur my
ket sj�alv-verksamhet som ska f�orekomma.
Ve
ka 1:Funktioner av 
era variabler.Kapitel 1 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Kap.1 Kap.1: 6,7,8,11,16 Kap.1: 20,24ade,27ab
,29a
 Kap.1: 25,31aTypuppgifter:1. Rita m�angdernaM1 = f(x; y) : 2 < (x�1)2+(y+1)2 � 4g,M2 = f(x; y) : 1 � jxj+ jyj � 3g,o
h M3 = f(x; y) : 1 � xy � 4g. Best�am inre punkter, randpunkter o
h yttre punkter i R2f�or m�angderna (markera g�arna de olika delarna med olika f�arg). Avg�or o
ks�a om m�angderna�ar �oppna, slutna eller ingetdera, o
h om de �ar kompakta.



Matematisk analys i 
era variabler M sid. 4 av 72. (a) Unders�ok funktionerna f1(x; y) = xy, f2(x; y) = sin(x2 + y2)=(x2 + y2), f3(x; y) =xy=(x2 + y2), f4(x; y) = x3=(x2 + y2) o
h f5(x; y) = x3=(x2 � y) genom att t.ex. ritafunktionsyta o
h niv�akurvor till respektive funktion i matlab. Avg�or om funktionernahar gr�ansv�arden d�a (x; y) ! (0; 0). Kan man se p�a grafen eller niv�akurvorna om enfunktion har eller inte har gr�ansv�arde ?(b) Avg�or vilka av funktionerna som kan utvidgas till hela R2, s�a att utvidgningen blirkontinuerlig? Ve
ka 2:Di�erentialkalkyl f�or reellv�arda funktioner av 
era variabler.Avsnitt 2.1-2.4 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Avs.2.1-2.4 Kap.2: 1bd,2a,5,11,13,15a,28a,30 Kap.2: 6a,12,20,25,32,37,41,43a Kap.2: 14,23,49Typuppgifter:1. Temperaturen T i ett omr�ade i rummet ges av T (x; y; z) = x2y�3z. Ber�akna temperaturensriktningsderivata i punkten (�1; 1; 2) o
h riktningen v = (1;�2; 2). I vilken riktning v�axertemperaturen snabbast o
h hur stor �ar riktningsderivatan d�a ?2. Best�am tangentplanet till niv�aytan yzexz + x ln y = 1 i punkten (0; 1; 1). N�ara punkten(0; 1; 1) beskriver niv�aytan en funktionsyta p�a formen z = f(x; y). Best�am vinkeln mellanvektorn (1; 1; 0) i xy�planet o
h tangenten till kurvan (x; y; z) = (t; 1 + t; f(t; 1 + t)) ; t 2R, i punkten (0; 1; 1). Ange funktionsv�ardet f(0:1; 1:1) approximativt, genom att ber�aknaz�koordinaten f�or den punkt i tangentplanet d�ar x = 0:1 o
h y = 1:1.3. Visa att z(x; y) = x2yf(3x+ y2) satis�erar den partiella di�erentialekvationen,2xy2z0x � 3xyz0y = (4y2 � 3x)z;d�ar f �ar en deriverbar funktion av en variabel.Ve
ka 3:Partiella derivator av h�ogre ordning, Taylorutve
kling o
h lokala unders�okningar.Avsnitt 2.5{2.7 o
h 5.2 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Di�erentialkalkyl f�or vektorv�arda funktioner.Kap.3 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Avs. 2.5{2.7 Kap.2: 50,60ab,64,71a Kap.2: 51,57,58,66,70,74 Kap.2: 76,90PB Avs. 5.2 Kap.5: 10PB Kap.3 Kap.3: 1,2,3,9a,15a,18,23 Kap.3: 4,5,10a,13,20,22,24,29,35, 39 Kap.3: 36



Matematisk analys i 
era variabler M sid. 5 av 7Typuppgifter:1. Temperaturen T i en punkt i rummet ges av T (x; y; z) = x2+ y2+4z2+xy+2xz� 2yz+x.Best�am i vilken/vilka punkt(er) som den maximala temperaturf�or�andringen jrT (x; y; z)j �arminimal.2. Best�am, f�or x > 0 o
h y > 0, alla l�osningar f(x; y) till den partiella di�erentialekvationenx2f 00xx + x = y2f 00yy + y , s�adana att f(x; x) = 0; f�or alla x > 0.(Tips: Inf�or nya variabler u = xy; v = xy )3. L�at f vara samma funktion som i typuppgift 2.2. Ber�akna funktionsv�ardet f(0:1; 1:1) approx-imativt genom att Taylorutve
kla f(x; y) av andra ordningen, kring punkten (0; 1). Liggerfunktionsytan z = f(x; y) �over eller under tangentplanet i punkten (0:1:1) (eller ingetdera)?Ve
ka 4:Optimering.Kapitel 4 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Kap.4 Kap.4: 1ab
,3,7,16,23 Kap.4: 2,9,11,17,18,22,25,26,28,30 Kap.4: 15,29,37,40,47Typuppgifter:1. Best�am st�orsta o
h minsta v�arde av f(x; y) = x2y�x� y p�a den slutna triangeln med h�orni (0; 0), (2; 0), (0; 2).2. Avg�or om funktionen f(x; y) = x1 + x2 + y2har n�agot st�orsta o
h minsta v�arde i den �oppna kvadranten f(x; y); x > 0; y > 0g.3. Best�am det st�orsta v�ardet av funktionen f(x; y; z) = z p�a sk�arningen mellan de b�ada ytornax2 + y2 + z2 = 3 o
h xy + xz + yz = �1:Ve
ka 5:Dubbelintegraler.Kapitel 6 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Multipelintegraler.Kapitel 7 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Avs.6.1-6.4 Kap.6: 1,3,10,12,18,20 Kap.6: 5,7,11,14,16,19,22,24PB Avs.6.5-6.6 Kap.6: 30,35 Kap.6: 31,34,49 Kap.6: 41,43,45,51,54PB Kap.7 Kap.7: 1,2,3,8 Kap.7: 5,6,7,12,13,14 Kap.7: 16



Matematisk analys i 
era variabler M sid. 6 av 7Typuppgifter:1. Ber�akna ZZQ jx2 � yj dxdy;d�ar Q = f(x; y); jxj � 1; jyj � 1g.2. Ber�akna ZZ
 x2ex=y dxdy;d�ar 
 = f(x; y); y � x � 2y; 1 � xy � 3g.3. S�att A = f(x; y) : x � a > 0g. Visa attZ ZA e�(x2+y2) dxdy = ae�a2 Z 10 e�u2a2 + u2 du:Tips: Anv�and variablerna u o
h v d�ar u2 + a2 = x2 + y2 o
h y = vx.4. En yta har parameterframst�allningen (u2; uv; v2=2), 0 < u < 1, 0 < v < 3. Ber�akna ytansarea.5. Ber�akna trippelintegralen Z Z Zjxj+jyj+jzj�1pjxj+ jyj+ jzj dxdydz genom(a) itererad integration,(b) integration m.h.a. niv�aytor.Ve
ka 6:Anv�andning av integraler. Derivation av integralerKapitel 8 o
h avsnitt 5.1 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Kap.8 Kap.8: 1,2 Kap.8: 3,4,6,8,16,17,28,35 Kap.8: 9,13,38,41,43PB Avs.5.1 Kap.5: 1 Kap.5: 4,15 Kap.5: 8Typuppgifter:1. Funktionerna ft de�nieras av ft(x; y) = sin (t(x2+y2))x2+y2 d�a (x; y) 6= (0; 0) o
h ft(0; 0) = t.Best�am alla station�ara punkter till funktionen F (t)=Z Zx2+y2�t2ft(x; y) dxdy de�nierad f�oralla reella tal t.2. Betrakta alla 
irklar som g�ar genom origo o
h har sin medelpunkt p�a hyperbeln xy = 1.Ber�akna arean av den del av planet genom vilken ingen av dessa 
irklar passerar.Ve
ka 7:Kurvintegraler. Vektoranalys i planet.Kapitel 9 i Persson/B�oiers, Analys i 
era variabler.



Matematisk analys i 
era variabler M sid. 7 av 7Rekommenderade �ovningsuppgifter:Avsnitt Instuderingsuppgifter Tr�aningsuppgifter ExtrauppgifterPB Kap.9 Kap.9: 1,3,5,7,9,23,29 Kap.9: 6,8,11,14,17,18,19,24,25,30,38,39 Kap.9: 15,16,21,26,28Typuppgifter:1. Betrakta kurvorna 
1; 
2 o
h 
3 fr�an (2; 0) till (1; 1), d�ar
1 best�ar av linjesty
kena fr�an (2; 0) till (2; 1) o
h fr�an (2; 1) till (1; 1),
2 �ar den del av niv�akurvan (x� 1)4 + y4 = 1 d�ar x � 1; y � 0 , o
h
3 ges i pol�ara koordinater av r = 2 
os �; 0 � � � �4 .Ber�akna, med hj�alp av de�nitionen av kurvintegral, de arbeten som kraftenF(x; y) = (2x; y2)utr�attar d�a en partikel r�or sig utefter respektive kurva.2. Ber�akna arbetet d�a en partikel p�averkad av kraftf�altet F(x; y) = (x2; y) 
yttas l�angs ellips-b�agen f(x; y); 14 x2 + (y � 1)2 = 1; x � 0; y � 0g.3. Ber�akna kurvintegralen Z
 x3dy � (y3 + ex)dx(x2 + y2)2 , d�ar 
 �ar 
irkeln x2+ y2 = R2 genoml�opt ettvarv moturs.4. Ett vektorf�alt i planet ges av u(x; y) = �3x2 + y � x3 � y3; x3 � y3�.(a) Om u betraktas som ett kraftf�alt, f�or vilket omr�ade 
 i planet kr�avs det st�orst arbetef�or att 
ytta en partikel ett varv l�angs �
 med omr�adet till v�anster? (De�nitionsm�assigt�ar det arbete som kr�avs �1 g�anger det arbete som kraften utr�attar.)(b) Om u betraktas som str�omt�athetsf�altet f�or ett 
�ode, f�or vilket omr�ade 
 i planet �ar
�odet ut ur 
 �over randen st�orst?


