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Introduktion till Finita elementmetoden FEM

Detta iir en forsta introduktion till Finita elementmetoden FEM, en metod for att 16sa partiella differentialekva-
tioner.

FEM for elliptiska problem i en dimension

Vi &r intresserade av foljande typ-problem med s.k. Dirichlet-randvillkor

—u'(z) = f(z), 0<z <1
{ u(0) =u(l) =0

dar f dr en given funktion och u skall bestdmmas.

Exempel 1. En rak balk, med variabelt yttroghetsmoment I(x) och elasticitetsmodul E, ligger pa tva stéd och
paverkas av ett tryck g(z).

>

med randvillkoren

Vi vill bestimma M (x) och v(x).

Med finita elementmetoden FEM kommer vi bestimma en approximativ 16sning baserad pa en uppdelning av
intervallet 0 < < L, ett s.k. nit.

Den storsta delen av berikningsarbetet kommer da besta i att 16sa féljande ekvationssystem for matriser

KM =5
{ Kv=r(M)

med metoder fran forra lasperioden. Lite lingre fram i materialet ser vi pa matrisen K och vektorerna b och r(M).

Vi ser att balkens ekvation i exempel 1 bestar av ett system av tva kopplade typ-problem.

Differentialekvation: Bestim u € C%([0,1]) s& att

déar
C?([0,1]) = {v | v, v' och v" kontinuerliga pa 0 < z < 1}




Om vi multiplicerar ekvationen —u" = f med en funktion v fir vi —u''v = fv. Integrerar vi sedan &ver intervallet

0<z<1frvi ) 1
—/ u'vdz :/ fodz
0 0

For att fa ner ordningen pa derivatan av u partialintegrerar vi och far
1 1 1 1
—/ u'vde = [-u'v]§ +/ uw'v' dz = —u'(1)v(1) + ' (0)v(0) +/ u'v' dr = / u'v' dx
0 0 0 0

dér vi utnyttjade att v(0) = v(1) = 0.
Vi har kommit fram till

1 1
/ u'v' de = / fodez
0 0

Om vi kréver att detta samband skall uppfyllas for tillrickligt manga ldmpligat valda funktioner v far vi en s.k.
svag formulering eller variationsformulering.

Variationsekvation: Bestim u € VO s§ att

1 1
/ u'v'dz = / fvdz, YveV° (2)
0 0

déar
1 1
VO={v| [v¥dz < 00, [(v')?dz < o0, v(0) = v(1) = 0}
0 0

Symbolen V betyder "for alla”, dvs. Vo € V0 betyder ”for alla v som tillhér méngden V07,

Sats: Om wu 16sning till (1) s& #r w 16sning till (2). Omvint sa giller: Om v 16sning till (2) och dessutom
u € C?([0,1]) s& &r u 16sning till (1).

Bevis: Att en 16sning u till (1) ocksa &r en 16sning till (2) foljer av hirledningen av variationsekvationen.
Omvint. Antag u 16sning till (2). D& har vi fol u'v' dr — fol fvdz =0, Vv € VO.

Eftersom u € C%([0,1]) kan vi partialintegrera i férsta termen och far
1
—/ (u" + flvde =0, Vv e VO
0

eftersom v(0) = v(1) = 0.
Detta dr mojligt endast om v’ (z) + f(z) = 0 for 0 < x < 1, vilket foljer nedanstéende sats.

Sats: Om w € C([0,1]) och fol wvdz =0, Vv € VO sa giller att w(z) =0for 0 <z <1.

Bevis: Antag w(zo) # 0. w € C([0,1]) = w # 0 i en omgivning Qo av zo. Tag vo € V° med vg > 01 Qg och
vo = 0 utanfor Q. D4 giller fol wvo dz = [, wvo dz # 0. Motsagelse.

Vi skall formulera ett minimeringsproblem som #r ekvivalent med variationsekvationen. Av fysikaliska skal ar det
naturligt att ha dven denna formulering, som vi kommer se i exempel 3.

Infor funktionalen F' : V? — IR definierad av

F(v) = %/Ol(v')Qd:v - /Olfvda:

Minimeringsproblem: Bestim v € V° s3 att

F(u) < F(v), Yo eV° (3)

Sats: Om u 16sning till (2) s &r u 16sning till (3) och omviint.




Bevis: Antag u 16sning till (2). Lat v € V° och sétt w = v — u s& att v = u +w och w € V°. Vi har

F(v):F(u—i—w):%/o (u'—}—w')zdm—/o flu+w)de =

1 1 1 1 1
= 1/ (u')2dw—/ fudx—l—/ u'w'da:—/ fwdx—}—l/ (w2 dx > F(u)
2Jo 0 0 0 2 Jo

eftersom [ u'w'dz — [ fwdz =0och L [} (w')2dz >0.
0 0 2 Jo

Omviint antag u 16sning till (3). D& géller for ett godtyckligt v € V° och a € R att
F(u) < F(u+ av)

eftersom u + av € V9.

Lat g(a) = F(u + av). Nu har g minimum for a = 0, varfor ¢’(0) = 0. Men
1t 1 o2 [l 1 1
g(a):F(u+av):—/ (u')2da7+a/ u'v'd:v+—/ (UI)ZdZL'—/ fudx—a/ fvdx
2 Jo 0 2 Jo 0 0

dvs. ¢'(0) = Yl do — [ fvdz, varav foljer att u losning till (2).
0 0

FEM f{o6r typ-problemet

Inférett ndit pA 0 <z <1: 0=29 <z <+ < ZTpg1 =1 ochlat h; = z; — z;_1. D4 &r h = max; h; ett matt pa
nétets finhet.

Infor nu rummet
V2 ={¢|¢ € C([0,1]), ¢ linjir pa z;_1 < = < zj, #(0) = #(1) = 0}

Nu giller V2 C V9, dvs. V2 dr ett underrum i V9, vidare &r V}) av #ndlig dimension och kan beskrivas av

nodvardena &; = ¢(z;), j =1,---,n. Rummets dimension &r alltsa n.
¢ 4
i i — i — SN,
xg Tj Tn41
Som bas f6r rummet kan vi ta hattfunktionerna ¢; € V, j = 1,---,n som karakteriseras av att ¢;(z;) = 1 om

i =joch ¢j(z;) =0o0m i #j.

A
91
1 4
T T T T s T
) T xo Z‘j_l iEj acj+1
Vi har alltsa
Z :;_1, Tji—1 <T<Zj
— Tji41—T
¢;(x) = o 1 <z <Tjn
0, annars

En funktion ¢ € V) kan skrivas

$x) =D &(@), & = dx;)
j=1

Finita elementmetoden for modellekvationen (1) formuleras:



Finita elementmetoden: Bestim u; € V) sd att

1 1
/ ! do = / fodz, Vo€V (4)
0 0

dar
Vi ={¢|¢ € C([0,1]), ¢ linjir pa z;_1 < = < z;, $(0) = ¢(1) = 0}

Speciellt géller da att
1 1
0 0
Vi har .
un(®) =Y &¢(2), & = un(z;)
j=1

och med f; = fol fidx kan (4) skrivas

n ol
> [ iddeg = fi i=1em
j=1"0

Vilket dr ett linjért ekvationssystem

Ké=b

dar ki j = [, ¢}/, dz och b; = f.

K brukar kallas for styvhetsmatris och b for lastvektor.

K &r symmetrisk, eftersom f01¢;.¢;- dz = f01¢)9-¢;. dz, och tridiagonal, eftersom f01¢§¢9 dz =0om [i —j| > 1.

/ / /
$j-1 P; Pi+1 j—1 ¢j j+1

K &r positivt definit, eftersom

n n 1 1 n n
=30 326 [ olojan = [ (o) (g0 dr =
i= j=

i=1 j=1

1
0

med likhet endast da ¢’ =0 pa 0 <z <1, dvs. ¢ konstant pa 0 < z < 1.

Men ¢(0) = 0, varav foljer att ¢ = 0, dvs. & = 0,i = 1,---,n. Alltsd ar €T K¢ > 0 for alla & # 0.

=/01¢'¢'dw=/ (¢ dz >0

Vi bestimmer nu elementen k; ; och b;. Det géller att

1 . .
By Ti-1 < T <
/ _ 1 i .
¢j($)_ —hj+1,.Z‘J<.CL'<:I?]+1
0, annars

sa vi far

! LU | T4l ] 1 1
ki = 'd dx = —d / — dr = —
o= [ o as / giot [ o=



1
k,’yjz/ ¢;¢_’7d$=0, da |l—]|>].
0

b; _/ f¢,dx_/ f(z ””’ Ld +/:i+1 F) T gy

: hit1
Tar vi hj =h = +1’ dvs. en likformig indelning av intervallet far vi x; = ih, i =0,1,---,n+1
0 h 1
~
| | | | | | | | | | | d
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |'
o T1 X2 In Tn+1

2 -1 b
11 -1 2 -1 b
K = — =
h ) - :
-1 2 b,

dar

/ f@) (@ - i l)dx+/z’“f(m)<x,-+1—w)dw)z

i

1 h h 1,
h(2f( zi)(Ti — Tio1) + §f($z')($i+1 —zi)) = ﬁ(h f(z:))

Integralen har vi approximerat med trapetsregeln.

Exempel 1 fortsdttning. Med finita elementmetoden FEM kommer vi bestimma en approximativ losning
baserad pa det inforda nitet. Vi skall 16sa foljande ekvationssystem for matriser

KM=1b
Kv =r(M)
Om vi tar ett likformigt nit far vi
2 -1 M1 v
-1 2 -1 M, V2
K = ’ T . . ) M = , U=
-1 2 -1 My Un—1
-1 2 M, Un
My
q(z1) Elfe1)
2
q(x2) EI(z2)
b=h? : , (M) = h? :
q(xn—l) #;il)
Q(xn) W;n)

Har blir M; och v; approximationer av M (z;) respektive v(z;). Vi skall se hur vi kan anviinda Choleski-faktorisering
for att effektivt 16sa dessa ekvationer. Vi forutsétter att vi redan definierat virden pa L, q, E och I

>> n=20;

>> e=ones(n,1); h=L/(n+1);

>> A=spdiags([-e 2*e -e],[-1 0 1],n,n);
>> C=chol(A);

>> b=q;

>> M=C\(C’\b);

>> r=h"2xM./(E*I);

>> v=C\(C’\r);



Vi gor forst en kolonnvektor e fylld med 1-or. Diagonalerna lagras som kolonnvektorer i matrisen [-e 2%e -e],
deras respektive placering i férhallande till huvuddiagonalen ges av [-1 0 1]. Funktionen spdiags lagrar sedan
matrisen som en bandmatris. Nér vi Choleski-faktoriserar kiinner Matlab av att vi har en gles matris och utnyttjar
detta for att gora en gles faktorisering.

Nu ytterligare ett exempel fran mekaniken.

Exempel 2. Utbgjningen v hos en ledlagrad stav av lingd L som belastas med lasten P beskrivs av foljande
egenvirdesproblem for en ordinér differentialekvation

—EIv'=Pv,0<z<L
v(0)=v(L) =0

dar ET &r bojstyvheten.

- A
L W

Om vi FEM med ett ekvidistant nét och later v; beteckna approximationen av v(x;) far vi

Av =l
dér
2 -1 U1
-1 2 -1 ) P
A= U = : hA=h’—
. . . v : oc fo¥i
-1 2 -1 Un—1
-1 2 Up
dvs. ett egenvirdesproblem fér matriser.
Vi—1 U; Vi+1
U3
V2
1 Un
P
> ~
~—
h @)

[@)

S& hir kan man gora en script-fil i Matlab som 16ser problemet

n=40;

L=1; EI=1; h=L/(n+1); e=ones(n,1);

A=spdiags([-e 2%e -e],[-1 0 1],n,n); % Genererar tridiagonala matrisen.
k=3; % Antal egenvdrden som skall berdknas.
[V,D]=eigs(A,k,’SM’); % SM = minst belopp. Egenvédrden nédrmast noll berdknas.
D=diag(D) ; % GOr vektor av diagonalen.

[D,index]=sort(D); % Sorterar vektorn

V=V(:,index); % och kolonnerna i V i samma ordning.

P=EI/h"2xD; % Kritiska lasterna.

V=[zeros(1,k); V; zeros(1,k)]; % Fyller pa randvérden.

x=[0:h:L]’; % Vektor med x-varden.

subplot(3,1,1), plot(x,V(:,1)) % Ritar fdrsta moden osv.
subplot(3,1,2), plot(x,V(:,2))
subplot(3,1,3), plot(x,V(:,3))



-0.21 b
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
O\—/—\

.05 I I I I I I I I I

0.5
0\/\/
-0.5 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Neumann randvillkor

Betrakta féljande problem

med ett Neumann randvillkor vid z = 0.

Variationsekvation: Bestdm u € V' sa att

1 1
/ u'v' dz + gv(0) = / fodz, YveV
0 0

dar
1 1
V={v| [vidr < o0, [(v)?dz < o0, v(1) = 0}
0 0

Hur kom vi fran differentialekvation till variationsekvation? Partialintegration ger
1 1
/ w'vdr = u'(1)v(1) — ' (0)v(0) — / u'v' dzx
0 0

Men eftersom u'(0) = g och v(1) =0 far vi

1 1
/ u,v' dz + gv(0) =/ fvdz
0 0

Neumann randvillkor kallas naturliga, de tas om hand av variationsekvationen, medan Dirichlet randvillkor kallas
visentliga, dessa maste funktionsrummet ta hand om.

FEM for Neumannproblemet: Infér nu rummet
Vi ={¢| ¢ € C([0,1]), ¢ linjér pd z;_1 < z < zj,¢(1) = 0}

Som bas f6r rummet kan vi ta som tidigare ¢1,-- -, ¢, samt ¢g enligt

$o di—1 @;




Vi har alltsa

$o(z) =

En funktion ¢ € V4 kan nu skrivas ¢(z) = 3°7_ &;6;(x), med & = ¢(z;).
Motsvarigheten till (4) blir: Bestim uy, € V}, sa att

r1—X
1h1 , To < T < Ty
0, annars

1 1
/ uh' do + gp(0) = / fédz, Vo € Vi
0 0
eller

1 1
0

0
Eftersom

un(z) = D &¢i(@), & = un(a;)
=0

och om vi later f; = fol f¢; dz, kan ekvationen skrivas
noo1
> [ di6dse = fi- 9610, i=0.1,0000m
j=0"0

Vi observerar att termen g¢;(0) endast kommer med da ¢ = 0.



FEM fo6r elliptiska problem i tva dimensioner

Som typ-problem tar vi Poissons ekvation med Dirichlet randvillkor

—Au=f z€
{uzo,mean 5)

dédr f(z) &r en given funktion och u(z) skall bestimmas.  dr ett omrade i planet med randen 99Q.

/ﬁ

o0

For att komma till variationsekvationen behtvs s.k. dubbelintegral och motsvarigheten till partialintegration som
ni kommer lisa om lite senare. Motsvarigheten till (2) blir

Variationsekvation: Bestim u € V°(12) si att

/Vu-Vvdx:/ fudz, Yve Vo) (6)
Q Q

2
VO(Q):{U|/U2d;c<oo,/ (5;) dz < o0, v(x)zO,xEQ}
Q Q i

dar

Vi infor ocksa funktionalen F : VO(Q) — IR definierad av

F(v):%/ﬂ ||Vv||2da:—/9ffuda:

och formulerar minimeringsproblemet:

Minimeringsproblem: Bestdm u € V°(Q) sé att

F(u) < F(v), Yve V() (7

Man kan visa att (6) < (7) och att (5) = (6) samt att (6) = (5), om u tillréickligt reguljar.

Vi ser nu pa nagra andra exempel.

Exempel 3. Minimalyteproblemet (en icke-linjir ekvation)

V. (el Ty =
V- (Zamap v =0, 2 €
u=g,x € 0N

dir g(z) dr en given funktion.

Variationsekvation: Bestim u € V = {v | [, v?dz < 00, [, (Z£)?dz < o0, v(z) = g(z), = € 0N} 58 att

i

Vu-Vodr =0, Yve V()

1
/Q VIt [Vul?

Men den naturligaste formuleringen dr som ett minimeringsproblem.

Minimeringsproblem: Bestdm u € V' si att
F(u) < F(v), YweV

dar
Fv) =/ I+ Vol da
Q

Senare kommer ni lira er att detta dr ytans area (som vi minimerar).




Exempel 4. Egenvirdesproblemet fér Laplace operatorn med Dirichlet randvillkor

—Au=M>u, x €}
u=0, €N

dar vi soker egenfunktioner u(x) och motsvarande egenvirden .

Variationsekvationen blir: Bestim A € IR och u € V9(Q) s att

/Vu-Vvdxz)\/ uvdz, Yv e Vo(Q)
Q Q

FEM f{6r typ-problemet

Infor en triangulering 7 = {T}}};-, av omradet §, som vi for enkelhets skull antar &r ett polygonomrade. Denna
triangulering gors sa att Ty N Ty, = @ om [ # k, dvs. sa att trianglarna inte Overlappar varandra, och si att
UL Ty = 1, dvs. unionen av trianglarna utgor hela omradet.

Da dr h = maxi<k<m d(T}) ett matt pa trianguleringens finhet. Med d(T}) avses diametern av triangeln, dvs.
lingden av den lingsta sidan i triangeln.

Vidare gors trianguleringen sa att inget horn av en triangel hamnar pa sidan till en annan triangel. Trianglarnas
hornen méts dé i nodpunkterna P;.

Infér nu rummet

Nu giller V0 C VO, vidare &r V) av éndlig dimension och kan beskrivas av nodvérdena & = ¢(P;), j = 1,---,n,
dér n dr antal inre noder. Vi antar att noderna har numrerats sa att de pa randen riknas upp sist. Rummets
dimension #r alltsa n.

Som bas f6r rummet kan vi ta hattfunktionerna ¢; € V2, j = 1,---,n som karakteriseras av att ¢;(P;) = 1 om
i=joch ¢;(P) =0omi#j.

Till vénster ser vi en triangulering 7 = {T}} av ett omrade (2, och till hoger har vi valt ut en basfunktion ¢;
tillhérande nod P; och skuggat det omrade dér ¢; # 0.

VAR N>

Hér ser vi basfunktionen ¢; lite frdn sidan.
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En funktion ¢ € V}? kan skrivas
z) =D &9i(@), & = 9(F))
j=1

Finita element metoden for typ-ekvationen (5) formuleras:

Bestim uy, € V0 s att
/ Vuy, - Vodx :/ fodz, Yo eV (8)
Q Q
Speciellt giller da att
/ Vuh-Vqﬁidw:/ foidx, i=1,---'n
Q Q
Vi har .
z) =Y &0i(z), & =un(P))
j=1
och (8) kan skrivas
n
. [ Voi-Voydags = [ foide i=1,m
=la Q
Vilket dr ett linjart ekvationssystem
Ké=b
med styvhetsmatrisen K, dir k; ; = [, Vi - V¢; dz, och lastvektorn b, dir b; = [, f¢;dz.
Man kan visa att K &r symmetrisk, gles och positivt definit.

FEM f6r de andra problemen

For exempel 3 far vi att approximationen up(z) kan skrivas

q

Z£J¢J Z Q(Pj)(f)j(l')

j=1 j=n+1
dir Pj,j =n+1,---,q, ir randnoderna med tillhérande basfunktioner ¢;(z),j =n+1,---,q.

Motsvarigheten till variationsekvationen i (8) blir

Vuy, -Védz =0, Y€ VP

1
/Q V14| Vug|)?

eller
Vup -Ve;de =0, i=1,---,n

1
/Q V14| Vug|]?

Detta ekvationssystemet &r ickelinjért, eftersom integranden inte &r linjér i de obekanta §;,j = 1,---,n. Man far
anvinda en Newton liknande metod (mer om detta senare i kursen), men man kan utnyttja att derivatamatrisen
ar gles.

For egenvirdesproblemet i exempel 4 blir variationsekvationen i (8):

Bestim uy, € V)0 s att
/ Vup - Vodz = )\/ updpdr, Vo € VP
Q Q
Speciellt giller da att
/ Vuh-Vqﬁidm:)\/ upgpidr, 1=1,---.n
Q

och med up(z) = 37, &¢;(), & = un(F;) far vi

j;/gV¢i-V¢jd:c§j:)\j:ZI/Q¢i¢jd$§j, i=1,---,n

Vilket dr ett algebraiskt egenvirdesproblem
K&=AME

med styvhetsmatrisen K, dir k; j = [, V¢; - V¢; dz, och massmatrisen M, dir m;; = [, ¢ip; dx.
K och M #r symmetriska, glesa och positivt definita.
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