Appendix A - Interpolation.

Lat f vara en skaldr funktion i en variabel, dvs. f : IR — IR. Antag att vi har n + 1 olika punkter
Zo,T1, -, T, med motsvarande funktionsvirden f; = f(z;), 7 = 0,1, -, n, och vill bestdmma en lamplig
funktion P som interpolerar dessa viarden, dvs. som uppfyller

P(ﬂfz):f“Z:(Ll“n

Vanligt &r att anvidnda ett polynom av grad n eller styckvisa polynom, s.k. spline-interpolation.

Polynominterpolation.

Interpolationspolynomet P, av grad n dr entydigt bestimt, men man kan ansitta polynomet pa olika
sidtt. En ofta praktisk ansats d&r Newtons ansats

P,(x) =co+c1(z — xo) + caw — mo)(x — 1) + - - -

+en(r —xo)(x —x1) - (T — Tp—1).

Interpolationskraven P, (z;) = fi,i=0,1,---,n ger

P, (x0) = ¢co = fo,
Pp(x1) = co +c1(x1 — x0) = fi1,

Pp(zn) = co + c1(my — 1) +(’2(Tn —x0)(Tp — 1) + -
+Cn($n - :Uo)(ﬂfn - CU]) e (wn - $n71) = fn

Detta dr ett nedat triangulirt linjért ekvationssystem med koefficienterna cg, ¢y, -+, ¢, som obekanta.
Man lgser ldtt detta system genom framatsubstitution.

En annan ansats dr Lagranges ansats
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Vi observerar att I;(z;) = 1, om i = j, annars 0. Fér n = 1 far vi

Py (x) = fo ;UO__H; 1 ;U]__a;)o
och fér n = 2 far vi
_ . (@om)(z — m) (x — @o)(x — w2) (x — @o)(x — 1)
Py(x) = fo T p—" + f1 Y p—" + f2 (s — 20) (@2 — 1)

Nu skall vi se hur vil f(z) approximeras av P, (z).

Om f(z) har n + 1 kontinuerliga derivator sa giller for interpolationsfelet;

FIrtD(E(e))

(¢ wo)(w 1) (&~ )

med £(x) nagonstans mellan g, z1,- -, z, och x.

Forklaring: Lat e(z) = f(z) — P,(z) och g(z) = (x —x0)(x —2x1) - - - (x —x,,) och bilda w(t) = e(z)g(t) —
e(t)g(x).
Da giller w(z) = 0 och w(z;) =0,i =0,1,---,n eftersom g(z;) = e(z;) = 0.
Alltsa har w de n + 2 nollstédllena xg,z1,: -, Z,,x och upprepad anvindning av Rolles sats ger att
w1 (¢(x)) = 0 for nagot £(z) mellan xg,z1, - -, 2, och z.
Nu har vi w1 (t) = e(z)g" T (t) — "tV (t)g(x), men et (t) = F**+D(t) och gt (t) = (n + 1)!
for alla t sa

0= w"(E(x)) = e(2)g "V (E(x)) — " (E(2))g(x) =

=(n+1)le(z) — f(nH)(f(T))Q(T)



och resultatet foljer. [ |

Interpolation av vissa funktioner med polynom av hogt gradtal kan uppfora sig illa. Felet kan bli mycket
stort vilket man kan se om man interpolerar funktionen
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pa intervallet —1 < z < 1, med polynom av hogt gradtal och ekvidistanta interpolationspunkter. I figuren
nedan ser vi resultatet for n = 3,4, 5,8, 6kar man gradtalet sa blir resultatet bara dnnu simre. Det som
intréaffar brukar kallas Runges fenomen.
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