
Appendix A - Interpolation.L�at f vara en skal�ar funktion i en variabel, dvs. f : IR ! IR. Antag att vi har n + 1 olika punkterx0; x1; � � � ; xn med motsvarande funktionsv�arden fi = f(xi), i = 0; 1; � � � ; n, o
h vill best�amma en l�ampligfunktion P som interpolerar dessa v�arden, dvs. som uppfyllerP (xi) = fi; i = 0; 1; � � � ; n:Vanligt �ar att anv�anda ett polynom av grad n eller sty
kvisa polynom, s.k. spline-interpolation.Polynominterpolation.Interpolationspolynomet Pn av grad n �ar entydigt best�amt, men man kan ans�atta polynomet p�a olikas�att. En ofta praktisk ansats �ar Newtons ansatsPn(x) = 
0 + 
1(x� x0) + 
2(x � x0)(x � x1) + � � �+
n(x� x0)(x� x1) � � � (x� xn�1):Interpolationskraven Pn(xi) = fi; i = 0; 1; � � � ; n gerPn(x0) = 
0 = f0;Pn(x1) = 
0 + 
1(x1 � x0) = f1;...Pn(xn) = 
0 + 
1(xn � x0) + 
2(xn � x0)(xn � x1) + � � �+
n(xn � x0)(xn � x1) � � � (xn � xn�1) = fn:Detta �ar ett ned�at triangul�art linj�art ekvationssystem med koeÆ
ienterna 
0; 
1; � � � ; 
n som obekanta.Man l�oser l�att detta system genom fram�atsubstitution.En annan ansats �ar Lagranges ansatsPn(x) = nXi=1 fi li(x); li(x) = nYj=0j 6=i (x� xj)(xi � xj)Vi observerar att li(xj) = 1, om i = j, annars 0. F�or n = 1 f�ar viP1(x) = f0 x� x1x0 � x1 + f1 x� x0x1 � x0o
h f�or n = 2 f�ar viP2(x) = f0 (x� x1)(x� x2)(x0 � x1)(x0 � x2) + f1 (x� x0)(x� x2)(x1 � x0)(x1 � x2) + f2 (x� x0)(x� x1)(x2 � x0)(x2 � x1)Nu skall vi se hur v�al f(x) approximeras av Pn(x).Om f(x) har n+ 1 kontinuerliga derivator s�a g�aller f�or interpolationsfelet;f(x)� Pn(x) = f (n+1)(�(x))(n+ 1)! (x� x0)(x� x1) � � � (x� xn)med �(x) n�agonstans mellan x0; x1; � � � ; xn o
h x.F�orklaring: L�at e(x) = f(x)�Pn(x) o
h g(x) = (x�x0)(x�x1) � � � (x�xn) o
h bilda w(t) = e(x)g(t)�e(t)g(x).D�a g�aller w(x) = 0 o
h w(xi) = 0; i = 0; 1; � � � ; n eftersom g(xi) = e(xi) = 0.Allts�a har w de n + 2 nollst�allena x0; x1; � � � ; xn; x o
h upprepad anv�andning av Rolles sats ger attw(n+1)(�(x)) = 0 f�or n�agot �(x) mellan x0; x1; � � � ; xn o
h x.Nu har vi w(n+1)(t) = e(x)g(n+1)(t) � e(n+1)(t)g(x), men e(n+1)(t) = f (n+1)(t) o
h g(n+1)(t) = (n + 1)!f�or alla t s�a 0 = w(n+1)(�(x)) = e(x)g(n+1)(�(x)) � e(n+1)(�(x))g(x) == (n+ 1)!e(x)� f (n+1)(�(x))g(x)



o
h resultatet f�oljer.Interpolation av vissa funktioner med polynom av h�ogt gradtal kan uppf�ora sig illa. Felet kan bli my
ketstort vilket man kan se om man interpolerar funktionenf(x) = 11 + 25x2 ;p�a intervallet �1 � x � 1, med polynom av h�ogt gradtal o
h ekvidistanta interpolationspunkter. I �gurennedan ser vi resultatet f�or n = 3; 4; 5; 8, �okar man gradtalet s�a blir resultatet bara �annu s�amre. Det somintr�a�ar brukar kallas Runges fenomen.
−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Grad n = 3

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Grad n = 4

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Grad n = 5

−1 −0.5 0 0.5 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Grad n = 8


