
5 Linj�ara ekvationssystem.Vi skall studera numerisk l�osning av system av n linj�ara ekvationer i n obekanta,8>>><>>>: a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2... ...an1x1 + an2x2 + � � �+ annxn = bnSom med matris- o
h vektorbete
kningar kan skrivasAx = b;d�ar A = 26664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... . . . ...an1 an2 � � � ann 37775 ; x = 26664 x1x2...xn 37775 ; b = 26664 b1b2...bn 37775 :Tydligen �ar A en kvadratisk n� n-matris, x o
h b �ar n-vektorer. Att l�osa linj�ara ekvationssystem ing�arofta som delproblem vid numeriska ber�akningar av olika slag. Vi kommer t.ex. i senare kapitel att l�osasystem av i
kelinj�ara ekvationer genom att l�osa en f�oljd av linj�ara ekvationssystem. Nu skall vi se p�a ettexempel d�ar vi l�oser ett randv�ardesproblem f�or en ordin�ar di�erentialekvation genom att approximeraderivatan med di�erenskvoter o
h l�osa n�agra linj�ara ekvationssystem.Exempel 5.1. En rak balk, med variabelt yttr�oghetsmoment I(x) o
h elasti
itetsmodul E, ligger p�a tv�ast�od o
h p�averkas av ett try
k q(x).
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LAA�������������� AA��d d������������Moment M(x) o
h utb�ojning v(x) uppfyller di�erentialekvationen� M 00(x) = �q(x)EI(x) v00(x) = �M(x)med randvillkoren � M(0) =M(L) = 0v(0) = v(L) = 0Vi vill best�amma M(x) o
h v(x).L�at xi = ih, i = 0; 1; � � � ; n+ 1 med h = Ln+1 vara en indelning av intervallet 0 � x � L.-x0 z}|{h Lx0 x1 x2 � � � xn xn+1L�at Mi o
h vi bete
kna approximationer av M(xi) respektive v(xi). Vi ers�atter M 00(x) o
h v00(x) med
entraldi�erenskvoter i punkterna x1; x2; � � � ; xn, (se kapitel 3)8>><>>: Mi+1�2Mi+Mi�1h2 = �q(xi) i = 1; 2; � � � ; nM0 =Mn+1 = 0vi+1�2vi+vi�1h2 = � MiE I(xi) i = 1; 2; � � � ; nv0 = vn+1 = 0 43



Med matriser kan detta skrivas � AM = bAv = r(M)d�ar A = 2666664 �2 11 �2 1. . . . . . . . .1 �2 11 �2
3777775 ; M = 2666664 M1M2...Mn�1Mn

3777775 ; v = 2666664 v1v2...vn�1vn
3777775 ;

b = �2666664 q(x1)q(x2)...q(xn�1)q(xn)
3777775 ; r(M) = �h2 26666664 M1E I(x1)M2E I(x2)...Mn�1E I(xn�1)MnE I(xn)

37777775Vi skall se hur vi kan anv�anda Gauss-elimination p�a ett s�att som e�ektivt l�oser v�art problem.Vi skall allts�a l�osa det linj�ara ekvationssystemetAx = b; (5:1)d�ar A �ar en kvadratisk matris.Om koeÆ
ientmatrisen A �ar regulj�ar (i
kesingul�ar) s�a har (5.1) en entydigt best�amd l�osning. D�a A �arsingul�ar s�a har (5.1) o�andligt m�anga resp. inga l�osningar beroende p�a om b kan skrivas som en linj�arkombination av kolonnerna i A eller inte. F�or exempel 5.1 �ar det uppenbart att om koeÆ
ientmatrisenvore singul�ar, s�a hade vi gjort en felaktig formulering av problemet. I resten av det h�ar avsnittet antarvi att A �ar regulj�ar.Element�ara transformationsmatriser.En element�ar transformationsmatris �ar en matris av typenM = I � �uvT ;d�ar I �ar enhetsmatrisen, dvs. matrisen med 1:or p�a diagonalen o
h 0:or f�or �ovrigt, � �ar en skal�ar o
h uo
h v �ar vektorer. Dess invers �ar M�1 = I � �uvT ;med � = ��=(1� �vTu).L�at oss se vad som h�ander d�a vi multipli
erar en vektor a med transformationsmatrisen M . Vi f�arMa = a� �uvTa = a� �u (� = �vT a)
-������� QQQQQQQk uaMa �u

Vi skall anv�anda s�adana h�ar matriser �aven i senare kapitel. Men nu skall vi anv�anda transformationentill elimination, d�a har vi � = 1, v = ek (k:te enhetsvektorn, dvs. vektorn med en 1:a p�a plats k o
h 0:orf�or �ovrigt) o
h u = mk, d�ar de k f�orsta elementen i mk �ar noll o
h �ovriga v�aljs p�a l�ampligt s�att. Vi harallts�a Mk = I �mkeTko
h d�a g�aller att M�1k = I +mkeTk :Nu skall vi se vad som h�ander d�a vi multipli
erar en matris A med transformationsmatrisenMk. Bete
knaraderna i A med A1; � � � ; An o
h observera att eTkA = Ak, dvs. multiplikation med ek fr�an v�anster plo
karut k:te raden k ur A. Vi f�ar MkA = A�mkeTkA = A�mkAk =44



= 2666666664 A1...AkAk+1...An
3777777775�

2666666664 0 �Ak...0 �Akmk+1k � Ak...mnk � Ak
3777777775 = 2666666664 A1...AkAk+1 �mk+1k �Ak...An �mnk � Ak

3777777775 ;d�ar ek = 2666666664 0...10...0
3777777775 o
h mk = 2666666664 0...0mk+1k...mnk

3777777775 :5.1 Gauss-elimination o
h LU-faktorisering.En matris A kan alltid faktoriseras som PA = LU;d�ar P �ar en s.k. permutationsmatris som ordnar om raderna i A p�a l�ampligt s�att, L �ar en ned�at triangul�armatris med ettor p�a diagonalen o
h U �ar en upp�at triangul�ar matris.Vi skall se hur man LU -faktoriserar en matris A med en systematisk Gauss-elimination. F�or enkelhetsskull g�or vi inga radbyten.S�a h�ar g�or man.Vi l�ater A(1) = A o
h sedan g�or vi element�ara transformationer tills vi f�ar en triangul�ar form.A(1) = 26666664 a(1)11 a(1)12 a(1)13 � � � a(1)1na(1)21 a(1)22 a(1)23 � � � a(1)2na(1)31 a(1)32 a(1)33 � � � a(1)3n... ... ... . . . ...a(1)n1 a(1)n2 a(1)n3 � � � a(1)nn
37777775F�orsta steget i Gauss-eliminationen ger matrisenA(2) = 26666664 a(1)11 a(1)12 a(1)13 � � � a(1)1n0 a(2)22 a(2)23 � � � a(2)2n0 a(2)32 a(2)33 � � � a(2)3n... ... ... . . . ...0 a(2)n2 a(2)n3 � � � a(2)nn
37777775 ;d�ar a(2)ik = a(1)ik �mi1a(1)1k ; mi1 = a(1)i1a(1)11 ; i = 2; � � � ; n; k = 1; � � � ; n:L�ater vi m1 = [ 0 m21 m31 � � �mn1 ℄Ts�a g�aller A(2) =M1A(1) medM1 = I �m1eT1 = 2666664 1 0 0 � � � 0�m21 1 0 � � � 0�m31 0 1 � � � 0... ... ... . . . ...�mn1 0 0 � � � 1
3777775 :45



Andra steget ger A(3) = 26666664 a(1)11 a(1)12 a(1)13 � � � a(1)1n0 a(2)22 a(2)23 � � � a(2)2n0 0 a(3)33 � � � a(3)3n... ... ... . . . ...0 0 a(3)n3 � � � a(3)nn
37777775 ;d�ar a(3)ik = a(2)ik �mi2a(2)2k ;mi2 = a(2)i2a(2)22 ; i = 3; � � � ; n; k = 2; � � � ; n:Vi l�ater m2 = [ 0 0 m32 � � �mn2 ℄To
h f�ar A(3) =M2A(2) med M2 = I �m2eT2 = 2666664 1 0 0 � � � 00 1 0 � � � 00 �m32 1 � � � 0... ... ... . . . ...0 �mn2 0 � � � 1
3777775 :Vi forts�atter p�a detta s�att tills vi f�ar en upp�at triangul�ar matris UA(n) =Mn�1A(n�1) = 26666664 a(1)11 a(1)12 a(1)13 � � � a(1)1n0 a(2)22 a(2)23 � � � a(2)2n0 0 a(3)33 � � � a(3)3n... ... ... . . . ...0 0 0 � � � a(n)nn
37777775 = U:Det g�aller nu att A(n) =Mn�1A(n�1) =Mn�1Mn�2 � � �M1A(1);o
h d�armed har vi A = A(1) =M�11 M�12 � � �M�1n�1A(n) = LA(n) = LU;d�ar L =M�11 M�12 � � �M�1n�1:Vi p�aminner oss att M�1k = I +mkeTk :Nu g�aller att M�11 M�12 = I +m1eT1 +m2eT2 +m1eT1m2eT2 = I +m1eT1 +m2eT2 ;eftersom eT1m2 = 0.P�a samma s�att kan vi forts�atta att analysera produkten som bygger upp L o
h �nner d�a attL = 2666664 1 0 0 � � � 0m21 1 0 � � � 0m31 m32 1 � � � 0... ... ... . . . ...mn1 mn2 mn3 � � � 1

3777775 ;dvs. L �ar ned�at triangul�ar. De element som ing�ar i L �ar multiplikatorerna fr�an Gauss-eliminationen.Normalt ordnar man om raderna i A under eliminationens g�ang, s�a att avrundningsfel tillv�axer s�a litesom m�ojligt. Detta f�or att vi skall f�a en s�a noggrann l�osning som m�ojligt.46



Hur f�ar man fram l�osningen?Man kan l�osa ekvationen Ax = b genom att:(1). Faktorisera A p�a formen PA = LU(2). L�osa systemet Ly = Pb (Fram�atsubstitution)(3). L�osa systemet Ux = y (Bak�atsubstitution)Faktoriseringen (1) kr�aver � n33 operationer medan l�osning av de triangul�ara systemen (2) o
h (3) kr�averendast � n22 operationer. Vi observerar att om man har 
era olika h�ogerled men med samma matris, s�ag�ors LU -faktoriseringen en g�ang o
h arbetet per h�ogerled blir sedan endast � n2 operationer.Exempel 5.2. Antag att vi vill best�amma str�ommarna I1, I2 o
h I3 i f�oljande likstr�omskrets

d d
t t

d d
+ �U2

+ �U1 R1R2R3 R4
I1
I2
I3
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>
<

U1 = 8 voltU2 = 9 voltR1 = 4 ohmR2 = 2 ohmR3 = 3 ohmR4 = 2 ohmVi f�ar d�a det linj�ara ekvationssystemet24 1 �1 14 2 00 2 5 3524 I1I2I3 35 = 24 089 35o
h vi ser vad vi kan g�ora med systemet i Matlab.>> A=[1 -1 1; 4 2 0; 0 2 5℄A = 1 -1 14 2 00 2 5>> b=[0; 8; 9℄b = 089>> x=A\bx = 121>> [L,U℄=lu(A)L = 0.2500 -0.7500 1.00001.0000 0 00 1.0000 0 47



U = 4.0000 2.0000 00 2.0000 5.00000 0 4.7500>> y=L\by = 8.00009.00004.7500>> x=U\yx = 121Vi ser att Matlab ger faktoriseringen A = ~LU d�ar ~L = P�1L, i det h�ar fallet har viP = 24 0 1 00 0 11 0 0 35eftersom P ~L blir upp�at triangul�ar.En matris A som �ar symmetrisk, dvs. AT = A, o
h positivt de�nit, dvs. xTAx > 0 f�or alla x 6= 0, kanLU -faktoriseras stabilt utan radbyten. Detta g�aller �aven diagonaldominanta matriser, dvs. matriser medjaiij �Pj 6=i jaij j f�or alla i o
h med str�ang olikhet f�or n�agot i.Om matrisen A �ar symmetrisk o
h positivt de�nit s�a kan den faktoriserasA = CTCd�ar C �ar upp�at triangul�ar. Detta kallas f�or Choleski-faktorisering o
h kr�aver � n36 operationer.Exempel 5.3. Vi ser p�a matrisen A fr�an exempel 5.1. Denna matris �ar symmetrisk o
h negativt de�nit(xTAx < 0), s�a B = �A �ar symmetrisk o
h positivt de�nit. Vi kan allts�a Choleski-faktorisera B, enkontroll med Matlab ger>> n=5;>> B=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); B=B+B'B = 2 -1 0 0 0-1 2 -1 0 00 -1 2 -1 00 0 -1 2 -10 0 0 -1 2>> C=
hol(B)C = 1.4142 -0.7071 0 0 00 1.2247 -0.8165 0 00 0 1.1547 -0.8660 00 0 0 1.1180 -0.89440 0 0 0 1.0954>> C'*Cans =2.0000 -1.0000 0 0 0-1.0000 2.0000 -1.0000 0 00 -1.0000 2.0000 -1.0000 00 0 -1.0000 2.0000 -1.00000 0 0 -1.0000 2.000048



Glesa matriser.En matris d�ar m�anga element �ar noll s�ags vara en gles matris. Om de fr�an noll skilda elementen liggersamlade runt huvuddiagonalen s�a s�ags matrisen ha en bandstruktur. F�or bandmatriser �nns det varian-ter av Gauss-elimination som tar vara p�a bandstrukturen. M�anga linj�ara ekvationssystem fr�an tekniskatill�ampningar har en bandstruktur, t.ex. matrisen i exempel 5.1.
������
�������0 0q p ������

������������0 0q p+ q
En matris med bandbredden d = p+ q+1 kan faktoriseras till en kostnad av � nqp operationer, om ingaradbyten g�ors. Kostnaden blir � nq(p+ q) operationer om man byter rader. L�osningen av de triangul�arasystemen kr�aver � nd operationer.Exempel 5.4. I exempel 5.1 s�ag vi p�a utbuktningen hos en balk. Vi �
k tv�a linj�ara ekvationssystem medsamma koeÆ
ientmatris � AM = bAv = r(M)Nu faktoriserar vi A = LU med � n r�akneoperationer. L�oser f�orst Lz = q o
h UM = z, d�arefter l�oser viLw = r(M) o
h Uv = w.F�or allm�anna glesa matriser �nns spe
iella metoder som bygger p�a Gauss-elimination, som tar vara p�aglesheten. F�or att beskriva dessa metoder beh�over man bl.a. anv�anda grafteori. Vi g�ar inte in p�a dessametoder i denna kursen, men vi skall se p�a ett exempel p�a en allm�ant gles matris.Exempel 5.5. Krafterna i de olika grenarna av fa
kverket i �guren skall best�ammas d�a angivna yttrekrafter �ar anbringade. 6-hv

d d d d d
d d d
? ? ?8 10 12����������������������������AA�������������� AA��d d������������k1
k3 k4 k7

k8k2 k5 k61 3 5 7 9 11 122 6 10 13
4 8

Genom att ans�atta kraftj�amvikt i horisontal- o
h vertikalled i knutpunkterna f�ar vi ett linj�art ekvations-system f�or de s�okta krafterna i fa
kverkets grenar. Att detta blir v�albest�amt f�or aktuellt fa
kverk f�oljerav resultat i mekaniken.L�at u = sin(�4 ) = 1p2 o
h l�at x vara vektorn med de s�okta krafterna. Vi f�ar d�a ekvationerna�x2 + x6 = 0 h knut 2 �ux1 + x4 + ux5 = 0 h knut 3x3 � 8 = 0 v knut 2 �ux1 � x3 � ux5 = 0 v knut 3�x4 + x8 = 0 h knut 4 �ux5 � x6 + ux9 + x10 = 0 h knut 5�x7 = 0 v knut 4 ux5 + x7 + ux9 � 10 = 0 v knut 5�x10 + x13 = 0 h knut 6 �x8 � ux9 + ux12 = 0 h knut 7x11 � 12 = 0 v knut 6 �ux9 � x11 � ux12 = 0 v knut 7�ux12 � x13 = 0 h knut 8 49



Detta blir med matrisbete
kningar Ax = b med
A = 2666666666664

0 �1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0�u 0 0 1 u 0 0 0 0 0 0 0 0�u 0 �1 0 �u 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 �1 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 �u �1 0 0 u 1 0 0 00 0 0 0 u 0 1 0 u 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 �1 �u 0 0 u 00 0 0 0 0 0 0 0 �u 0 �1 �u 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �u �1
3777777777775 ; b = 2666666666664

080000010012000
3777777777775 :

Vi matar in de nollskilda elementen med motsvarande rad- o
h kolonnindex>> u=1/sqrt(2);>> rad=[ 1 1 2 3 3 3 4 4 4 5 5 6 7 7 7 7 8 8 8 9 9 10 11 11 11 12 12 12 13 13 ℄;>> kol=[ 2 6 3 1 4 5 1 3 5 4 8 7 5 6 9 10 5 7 9 10 13 11 8 9 12 9 11 12 12 13 ℄;>> ele=[-1 1 1 -u 1 u -u -1 -u -1 1 -1 -u -1 u 1 u 1 u -1 1 1 -1 -u u -u -1 -u -u -1 ℄;Med f�oljande kommandon genererar vi i Matlab den glesa matrisen A, h�ogerledsvektorn b o
h ber�aknarl�osningen.>> A=sparse(rad,kol,ele);>> b=[0 8 0 0 0 0 0 10 0 12 0 0 0℄';>> x=A\bx =-19.799014.00008.0000-20.00008.485314.00000-20.00005.656916.000012.0000-22.627416.0000V�ansterdivisionen l�oser ekvationssystemet genom att g�ora en faktorisering av A som tar vara p�a dessgleshetsstruktur. Med >> spy(A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen �ar skilda fr�an noll.Vi g�or >> spy(inv(A)) o
h ser att inversen A�1 �ar en n�astan fylld matris, detta �ar typiskt f�or inversentill glesa matriser.
0 5 10
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nz = 30

Nollskilda element i A

0 5 10

0

5

10

nz = 103

Nollskilda i A:s invers

Gauss-elimination �ar en s.k. direkt metod. En annan huvudtyp av metoder �ar s.k. iterativa metoder,dessa anv�ands bl.a. i samband med l�osning av partiella di�erentialekvationer. Vi g�ar do
k inte in p�adessa metoder i denna kursen. 50



5.2 L�osningsnoggrannhet.Indata, dvs. koeÆ
ientmatrisen A o
h h�ogerledet b, i det linj�ara ekvationssystemetAx = b�ar ofta beh�aftade med os�akerheter. De kan t.ex. bero p�a uppm�atta storheter som inte kan best�ammasexakt eller att talen inte kan representeras exakt i datorn.I st�allet f�or att l�osa Ax = b kommer vi l�osa systemet�A�x = �bd�ar �A � A o
h �b � b.Vektor- o
h matrisnormer.Normen av en vektor eller matris �ar ett positivt tal som ger information om vektorns eller matrisensstorlek. Normer anv�ands f�or att j�amf�ora olika vektorer eller matriser.N�agra vektornormer �ar (x �ar en vektor med n komponenter);k x k1= nXi=1 jxij summanormen;k x k2=vuut nXi=1 jxij2 Euklidiska normen;k x k1= max1�i�n jxij maximumnormen:F�or varje vektornorm kan man de�niera en matrisnorm enligtk A k= maxkxk6=0 k Ax kk x k : (5:2)Man kan visa att k A k1= max1�j�n nXi=1 jaij j; Pi jaij jk A k2=q�max(ATA);d�ar �max(ATA) �ar det st�orsta egenv�ardet1 till ATA,k A k1= max1�i�n nXj=1 jaij j: Pj jaij jEn viktig egenskap hos matrisnormer de�nierade enligt (5.2) �ar attk Ax k�k A kk x k;f�or alla vektorer x. En matrisnorm med denna egenskap kallas subordinerad.St�orningsresultat.L�at ÆA = �A�A, Æb = �b� b o
h Æx = �x� x. Om vi f�orst antar att ÆA = 0 s�a g�allerA(x+ Æx) = b+ Æb;Ax = bdvs. Æx uppfyller ekvationen AÆx = Æb s�a Æx = A�1Æb:1Vad ett egenv�arde till en matris �ar skall vi l�ara oss senare i kursen.51



Vi har s�aledes k Æx k�k A�1 kk Æb k :Vidare g�aller k b k=k Ax k�k A kk x k;varav f�oljer att k Æx kk x k � k A�1 kk A kk Æb kk b kdvs. k Æx kk x k � �(A)k Æb kk b k ;d�ar �(A) =k A�1 kk A k �ar konditionstalet2 f�or matrisen A. I ord kan denna olikhet formuleras; Relativafelet i l�osningen �ar mindre �an relativa felet i h�ogerledet multipli
erat med konditionstalet f�or koeÆ
ient-matrisen A.Ett linj�art ekvationssystem �ar v�alkonditionerat om konditionstalet �ar litet (dvs. l�osningen �ar v�al best�amd)o
h det �ar illakonditionerat om konditionstalet �ar stort (dvs. l�osningen �ar d�aligt best�amd).Exempel 5.6. Betrakta fj�adersystemet><><><><><
><><><><><�������������������������������������������������������������������������������������������������������� ��������������? ?x1 x2? ?b1 b2XXXXXX��� ��� ���XXXXXXXXX��� ��� ���XXXXXXXXX������

En balk �ar upplagd p�a en 
entral fj�ader med styvhet k0 = 4000 o
h tv�a sidofj�adrar med styvhet k1 =k2 = 1, de senare f�or att motverka rotation. Vid lasterna b1 o
h b2 f�ar vi f�orskjutningarna x1 o
h x2 fr�anbalkens neutrall�age.Systemets totala energi ges avE(x1; x2) = k12 x21 + k22 x22 + k02 �x1 + x22 �2 � b1x1 � b2x2J�amvikt f�ar vi d�a energin har sitt minimum3, dvs. d�a rE(x1; x2) = 0. I v�art fall f�ar virE(x1; x2) = � k1 + k04 k04k04 k2 + k04 � � x1x2 �� � b1b2 �dvs. � 1001 10001000 1001 � � x1x2 � = � b1b2 �N�ar krafterna �ar lika eller n�astan lika �ar systemet instabilt, sm�a f�or�andringar i krafterna ger avsev�ardaf�or�andringar i f�orskjutningarna. F�or vissa andra f�orh�allande mellan krafterna, som till h�oger i �guren, �arproblemet stabilt. Stora f�or�andringar i krafterna ger d�a marginella f�or�andringar i f�orskjutningarna.2Konditionstalet �(A) ber�aknas normalt inte, det skulle kosta f�or my
ket. Men det �nns program, i bl.a. LINPACK, somp�a ett e�ektivt s�att uppskattar konditionstalet.3Om E bara beror av en variabel x s�a g�aller att E0(x) = 0 i minpunkten, d�a E beror av tv�a (eller 
er) variabler s�amotsvaras ekvationen av rE(x1; x2) = 0, d�ar rE bete
knar den s.k. gradienten som �ar en vektor som best�ar av derivatormed avseende p�a de olika variablerna. Mer om detta l�ar du dig i 
ervariabel analysen.52
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T.ex. ger b1 = b2 = 2001 l�osningen x1 = x2 = 1 medan b1 = 2002, b2 = 2000, en f�or�andring med 0.05%,ger l�osningen x1 = 2, x2 = 0, som har f�or�andrats med 100%.F�or b1 = 1, b2 = �1 blir l�osningen x1 = 1, x2 = �1 o
h f�or b1 = 2:001, b2 = 0, en f�or�andring med 100 %har vi l�osningen x1 = 1:001, x2 = �1. F�or�andringen blir endast 0.07% i det h�ar fallet.Om vi nu ist�allet antar att Æb = 0 s�a f�ar vi(A+ ÆA)(x + Æx) = b;Ax = bdvs. Æx uppfyller ekvationen AÆx + ÆA(x+ Æx) = 0 s�aÆx = �A�1ÆA(x+ Æx):Detta ger k Æx k�k A�1 kk ÆA kk x+ Æx k;s�a vi har k Æx kk x+ Æx k �k A�1 kk A k k ÆA kk A k = �(A)k ÆA kk A k :I v�ansterledet har vi ungef�ar relativa felet i l�osningen o
h i h�ogerledet relativa felet i koeÆ
ientmatrisenA multipli
erat med dess konditionstal.Gauss-elimination o
h avrundningsfel.Gauss-elimination med l�ampliga radpermutationer �ar stabil, den ger exakt l�osning till(A+E)x� = b;d�ar elementen i E oftast �ar av ungef�ar samma storleksordning som avrundningsfelen i elementen i A.N�agot b�attre �an detta kan man inte f�orv�anta sig av n�agon numerisk metod, eftersom ett s�adant fel f�ar vibara vi lagrar matrisen A i datorn.5.3 �Ovningar.1. Betrakta temperaturf�ordelningen i en kvadratisk platta. Temperaturen i plattans kanter varierarsom angivet i �guren. P�a sidorna �ar plattan isolerad. Man �onskar best�amma temperaturen i deinre punkterna T1, T2, T3 o
h T4. Man antar att temperaturen i en inre punkt �ar medelv�ardet avtemperaturerna i de fyra grannpunkterna (i norr, s�oder, v�aster o
h �oster). S�att upp o
h l�os det linj�araekvationssystem som ger de s�okta temperaturerna. Hur blir matrisens struktur om 
er likformigtf�ordelade inre punkter betraktas? (D�a m�aste givetvis temperaturen vara k�and i 
er punkter p�akanterna.)

t tt tT1 T2T3 T460Æ40Æ 60Æ40Æ0Æ 0Æ
90Æ 90Æ
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2. Vi vill l�osa det linj�ara ekvationssystemet Ax = b d�ar,A = 24 1 2 12 2 3�1 �3 0 35 ; b = 24 032 35 :LU -faktorisera A utan pivotering. Anv�and sedan dessa faktorer f�or att ber�akna l�osningen x genomatt f�orst l�osa Ly = b o
h sedan Ux = y.3. Ett datorprogram l�oser ett tridiagonalt ekvationssystem med 300 obekanta p�a 3 sekunder. Hur l�angtid tar det att l�osa ett tridiagonalt system med 30 000 obekanta med samma program?4. F�or att l�osa ett triangul�art ekvationssystem med 100 obekanta kr�avdes 1 sekunds k�ortid p�a en vissdator. Uppskatta k�ortiden vid l�osandet (p�a samma dator) av(a) ett triangul�art system med 300 obekanta(b) ett allm�ant (fyllt) system med 100 resp. 300 obekanta?5. Choleski-faktorisera matrisen A = 24 4 2 62 2 56 5 17 35 ;dvs. A = CCT , d�ar C v�anstertriangul�ar.6. Antag att vi har en LU -faktorisering av en matris A o
h vill l�osa ekvationssystemet ATx = 
. Hurkan vi d�a utnyttja faktorerna L o
h U?7. Vi vill l�osa randv�ardesproblemet� y00 + y = sin(x); 0 < x < �=2y(0) = 1; y(�=2) = 0Inf�or en indelning av intervallet 0 < x < �=2, som i exempel 5.1, o
h anv�and en 
entraldi�erenskvotf�or att approximera y00 i indelningspunkterna. Vi f�ar d�a ett linj�art ekvationssystem vars l�osning gerapproximationer av y i dessa punkter. Vilken struktur har det linj�ara ekvationssystemet o
h hurm�anga operationer �atg�ar f�or att l�osa det?8. Betrakta systemet � A b
T d �� xy � = � ef �d�ar A �ar en n� n-matris, b, 
 o
h e �ar n-vektorer, d o
h f �ar skal�arer.Visa att x = v � yw d�ar Av = e; Aw = bo
h y = 
T v � f
Tw � dom A i
kesingul�ar o
h 
Tw 6= d. Detta kallas blo
k-elimination.9. Best�am utb�ojningen v(x) f�or balken i exempel 5.1 f�or E = 2 � 1011 N/m2, L = 1 m , q(x) =(10� 9x) � 500 N/m o
h I(x) = (2� x) � 10�7 m4. Tag t.ex. h = 0:2, 0.1, 0.05, 0.025.10. Vad blir konditionstalet f�or matrisen A = � 2 32 2 � ? Anv�and vilken matrisnorm du vill.54



5.4 L�osningar.1. Medelv�ardesbildningen ger8>><>>: T1 = T2+90+60+T34T2 = 60+90+T1+T44T3 = T4+T1+40+04T4 = 40+T2+T3+04 , 8>><>>: 4T1 � T2 � T3 = 150�T1 + 4T2 � T4 = 150�T1 + 4T3 � T4 = 40�T2 � T3 + 4T4 = 40Med matrisbete
kningar 2664 4 �1 �1 0�1 4 0 �1�1 0 4 �10 �1 �1 4 3775 2664 T1T2T3T4 3775 = 2664 1501504040 3775med l�osningen 2664 T1T2T3T4 3775 = 2664 61:2561:2533:7533:75 37752. Direkt med Matlab>> A=[1 2 1; 2 2 3; -1 -3 0℄A = 1 2 12 2 3-1 -3 0>> b=[0; 3; 2℄b = 032>> [L,U℄=lu(A)L = 0.5000 -0.5000 1.00001.0000 0 0-0.5000 1.0000 0U = 2.0000 2.0000 3.00000 -2.0000 1.50000 0 0.2500>> y=L\by = 3.00003.50000.2500>> x=U\yx = 1-11>> r=A*x-br = 0003. 300 sek.4.(a) 9 sek. 55



(b) 67 resp. 1800 sek.5. Direkt med Matlab>> A=[4 2 6; 2 2 5; 6 5 17℄A = 4 2 62 2 56 5 17>> C=
hol(A)C = 2 1 30 1 20 0 2>> C'*Cans =4 2 62 2 56 5 176. Eftersom A = LU har vi AT = UTLT . L�osningen till ATx = 
 ges d�arf�or av att f�orst l�osa UT y = 
o
h sedan l�osa LTx = y.7. L�at xi = ih, i = 0; 1; � � � ; n+ 1, h = Ln+1 vara ett n�at p�a 0 � x � L -x0 h 2h ih L� h Lx0 x1 x2 xi xn xn+1L�at yi bete
kna en approximation av y(xi) o
h ers�att y00(xi) med 
entraldi�erenskvotenD+D�y(xi)� yi+1�2yi+yi�1h2 + yi = fi i = 1; � � � ; ny0 = 1; yn+1 = 0d�ar fi = sin(xi).Vi kan skriva om ekvationerna lite8<: y0 = 1yi�1 + (�2 + h2)yi + yi+1 = h2fi i = 1; � � � ; nyn+1 = 0o
h p�a matrisform blir detta2666664 �2 + h2 11 �2 + h2 1. . . . . . . . .1 �2 + h2 11 �2 + h2
37777752666664 y1y2...yn�1yn

3777775 = 2666664 h2f1 � 1h2f2...h2fn�1h2fn
3777775Detta linj�ara ekvationssystem kan man l�osa med O(n) r�akneoperationer.L�osning med Matlab. F�orst ser vi p�a hj�alptexten till spdiags hur man lagrar en bandmatris.>> help spdiagsSPDIAGS Sparse matrix formed from diagonals.SPDIAGS, whi
h generalizes the fun
tion "diag", deals with threematri
es, in various 
ombinations, as both input and output.[B,d℄ = SPDIAGS(A) extra
ts all nonzero diagonals from the m-by-nmatrix A. B is a min(m,n)-by-p matrix whose 
olumns are the p56



nonzero diagonals of A. d is a ve
tor of length p whose integer
omponents spe
ify the diagonals in A.B = SPDIAGS(A,d) extra
ts the diagonals spe
ified by d.A = SPDIAGS(B,d,A) repla
es the diagonals of A spe
ified by d withthe 
olumns of B. The output is sparse.A = SPDIAGS(B,d,m,n) 
reates an m-by-n sparse matrix from the
olumns of B and pla
es them along the diagonals spe
ified by d.Roughly, A, B and d are related byfor k = 1:pB(:,k) = diag(A,d(k))endExample: These 
ommands generate a sparse tridiagonal representationof the 
lassi
 se
ond differen
e operator on n points.e = ones(n,1);A = spdiags([e -2*e e℄, -1:1, n, n)Some elements of B, 
orresponding to positions "outside" of A, arenot a
tually used. They are not referen
ed when B is an input andare set to zero when B is an output. If a 
olumn of B is longer thanthe diagonal it's representing, elements of super-diagonals of A
orrespond to the lower part of the 
olumn of B, while elements ofsub-diagonals of A 
orrespond to the upper part of the 
olumn of B....O
h nu l�osning av v�art problem (l�ampligen som en s
ript�l).n=20; L=pi/2;h=L/(n+1); x=h*[0:n+1℄';% generera koeffi
ientmatrisene=ones(n,1);A=spdiags([e (-2+h^2)*e e℄,[-1 0 1℄,n,n);% generera h�ogerledetf=sin(x(2:end-1));b=h^2*f; b(1)=b(1)-1;% l�os ekvationssystemety=A\b;% fyll p�a randv�ardena o
h ritay=[1;y;0℄;plot(x,y)xlabel('x'), ylabel('y(x)')
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8. Ins�attning ger Ax = A(v � yw) = Av � yAw = e� yb ) Ax+ by = eo
h 
Tx+ dy = 
T (v � yw) + dy = 
T v � y(
Tw � d) = 
T v � (
T v � f) = f57



9. Vi g�or en s
ript�l till Matlab o
h �okar v�ardet p�a n tills skillnaden mellan ber�akningsresultaten �artillr�a
kligt liten.E=2e11; L=1;n=30;h=L/(n+1);e=ones(n,1);A=spdiags([-e 2*e -e℄,[-1 0 1℄,n,n);C=
hol(A);x=[h:h:L-h℄';q=h^2*(10-9*x)*500;M=C\(C'\q);r=h^2/E*M./((2-x)*1e-7);v=C\(C'\r);X=[0;x;L℄;V=[0;v;0℄;plot(X,V)xlabel('x'), ylabel('v(x)')
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6 �Overbest�amda linj�ara ekvationssystem.I det h�ar kapitlet skall vi se p�a numerisk l�osning av �overbest�amda system av m linj�ara ekvationer i nobekanta (m > n), 8>>><>>>: a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2... ...am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bmSom med matris- o
h vektorbete
kningar kan skrivasAx = b;d�ar A = 26664 a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... . . . ...am1 am2 � � � amn 37775 ; x = 26664 x1x2...xn 37775 ; b = 26664 b1b2...bm 37775 :Matrisen A �ar rektangul�ar med 
er rader �an kolonner.Exempel 6.1. F�or best�amning av l�angdutvidgningskoeÆ
ienten � f�or en metall gjordes ett experiment,d�ar en metallst�ang upphettades o
h l�angden L m�attes vid olika temperaturer TL 8.78 8.93 9.06 9.25 9.40T 20.0 25.5 30.2 36.8 41.0Man anv�ander en linj�ar modell f�or att beskriva sambandet mellan l�angd o
h temperaturL(T ) = L0 + �TDetta leder till ett �overbest�amt linj�art ekvationssystemL(Ti) = L0 + �Ti = Li; i = 1; 2; � � � ; 5eller Ax = bd�ar A = 266664 1 20:01 25:51 30:21 36:81 41:0 377775 ; x = � L0� � ; b = 266664 8:788:939:069:259:40 377775 :Vi skall allts�a s�oka en numerisk l�osning av �overbest�amda system av m linj�ara ekvationer i n obekanta(m > n), Ax = b =Det kommer normalt inte att �nnas n�agon vektor x som exakt uppfyller alla ekvationerna. Minstakvadrat-l�osningen �ar den vektor x som g�or den s.k. residualvektorn r = Ax�b s�a kort som m�ojligt i den Euklidiskanormen, dvs. vi skall l�osa problemet minx k Ax � b k2Ofta �ar antal ekvationer m my
ket st�orre �an antalet obekanta n, spe
iellt d�a vi anpassar en modell tillm�atdata. D�a �ar modellens parametrar de obekanta som skall best�ammas.Om koeÆ
ientmatrisen A har full rang (dvs. alla kolonner i A �ar linj�art oberoende) s�a har minstakvadrat-problemet en entydigt best�amd l�osning som man kan r�akna fram med hj�alp av en s.k. QR-faktorisering4.4Om rangen f�orA �ar k (dvs. antalet linj�art oberoende kolonner �ar k) o
h k < n, s�a �ar minstakvadratl�osningen inte entydigtbest�amd utan n � k parametriga familjer av l�osningar existerar. Man kan d�a anv�anda en variant av QR-faktorisering d�arman sorterar om kolonnerna i A, eller s�a anv�ander man sig av en singul�arv�ardesfaktorisering, SVD. Vid anpassning av enmodell till m�atdata kan det h�anda att n�agon parameter i modellen �ar �over
�odig. Detta leder till att matrisen f�ar linj�artberoende kolonner, dvs. att rangen k blir mindre �an n. 59



Ortogonala vektorer o
h matriser.Tv�a vektorer x o
h y �ar ortogonala (vinkelr�ata) om xT y = 0.En kvadratisk matris Q kallas ortogonal om dess kolonner �ar ortogonala mot varandra o
h har var o
hen l�angden 1.Om Q �ar en ortogonalmatris s�a g�aller det att QTQ = I o
h QQT = I , d�ar I �ar enhetsmatrisen. Vidareg�aller att k Qx k2=k x k2, d�ar x �ar en godty
klig vektor.Vi kommer att beh�ova en spe
iell typ av ortogonala matriser, s.k. element�ara speglingarU = I � 2uuT ; k u k2= 1:F�or dessa g�aller att; UT = U (symmetri)UTU = I (ortogonalitet)U�1 = UL�at oss se vad som h�ander d�a vi multipli
erar en vektor y med matrisen U ;Uy = (I � 2uuT )y = y � 2uuTy = y � 2uTyu:Vi f�ar en spegling i det plan som har u som enhetsnormal.6u �������*yHHHHHHHjUy ?�2uTy ufuT y
Vi kommer vilja avbilda en vektor y p�a en vektor z (d�a m�aste k z k2=k y k2), dvs. vi vill best�amma Us�a att Uy = z:Utnyttjar vi att U = (I � 2uuT ) f�ar vi y � 2uTyu = z;eller u = 12uTy (y � z):Om vi nu tar u = (y � z)= k y � z k2 s�a blir pre
is som vi ville Uy = z.6.1 QR-faktorisering.En m� n-matris A kan faktoriseras A = QRd�ar Q �ar en ortogonal m�m-matris o
h R �ar en upp�at triangul�ar m� n-matris.

A = Q1 Q2 0R1
Om A har full rang (alla kolonner linj�art oberoende) s�a �ar R1 regulj�ar.60



S�a h�ar g�or man.Vi b�orjar med att l�ata A(1) = A o
h multipli
erar med element�ara speglingar tills vi har en upp�attriangul�ar matris.
A(1) = 26666666666664

a(1)11 a(1)12 a(1)13 � � � a(1)1na(1)21 a(1)22 a(1)23 � � � a(1)2na(1)31 a(1)32 a(1)33 � � � a(1)3n... ... ... . . . ...a(1)n1 a(1)n2 a(1)n3 � � � a(1)nn... ... ... . . . ...a(1)m1 a(1)m2 a(1)m3 � � � a(1)mn
37777777777775Vi vill att U1a1 = r11e1 d�ar r11 = � k a1 k2 o
h a1 �ar 1:a kolonnen i A(1). S�a vi tarU1 = I � 2u1uT1med u1 = (a1 � r11e1)= k a1 � r11e1 k2;d�ar vi v�aljer te
knet p�a r11 s�a att kan
ellation undviks, o
h f�ar d�a

A(2) = U1A(1) = 26666666666664
r11 a(2)12 a(2)13 � � � a(2)1n0 a(2)22 a(2)23 � � � a(2)2n0 a(2)32 a(2)33 � � � a(2)3n... ... ... . . . ...0 a(2)n2 a(2)n3 � � � a(2)nn... ... ... . . . ...0 a(2)m2 a(2)m3 � � � a(2)mn

37777777777775Vid n�asta transformation vill vi inte f�orst�ora 0:orna i 1:a kolonnen i A(2). Detta undviker vi genom attta U2 = I � 2u2uT2 , med f�orsta komponenten i u2 lika med 0. D�a kommer 1:a kolonnen o
h f�orsta radeni A(2) inte att �andras i transformationen. Resten av u2 v�aljs p�a liknade s�att som f�or u1. Vi f�ar
A(3) = U2A(2) = 26666666666664

r11 a(2)12 a(2)13 � � � a(2)1n0 r22 a(3)23 � � � a(3)2n0 0 a(3)33 � � � a(3)3n... ... ... . . . ...0 0 a(3)n3 � � � a(3)nn... ... ... . . . ...0 0 a(3)m3 � � � a(3)mn
37777777777775Sedan forts�atter vi p�a samma s�att. Efter n transformationer har vi

A(n+1) = UnA(n) = 2666666666664
r11 a(2)12 a(2)13 � � � a(2)1n0 r22 a(3)23 � � � a(3)2n0 0 r33 � � � a(4)3n... ... ... . . . ...0 0 0 � � � rnn... ... ... . . . ...0 0 0 � � � 0

3777777777775 = � R10 � = R;
d�ar R1 o
h d�armed R upp�at triangul�ar. Nu g�aller attA = A(1) = UT1 A(2) = � � � = UT1 UT2 � � �UTn A(n+1) = QA(n+1) = QR:Man beh�over inte g�ora radbyten, som f�or Gauss-elimination, d�aremot f�orekommer det att man g�or ko-lonnbyten s�a att rkk blir s�a stor som m�ojligt, i varje steg. Kostnaden f�or en QR-faktorisering �ar � mn2operationer. 61



Hur f�ar vi fram l�osningen?Vi vill minimera k r k2=k Ax� b k2 med avseende p�a x.k r k22=k Ax� b k22=k QRx� b k22=k Q(Rx�QT b) k22==k Rx�QT b k22=k R1x�QT1 b k22 + k QT2 b k22 :Om A har full rang s�a kan den f�orsta termen nollst�allas genom att vi tarx = R�11 QT1 b:Den andra termen �ar oberoende av x.Exempel 6.2. I exempel 6.1 ville vi best�amma l�angdutvidgningskoeÆ
ienten � f�or en metall. I Matlabmatar vi in data o
h l�oser problemet s�a h�ar:>> L=[8.78; 8.93; 9.06; 9.25; 9.40℄;>> T=[20.0; 25.5; 30.2; 36.8; 41.0℄;>> A=[ones(size(T)), T℄;>> x=A\Lx = 8.18760.0292dvs. L0 = 8:1876 o
h � = 0:0292. Vi ser efter att vi f�ar samma resultat genom att anv�anda QR-faktorisering>> [Q,R℄=qr(A)Q =-0.4472 -0.6337 -0.4193 -0.3538 -0.3121-0.4472 -0.3080 0.0366 0.4478 0.7094-0.4472 -0.0296 0.8456 -0.1926 -0.2169-0.4472 0.3613 -0.2128 0.6116 -0.5001-0.4472 0.6100 -0.2500 -0.5130 0.3196R =-2.2361 -68.64730 16.88430 00 00 0>> [m,n℄=size(A); Q1=Q(:,1:n); R1=R(1:n,1:n);>> x=R1\(Q1'*L)x = 8.18660.0292Slutligen ser vi p�a residualvektorn>> r=A*x-Lr =-0.00880.00200.00940.0123-0.0149Att komponenterna i r blir b�ade positiva o
h negativa �ar typiskt f�or minstakvadratmetoden.6.2 �Ovningar.1. Str�alningsintensiteten I hos en blandning av tv�a radioaktiva �amnen avtar med tiden enligtI(t) = A0e��t +B0e��tMan k�anner halveringstiderna f�or �amnena o
h d�arav vet man att � = 0:29 o
h � = 0:17. Genomm�atningar har f�oljande data erh�allits 62



t 1 2 3 4 5 6I 8.01 6.18 4.71 3.68 2.86 2.20Best�am halterna A0 o
h B0 av �amnena i blandningen med minstakvadratmetoden.2. Str�alningsintensiteten I hos ett radioaktivt preparat avtar med tiden t enligtI(t) = I0e��tGenom m�atningar har f�oljande data erh�allitst 1 2 3 4 5 6I 6.32 4.76 3.51 2.67 2.01 1.48Best�am I0 o
h � med minstakvadratmetoden. Ledning: Logaritmera s�a att ni f�ar ett linj�art problem.3. F�or best�amning av fj�aderkonstanten k f�or en fj�ader gjordes ett f�ors�ok, d�ar fj�adern belastades meden kraft F o
h dess l�angd l m�attes. Vid f�ors�oket �
k man f�oljande m�atdataF 1 2 3 4 5l 7.97 10.2 14.2 16.0 21.2Hookes lag s�ager att fj�aderns l�angd beror linj�art p�a den kraft som belastar fj�adern enligtl = e+ Fkd�ar e �ar fj�aderns l�angd d�a den �ar obelastad. Best�am k med minstakvadratmetoden.4. Man vill best�amma amplitud A o
h fasvinkel v hos en harmonisk sv�angningu = A sin(t+ v)med hj�alp av f�oljande m�atv�ardent (grader) 0 30 60 90u 2.86 10.2 14.8 15.4Linj�arisera o
h anv�and minstakvadratmetoden.5. Anv�and minstakvadratmetoden f�or att anpassa ett polynom av l�ampligt gradtal till f�oljande m�atdataf�or vatten�angas maximala partialtry
k p i luft vid temperaturen TT 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100p 55.3 71.9 92.5 118 149.4 187.5 233.7 289.1 355.1 433.6 525.8 633.9 760G�or en s.k. residualanalys: Anpassa ett polynom av grad 1. Rita upp residualen, ser den ut som ett2:a gradspolynom, s�a anpassa ett polynom av grad 2. Rita upp residualen osv.6.3 L�osningar.1. Vi f�ar ett �overbest�amt linj�art ekvationssystem8><>: A0e��t1 +B0e��t1 = I1A0e��t2 +B0e��t2 = I2... L�osning med Matlab>> t=[1 2 3 4 5 6℄';>> I=[8.01 6.18 4.71 3.68 2.86 2.20℄';>> lambda=0.29; mu=0.17;>> A=[exp(-lambda*t) exp(-mu*t)℄;>> x=A\I;>> A0=x(1), B0=x(2)A0 =8.4199B0 =2.030163



2. Logaritmering ger ln(I(t)) = ln(I0) � �t =a � �t o
h vi f�ar ett �overbest�amt linj�art ek-vationssystem8><>: a� �t1 = ln(I1)a� �t2 = ln(I2)...Vi best�ammer sedan a = ln(I0) o
h �.
>> t=[1 2 3 4 5 6℄';>> I=[6.32 4.76 3.51 2.67 2.01 1.48℄';>> A=[ones(size(t)) -t℄; b=log(I);>> x=A\b;>> I0=exp(x(1)), lambda=x(2)I0 =8.4469e+00lambda =2.8909e-013. Vi f�ar ett �overbest�amt linj�art ekvationssysteme+ Fik = li i = 1; � � � ; 5 >> F=[1 2 3 4 5℄';>> l=[7.97 10.2 14.2 16.0 21.2℄';>> A=[ones(size(F)) F℄;>> x=A\l;>> e=x(1)e = 4.2360>> k=1/x(2)k = 0.3100>> Residual=norm(A*x-l)Residual =1.6041Vi ritar en s.k. responsyta>> N=40; M=45;>> Res=zeros(N,M);>> emin=2; emax=8; kmin=0.2; kmax=0.4;>> e=linspa
e(emin,emax,N);>> k=linspa
e(kmin,kmax,M);>> for n=1:Nfor m=1:MRes(n,m)=norm(A*[e(n); 1/k(m)℄-l);endend>> Resmin=min(min(Res));>> 
ontour(k,e,Res,[1:0.4:4℄*Resmin)>> xlabel('k'), ylabel('e') 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
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4. Sambandet sin(� + �) = sin(�) 
os(�) + 
os(�) sin(�) ger u = A sin(t + v) = A 
os(v) sin(t) +A sin(v) 
os(t) eller u = 
0 sin(t) + 
1 
os(t)d�ar 
0 = A 
os(v) o
h 
1 = A sin(v).Best�ammer vi sedan 
0 o
h 
1 s�a har vi A =p
20 + 
21 o
h v = ar
tan� 
1
0�.>> t_deg=[0 30 60 90℄'; u=[2.86 10.2 14.8 15.4℄';>> t=t_deg*pi/180; % Omvandla till radianer>> M=[sin(t) 
os(t)℄; % Keffi
ientmatris>> 
=M\u; % L�osning>> A=norm(
); v=atan(
(2)/
(1));>> w=inline('A*sin(t+v)','A','v','t'); % Modellen>> disp([A v norm(u-w(A,v,t))℄)1.5680e+01 1.8419e-01 2.4473e-02>> te=linspa
e(t(1),t(end),200); % T�ata t-v�arden>> plot(t,u,'*',te,w(A,v,te)) % f�or snygg graf 0 0.5 1 1.5 2
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5. Vi pr�ovar med ett 2:a gradspolynom. 64



>> T=[40; 45; 50; 55; ... ℄;>> p=[55.3; 71.9; 92.5; 118; ... ℄;>> 
=polyfit(T,p,2);>> Tm=linspa
e(40,100,200);>> plot(T,p,'*',Tm,polyval(
,Tm))>> xlabel('T'), ylabel('p')>> title('p2(x) o
h m�atdata')>> res=p-polyval(
,T);>> norm(res)ans =32.7487 40 60 80 100
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p2(x) och mätdata

Systematisk unders�okning av gradtal n = 1; 2; � � � ; 6>> for n=1:6
=polyfit(T,p,n); disp([n norm(p-polyval(
,T))℄)end1.0000 218.50732.0000 32.74873.0000 2.58044.0000 0.18965.0000 0.14306.0000 0.1422Residualanalys:
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7 Egenv�ardesproblem.Vi skall studera hur man l�oser egenv�ardesproblem av typenAx = �x;d�ar A �ar en kvadratisk matris, x �ar en vektor skild fr�an nollvektorn o
h � �ar en skal�ar (ett tal). x kallasf�or egenvektor o
h � kallas f�or egenv�arde.Att l�osa s�adana egenv�ardesproblem ing�ar ibland som delproblem vid numeriska ber�akningar. Vissatill�ampningar, t.ex. vibrationsproblem, leder direkt till ett egenv�ardesproblem f�or en matris.Exempel 7.1. Utb�ojningen v hos en ledlagrad stav av l�angd L som belastas med lasten P beskrivs avf�oljande egenv�ardesproblem f�or en ordin�ar di�erentialekvation� EI v00 + Pv = 0; 0 < x < Lv(0) = v(L) = 0d�ar EI �ar b�ojstyvheten.6 -xv
Ld��HH������������ dAA��d d������������Vi diskretisera problemet genom att inf�ora en ekvidistant indelning av intervallet, pre
is som i exempel5.1, o
h anv�anda en 
entraldi�erensapproximation av derivatan. L�ater vi vi bete
kna approximationenav v(xi) f�ar vi � vi+1 � 2vi + vi�1 = �h2 PEI vi i = 1; 2; � � � ; nv0 = vn+1 = 0Med matriser kan detta skrivas Av = �vd�ar A = 2666664 �2 11 �2 1. . . . . . . . .1 �2 11 �2
3777775 v = 2666664 v1v2...vn�1vn

3777775 o
h � = �h2 PEI
���""��!!��  (( hh`̀ XXaaHHbbQQ6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6v1 v2 v3 vi�1 vi vi+1 vn Pd��HH������������ dAA��d d������������|{z}hEtt egenv�ardesproblem f�or en n � n-matris har n sty
ken egenv�arden med tillh�orande egenvektorer. �Armatrisen osymmetrisk o
h egenv�ardena multipla, s�a kan egenvektorerna tillh�orande samma egenv�ardesammanfalla. Matrisen kallas d�a defekt.Egenvektorer tillh�orande olika egenv�arden �ar alltid linj�art oberoende. En reell symmetrisk matris haralltid reella egenv�arden o
h egenvektorerna kan v�aljas ortogonala.67



Om x �ar en egenvektor s�a �ar den en i
ketrivial l�osning till det homogena linj�ara ekvationssystemet(A� �I)x = 0 f�or n�agot �, dvs. matrisen A� �I �ar singul�ar d�a � �ar ett egenv�arde till A. Spe
iellt om T�ar en triangul�ar matris s�a �ar T � �I singul�ar pre
is d�a � = tii, dvs. p�a diagonalen i matrisen T �nner videss egenv�arden.Om V �ar en kvadratisk i
kesingul�ar matris s�a har A o
h B = V �1AV samma egenv�arden. En s�adantransformation (som bevarar egenv�ardena) kallas en likformighetstransformation. Matriserna A o
h Bs�ages vara simil�ara. Om x �ar en egenvektor till A s�a �ar y = V �1x en egenvektor till B. Man kan visa attdet �nns ortogonala likformighetstransformationer s�a att A �ar simil�ar med en upp�at triangul�ar matris T .Vi skall nu se p�a n�agra metoder f�or att best�amma egenv�arden o
h egenvektorer. F�or den viktigastemetoden, den s.k. QR-metoden, g�aller att de ber�aknade egenl�osningarna �ar exakta f�or ett st�ort problem.I detta sammanhang kan det vara bra att k�anna till ett st�orningsresultat av Bauer-Fike;Om �1; �2; � � � ; �n �ar egenv�arden till A o
h vi samlar ihop motsvarande egenvektorerx1; x2; � � � ; xn som kolonner i en matris X s�a g�allermini j�i � �j � �(X) k ÆA kd�ar � egenv�arde till A+ ÆA.Spe
iellt om A �ar symmetrisk s�a �ar �(X) = 1 (eftersom egenvektorerna kan v�aljas ortogonala) o
h vi f�armini j�i � �j �k ÆA kdvs. en liten st�orning av en symmetrisk matris ger alltid endast en liten st�orning av dess egenv�arden.7.1 Potensmetoden.Om x �ar en egenvektor till matrisen A s�a kan motsvarande egenv�arde � ber�aknas genom att man bildarden s.k. Rayleigh-kvoten � = xTAxxTx :Potensmetoden g�ar ut p�a att man bildar en f�oljd av vektoreruk+1 = Auk; k = 0; 1; � � � ;som f�orhoppningvis konvergerar mot en egenvektor till A. Rayleigh-kvoterna�k = uTkAukuTk ukger en approximation av motsvarande egenv�arde.Potensmetoden kan nu formuleras;Givet en vektor u0, upprepa f�or k = 0; 1; � � � ;(1). wk = uk= k uk k2(2). uk+1 = Awk(3). �k = wTk uk+1Normaliseringen i steg (1) g�ors f�or att undvika �overspill, normen p�a vektorerna kan annars v�axa my
ketsnabbt n�ar vi upprepade g�anger multipli
erar med matrisen.Antag att f�or egenv�ardena �i till A g�allerj�1j � � � � � j�n�1j < j�njo
h att motsvarande egenvektorer xi, i = 1; 2; � � � ; n �ar linj�art oberoende.68



D�a kan u0 skrivas som en linj�ar kombination av dessa egenvektorer,u0 = nXi=1 �ixi:Nu g�aller att uk = Auk�1 = A2uk�2 = � � � = Aku0 == nXi=1 �iAkxi = nXi=1 �i�ki xi;d�ar vi har utnyttjat att Axi = �ixi. En omskrivning geruk = �n�kn xn + n�1Xi=1 �i�n � �i�n�k xi! :Eftersom �n �ar det till belopp st�orsta egenv�ardet kommer ( �i�n )k ! 0 d�a k ! 1, o
h d�armed kommeruk att g�a mot �n�knxn, dvs. uk kommer att konvergera mot egenvektorn xn tillh�orande det till beloppst�orsta egenv�ardet �n. Vidare g�aller att �k ! �n d�a k !1.Inversiteration.Med potensmetoden kunde vi ju best�amma det till belopp st�orsta egenv�ardet o
h motsvarande egenvek-tor. F�or att best�amma ett annat egenv�arde o
h motsvarande egenvektor kan vi utnyttja att om A haregenv�ardena �i, i = 1; 2; � � � ; n s�a har matrisen (A � �I)�1 egenv�ardena (�i � �)�1. S�a det egenv�ardetill (A� �I)�1 som �ar till belopp st�orst �ar det egenv�arde till A som ligger n�armast �. Vi kan d�arf�or omvi vill best�amma det egenv�arde som ligger n�armast � genom att anv�anda potensmetoden p�a matrisen(A� �I)�1.Inversiterationsmetoden kan nu formuleras;Best�am ett skift � n�ara det s�okta egenv�ardet �j o
h l�at u0 vara en slumpvektor, upprepaf�or k = 0; 1; � � � ;(1). wk = uk= k uk k2(2). (A� �I)uk+1 = wk(3). �k = wTk uk+1Nu kommer �k att konvergera mot (�j � �)�1, s�a �j approximeras av �+1=�k, o
h uk konvergerar motxj . I steg (2) skall man ju l�osa ett linj�art ekvationssystem f�or uk+1, d�a g�or man givetvis s�a att man LU -faktoriserar matrisen A��I en g�ang f�or alla o
h anv�ander sedan dessa faktorer vid l�osning av systemen.Exempel 7.2. Vi ser p�a exempel 7.1. L�at oss best�amma den l�agsta kritiska lasten med inversiteration.Det r�a
ker med n = 20 nodpunkter f�or att ge en hygglig approximation av egenfunktionen till det f�orstaegenv�ardet. Vi anv�ander skiftet � = 0, eftersom det �ar egenv�ardet n�armast noll vi vill best�amma, o
h f�armed Matlab>> n=20; h=1/(n+1);>> A=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); A=A+A'; % Generera matrisen A>> C=
hol(A); % Choleski-faktorisera A s�a att A=C'*C>> v=randn(n,1); % Startvektor av slumptal>> for k=1:10,y=C'\v; v=C\y;disp(norm(v)), v=v/norm(v);endFr�an Matlab f�ar vi utskriften9.4238663634775117.6704911587039038.29286193928083 69



44.2536441112902144.7331800856844244.7639884211094444.7659371739570644.7660603428169244.7660681274979244.76606861951934Vi ser att approximationerna konvergerar. Nu ritar vi f�orsta bu
klingsmoden>> v=[0; v; 0℄; % Vi fyller p�a randv�ardena>> x=[0:h:1℄';>> plot(x,v) % Ritar ut bu
klingsmoden
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I n�asta avsnitt skall vi plo
ka fram metoder som kan ber�akna alla egenv�arden o
h motsvarande egenvek-torer p�a en g�ang.7.2 QR-metoden.Den s.k. QR-metoden bygger p�a att man g�or en f�oljd av ortogonala likformighetstransformationer av ma-trisen A m.h.a. QR-faktoriseringar tills man f�ar en matris p�a triangul�ar form (diagonal form i symmetriskafallet).Metoden kan formuleras;L�at A1 = A. Upprepa f�or k = 1; 2; � � � ;(1). Ak = QkRk (QR-faktorisering)(2). Ak+1 = RkQkMan kan visa att Ak+1 ! T , d�ar T triangul�ar (diagonal i symmetriska fallet), d�a k ! 1 o
h vi �nnerallts�a egenv�ardena till A l�angs diagonalen p�a T .Nu �ar Ak+1 simil�ar med Ak, tyAk+1 = RkQk = QTkQkRkQk = QTkAkQk;eftersom QTkQk = I . Egenvektorerna till T kan vi sedan best�amma med t.ex. inversiteration som vi skallbeskriva senare. Om y �ar en egenvektor till T s�a �ar x = V y, d�ar V = Q1Q2 � � �, en egenvektor till A.Varje g�ang vi upprepar steg (1) m�aste vi utf�ora en nyQR-faktorisering. Detta kostar my
ket ber�akningsarbete.Med Householders metod kan vi med (n�2) multiplikationer med element�ara speglingar f�ora �over matri-sen p�a Hessenbergform5 (tridiagonal form i symmetriska fallet). Denna Hessenberg matris kan vi sedananv�anda QR-metoden p�a till l�ag kostnad.L�at oss se p�a hur Householders metod g�ar till p�a ett 4�4-exempel: Vi anv�ander oss av element�araspeglingar P = I � 2uuT .A(1) = 2664 x x x xx x x xx x x xx x x x 3775 ; P1 = I � 2u1uT1 ; u1 = 2664 0u21u31u41 3775 :Vid v�anstermultiplikation vill vi nollst�alla i 1:a kolonnen. Vid h�ogermultiplikation m�aste vi l�amna 1:akolonnen or�ord s�a att vi inte f�orst�or de nollor vi skapat. F�orsta speglingen m�aste d�arf�or ha u11 = 0, d�armedkan vi bara nollst�alla nedanf�or den subdiagonala platsen. 1:a raden l�amnas or�ord vid v�anstermultiplikationen.5En matris �ar p�a Hessenbergform om den inneh�aller idel 0:or under subdiagonalen.70



P T1 A(1) = 2664 x x x xy y y y0 y y y0 y y y 3775 ; A(2) = P T1 A(1)P1 = 2664 x z z zy z z z0 z z z0 z z z 3775 ;I n�asta steg �ar det dax f�or den del av A(2) vi f�ar om vi bortser fr�an 1:a raden o
h kolonnen. Nu m�aste viha u12 = u22 = 0. P2 = I � 2u2uT2 ; u2 = 2664 00u32u42 3775 :O
h vi f�ar vid v�anster- o
h h�ogermultiplikation f�oljandeP T2 A(2) = 2664 x z z zy z z z0 s s s0 0 s s 3775 ; A(3) = P T2 A(2)P2 = 2664 x z t ty z t t0 s t t0 0 t t 3775 ;Vi ser att vi f�att A(3) p�a Hessenbergform.Allm�ant g�ar det till s�a att vi startar med A(1) = A; o
h utf�or (n� 2) speglingar tills vi har A(n�1) = Hen Hessenbergmatris.Nu �ar A o
h H simil�ara eftersomA(n�1) = P Tn�2A(n�2)Pn�2 = P Tn�2P Tn�3A(n�3)Pn�3Pn�2 = � � � = V TA(1)V;med V = P1P2 � � �Pn�2: (7:1)F�or att f�a snabbare konvergens i QR-metoden kan man inf�ora skift, dvs. man ers�atter Ak med Ak��kI imetoden. Detta ger en f�orskjutning, skiftning, av egenv�ardena. Om �k v�aljs p�a l�ampligt s�att i varje stegs�a f�as snabbare konvergens. Hur detta g�ors g�ar vi do
k inte in p�a h�ar.Vi kan nu formulera QR-metoden med skift;Utf�or Householders metod p�a A s�a att vi f�ar en simil�ar HessenbergmatrisH . L�at A1 = H .Upprepa f�or k = 1; 2; � � � ;(1). (Ak � �kI) = QkRk (QR-faktorisering)(2). Ak+1 = RkQk + �kItills triangul�ar form (diagonal form i symmetriska fallet).Alla matriserna A1; A2; � � � �ar p�a Hessenbergform, s�a QR-faktoriseringen i steg (1) kan utf�oras med litetber�akningsarbete � 3n2 operationer. Egenvektorerna till A kan vi f�a som x = V y, d�ar V �ar likfor-mighetstransformationen (7.1) o
h y �ar en egenvektor till H best�amd med t.ex. inversiteration. H kanLU -faktoriseras till l�ag kostnad.Exempel 7.3. Vi ser p�a exempel 7.1 igen. MedMatlab ber�aknar vi o
h ritar upp de tre f�orsta bu
klings-moderna. Det r�a
ker med n = 30 nodpunkter f�or att ge en hygglig approximation av egenfunktionernatill det f�orsta, andra respektive tredje egenv�ardet.H�ar ser vi resultatet 71
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Nu skall vi se hur vi �
k fram resultatet. F�orst genererar vi matrisen>> n=30; h=1/(n+1);>> A=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); A=A+A';Sedan tar vi o
h ber�aknar egenl�osningarna med>> [V,D℄=eig(A);Egenv�ardena �nner vi p�a diagonalen i D o
h motsvarande egenvektorer �ar kolonner i V . Vi plo
kar utdiagonalen i D o
h sorterar egenv�ardena i stigande ordning, d�arefter sorterar vi om egenvektorerna isamma ordning.>> D=diag(D);>> [D,index℄=sort(D);>> V=V(:,index);Vi fyller p�a randv�ardena med>> V=[zeros(1,n); V; zeros(1,n)℄;O
h ritar ut de tre f�orsta bu
klingsmoderna>> x=[0:h:1℄';>> subplot(3,1,1), plot(x,V(:,1))>> subplot(3,1,2), plot(x,V(:,2))>> subplot(3,1,3), plot(x,V(:,3))I det h�ar enkla fallet kan man l�osa problemet analytiskt o
h f�ar de kritiska lasternaP
r = n2�2EIL2 ; n = 1; 2; � � �Men den numeriska metoden duger �aven till problem som inte kan l�osas analytiskt.7.3 �Ovningar.1. Visa att maxi j�ij �k A k.2. Visa att om Ax = �x s�a g�aller f�oljande samband mellan de olika matriserna o
h deras egenv�ardena.Matris �A A� �I A�1 (A� �I)�1Egenv�arde �� �� � ��1 (� � �)�172



3. Egenv�ardesproblem f�or ordin�ar di�erentialekvation� �u00 = �u; 0 � x � Lu(0) = u(L) = 0beskriver �aven egensv�angningar hos en str�ang som �ar fast insp�and i b�ada �andar.(a) Best�am den l�agsta frekvensen med inversiteration. Det r�a
ker med n = 20 nodpunkter f�or att geen hygglig approximation av egenfunktionen till det f�orsta egenv�ardet. Anv�and skiftet � = 0, ef-tersom det �ar egenv�ardet n�armast noll vi vill best�amma. Rita upp approximationen av motsvarandeegenfunktion.(b) Best�am n�agra av de l�agsta egenfrekvenserna o
h motsvarande egenvektorer till det diskreta proble-met med eigs i Matlab. Rita upp approximationerna av egenfunktionerna.7.4 L�osningar.1. Tag ett egenv�arde � o
h motsvarande egenvektor v. D�a g�aller att Av = �v o
h d�armedk Av kk v k = k �v kk v k = j�j k v kk v k = j�jAllts�a har vi j�j = k Av kk v k � maxx6=0 k Ax kk x k =k A k2. Vi tar ett godty
kligt egenv�arde � o
h motsvarande egenvektor v s�a att Av = �v o
h f�arI. B = �A: Bv = �Av = �(�v) = (��)vII. B = A� �I : Bv = (A� �I)v = Av � �v = �v � �v = (�� �)vIII. B = A�1: Bv = A�1v = ��1A�1(�v) = ��1A�1Av = ��1vIV. B = (A� �I)�1: Bv = (�� �)�1v f�oljer av II o
h III.3 Vi har samma matris som i exempel 7.1. S�a h�ar kan man g�ora i Matlab>> n=20;>> h=1/(n+1); e=ones(n,1);>> A=spdiags([-e 2*e -e℄,[-1 0 1℄,n,n); % Generera tridiag. matrisen(a) >> C=
hol(A); % Choleski-faktorisera den>> v=randn(n,1); % Startvektor av normalf. slumptal>> for k=1:10, % Iterationeny=C'\v; v=C\y;disp(norm(v)), v=v/norm(v);endo
h utskriften blir t.ex. (olika k�orningar ger olika startv�arden)9.4238663634775117.6704911587039038.2928619392808344.2536441112902144.7331800856844244.7639884211094444.7659371739570644.7660603428169244.7660681274979244.76606861951934Vi ser att approximationerna konvergerar. Nu ritar vi f�orsta egenmoden>> v=[0; v; 0℄; % Vi fyller p�a randv�ardena>> x=[0:h:1℄'; % Genererar n�atpunkterna>> plot(x,v) % Ritar ut moden73
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(b) Vi tar o
h ber�aknar egenl�osningarna med (eigs �ar den glesa versionen av eig)>> k=3; % antal egenv�arden>> [V,D℄=eigs(A,k,'SM'); % SM = n�armast nollanEgenv�ardena �nner vi p�a diagonalen iD o
h motsvarande egenvektorer �ar kolonner i V . Vi plo
kar utdiagonalen i D o
h sorterar egenv�ardena i stigande ordning, d�arefter sorterar vi om egenvektorernai samma ordning. Sedan fyller vi p�a randv�arden o
h ritar ut de tre f�orsta moderna>> D=diag(D);>> [D,index℄=sort(D);>> V=V(:,index);>> V=[zeros(1,k); V; zeros(1,k)℄; % randv�arden>> x=[0:h:1℄';>> subplot(3,1,1), plot(x,V(:,1))>> subplot(3,1,2), plot(x,V(:,2))>> subplot(3,1,3), plot(x,V(:,3))
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>> help eigsEIGS Find a few eigenvalues and eigenve
tors of a matrix using ARPACK.D = EIGS(A) returns a ve
tor of A's 6 largest magnitude eigenvalues.A must be square and should be large and sparse.[V,D℄ = EIGS(A) returns a diagonal matrix D of A's 6 largest magnitudeeigenvalues and a matrix V whose 
olumns are the 
orresponding eigenve
tors.[V,D,FLAG℄ = EIGS(A) also returns a 
onvergen
e flag. If FLAG is 0then all the eigenvalues 
onverged; otherwise not all 
onverged.EIGS(AFUN,N) a

epts the fun
tion AFUN instead of the matrix A.Y = AFUN(X) should return Y = A*X. N is the size of A. The matrix Arepresented by AFUN is assumed to be real and nonsymmetri
. In all these
alling sequen
es, EIGS(A,...) may be repla
ed by EIGS(AFUN,N,...).74



EIGS(A,B) solves the generalized eigenvalue problem A*V == B*V*D. B mustbe symmetri
 (or Hermitian) positive definite and the same size as A.EIGS(A,[℄,...) indi
ates the standard eigenvalue problem A*V == V*D.EIGS(A,K) and EIGS(A,B,K) return the K largest magnitude eigenvalues.EIGS(A,K,SIGMA) and EIGS(A,B,K,SIGMA) return K eigenvalues based on SIGMA:'LM' or 'SM' - Largest or Smallest MagnitudeFor real symmetri
 problems, SIGMA may also be:'LA' or 'SA' - Largest or Smallest Algebrai
'BE' - Both Ends, one more from high end if K is oddFor nonsymmetri
 and 
omplex problems, SIGMA may also be:'LR' or 'SR' - Largest or Smallest Real part'LI' or 'SI' - Largest or Smallest Imaginary partIf SIGMA is a real or 
omplex s
alar, EIGS finds the eigenvalues 
losest toSIGMA. In this 
ase, B need only be symmetri
 (or Hermitian) positivesemi-definite and the fun
tion Y = AFUN(X) must return Y = (A-SIGMA*B)\X.EIGS(A,K,SIGMA,OPTS) and EIGS(A,B,K,SIGMA,OPTS) spe
ify options:OPTS.issym: symmetry of A or A-SIGMA*B represented by AFUN [{0} | 1℄OPTS.isreal: 
omplexity of A or A-SIGMA*B represented by AFUN [0 | {1}℄OPTS.tol: 
onvergen
e: abs(d_
omp-d_true) < tol*abs(d_
omp) [s
alar | {eps}℄OPTS.maxit: maximum number of iterations [integer | {300}℄OPTS.p: number of Lan
zos ve
tors: K+1<p<=N [integer | {2K}℄OPTS.v0: starting ve
tor [N-by-1 ve
tor | {randomly generated by ARPACK}℄OPTS.disp: diagnosti
 information display level [0 | {1} | 2℄OPTS.
holB: B is a
tually its Cholesky fa
tor CHOL(B) [{0} | 1℄OPTS.permB: sparse B is a
tually CHOL(B(permB,permB)) [permB | {1:N}℄EIGS(AFUN,N,K,SIGMA,OPTS,P1,...) and EIGS(AFUN,N,B,K,SIGMA,OPTS,P1,...)provide for additional arguments whi
h are passed to AFUN(X,P1,...).Examples:A = delsq(numgrid('C',15)); d1 = eigs(A,5,'SM');Equivalently, if dnRk is the following one-line fun
tion:fun
tion y = dnRk(x,R,k)y = (delsq(numgrid(R,k))) * x;then pass dnRk's additional arguments, 'C' and 15, to eigs:n = size(A,1); opts.issym = 1; d2 = eigs(�dnRk,n,5,'SM',opts,'C',15);See also EIG, SVDS, ARPACKC.
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