5 Linjara ekvationssystem.

Vi skall studera numerisk 16sning av system av n linjira ekvationer i n obekanta,

a1z, +aiexo + -+ apxr, = b
21X + Qo2Xo + -+ + aonx, = by
Ap1T1 + Ap2X2 + -+ AppTy = bn
Som med matris- och vektorbeteckningar kan skrivas
Az =0,
dar
11 a2 - Qip T by
21 d22 - d2p T2 by
A= , T = ,b=
An Ap2 e Apn Tn bn

Tydligen dr A en kvadratisk n x n-matris, z och b dr n-vektorer. Att 16sa linjira ekvationssystem ingar
ofta som delproblem vid numeriska berdkningar av olika slag. Vi kommer t.ex. i senare kapitel att 16sa
system av ickelinjira ekvationer genom att 16sa en f6ljd av linjira ekvationssystem. Nu skall vi se pa ett
exempel didr vi loser ett randvirdesproblem foér en ordinér differentialekvation genom att approximera
derivatan med differenskvoter och 16sa nagra linjira ekvationssystem.

Exempel 5.1. En rak balk, med variabelt yttréghetsmoment I(x) och elasticitetsmodul E, ligger pa tva
stod och paverkas av ett tryck g(z).

v

/\ 2
777

Moment M (z) och utbdjning v(z) uppfyller differentialekvationen

{ M"(z) = —q(:fﬂ)

El(z)v"(z) = —M(z)
med randvillkoren
M(0)=M(L)=0
v(0) =v(L)=0
Vi vill bestdmma M (z) och v(x).
Lat x; =ih,i=0,1,---,n+ 1 med h = nLH vara en indelning av intervallet 0 < z < L.
0 h L
| | | | | | | | | | | r
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i) I T2 e Tp Tp4i

Lat M; och v; beteckna approximationer av M (x;) respektive v(z;). Vi ersétter M (z) och v"(z) med

centraldifferenskvoter i punkterna x1, 2z, -, x,, (se kapitel 3)
Miy1—2M;+M; .
“TM:—Q(%) i=1,2,--,n
My = Mn+] =0
Vi1 —20i+vi—1 M; .
h? = ~EIey = L2om

V9 = Unt1 =0
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Med matriser kan detta skrivas

AM =0
Av =r(M)
dar
— 1 M1 (%1
1 —2 1 M2 Vo
A = . oL 3 M = . , U= :
1 -2 1 Mn,1 Un—1
1 -2 M, Un
M,
[ q(z1) -| B
2
q(x2) Fl(12)
b=—| | ron=-w|
M, _1
q(wnfl) Ellz 1) [s&n—l)
9(zn) F1(xn)
Vi skall se hur vi kan anvinda Gauss-elimination pa ett sidtt som effektivt I6ser vart problem. [ |
Vi skall alltsa 16sa det linjira ekvationssystemet
Az = b, (5.1)

diar A dr en kvadratisk matris.

Om koefficientmatrisen A &r reguljir (ickesinguldr) sa har (5.1) en entydigt bestdmd losning. Da A &r
singuldr sa har (5.1) oéindligt manga resp. inga losningar beroende pa om b kan skrivas som en linjér
kombination av kolonnerna i A eller inte. Fér exempel 5.1 dr det uppenbart att om koefficientmatrisen
vore singulir, sa hade vi gjort en felaktig formulering av problemet. I resten av det hir avsnittet antar
vi att A ar reguljir.

Elementira transformationsmatriser.
En elementir transformationsmatris dr en matris av typen
M=1-ouwT,

dar I ar enhetsmatrisen, dvs. matrisen med 1:or pa diagonalen och 0:or fér 6vrigt, o dr en skaldr och u

och v ar vektorer. Dess invers ar
M '=1-auT,
med a = —0/(1 — ov"u).

Lat oss se vad som hénder da vi multiplicerar en vektor a med transformationsmatrisen M. Vi far
Ma=a—owla=a— pu (6 =ovla)

Bu

Ma

u

Vi skall anvinda sadana hir matriser dven i senare kapitel. Men nu skall vi anviinda transformationen
till elimination, da har vi ¢ = 1, v = ej, (k:te enhetsvektorn, dvs. vektorn med en 1:a pa plats k och O:or
for ovrigt) och u = my, dir de k forsta elementen i my dr noll och 6vriga viljs pa lampligt sdtt. Vi har
alltsa
My =1- mke,{
och da géller att
M,;] =1+ mke[.

Nu skall vi se vad som hinder da vi multiplicerar en matris A med transformationsmatrisen M},. Beteckna
radernai A med Aq,---, A,, och observera att eZA = Ay, dvs. multiplikation med e, fran vinster plockar
ut k:te raden k ur A. Vi far

MkA =A— mke,{A =A - mkAk =
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R I e I R
oA | 0-:Ak ~ Ay
| Agn Mk - A || Agpr —Mpgar - Ag |7
L An i L Mk - Ag L A —mpy - Ag
dar
O 0]
e = (1] och my = mk(i]k
L 0] L Mk

5.1 Gauss-elimination och LU-faktorisering.

En matris A kan alltid faktoriseras som
PA = LU,

dér P &r en s.k. permutationsmatris som ordnar om raderna i A pa ldmpligt sitt, L ir en nedat triangulér
matris med ettor pa diagonalen och U #r en uppat trianguldr matris.

Vi skall se hur man LU-faktoriserar en matris A med en systematisk Gauss-elimination. For enkelhets

skull gor vi inga radbyten.

Sa hir gor man.

Vi later A = A och sedan gor vi elementiira transformationer tills vi far en triangulir form.

1 1 1 1

T L

hy m fam %n

AN = gy Az9 Qgz -+ (g,
[a® ol o® o]

Forsta steget i Gauss-eliminationen ger matrisen

1 1 1 1
Ag Qg3 -0 Qg
A = | 0 df) df) - o)
0 Wl
dar
2 1 a(-l)
agk):agk)—mi1a§k), miy = 8)72—2, nk=1,---,n
aqq
Later vi
my = [0 moy1 M3 mMn1 ]
sa giller A = M; A med
1 0 0 0
—1ma1 1 0 O
M1 :Ifmle{: —Mms 0 1 0
—TMMn1 0 0 1



Andra steget ger

1 1 1 1
4
(g Qo3 2n
A= 0 0 df o
0 0 ag aif,i
dar
(3) (2) : )
a;, = a; — My, , Mis = %,i =3,---,n,k=2---n.
5P
Vi later

mo = [OOmggmng]T

och far A®) = MyA® med

1 0 0 0
0 1 0 0
M2 =1 - mgeT = O —ma32 1 O
0 —mp2 0 -+ 1

Vi fortsiitter pa detta sétt tills vi far en uppat trianguldr matris U

1 1 1 1
(P a2§ T azg
A — MnflA(nfl) — 0 0 ag‘; ag‘n) = .
0o 0 0 ')

Det géller nu att
A =M, AP = M, M,y My A

och diarmed har vi
A=AD =M "Myt M A = LA = Ly,

dar
L=M"M;" M.

Vi paminner oss att
M,;l =1+ mye; .

Nu giller att

~177-1 T T T T T T
M, "My =I+4+mie] +mae; +mie;maoe; =1+ mie] +mae;,

eftersom el'my = 0.

Pa samma sitt kan vi fortsitta att analysera produkten som bygger upp L och finner da att

1 0 0 -0
mao2q 1 0 -0

L= | ma msp 1 - 0
Mp1 Mpa Mpz - 1

dvs. L dr nedat triangulér. De element som ingar i L #r multiplikatorerna fran Gauss-eliminationen.

Normalt ordnar man om raderna i A under eliminationens gang, sa att avrundningsfel tillvixer sa lite
som mgjligt. Detta for att vi skall fa en sa noggrann 16sning som mdjligt.
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Hur far man fram 16sningen?

Man kan 16sa ekvationen Az = b genom att:

(1). Faktorisera A pa formen PA = LU
(2). Losa systemet Ly = Pb (Framatsubstitution)

(3). Losa systemet Uz =y (Bakatsubstitution)

Faktoriserir;gen (1) kriver ~ ”3—3 operationer medan 16sning av de triangulira systemen (2) och (3) kréver
endast ~ ‘- operationer. Vi observerar att om man har flera olika hogerled men med samma matris, sa
gors LU-faktoriseringen en gang och arbetet per hogerled blir sedan endast ~ n? operationer.

Exempel 5.2. Antag att vi vill bestimma strommarna I, Is och I3 i féljande likstromskrets

I U,
O G
+ -
U] = 8 volt
Ry
U2 = 9 volt
I R,
]
* — *? Ry =4 ohm
R2 = 2 ohm
|::| Rf«; R4 |::| Ra; = 3 ohm
R4 = 2 ohm
+ -
O G
I3 U,

Vi far da det linjara ekvationssystemet
ol ]l
4 20 L, | =18
[ 0 2 5 9
och vi ser vad vi kan géra med systemet i MATLAB.

>> A=[1 -1 1; 4 2 0; 0 2 5]

A=
1 -1 1
4 2 0
0 2 5
>> b=[0; 8; 9]
b =
0
8
9
>> x=A\b
x =
1
2
1
>> [L,U]=1u(A)
L =
0.2500 -0.7500 1.0000
1.0000 0 0
0 1.0000 0
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4.0000 2.0000 0
0 2.0000 5.0000
0 0 4.7500
>> y=L\b
y =
8.0000
9.0000
4.7500
>> x=U\y
x =
1
2
1

Vi ser att MATLAB ger faktoriseringen A = LU déir L = P~ 'L, i det hir fallet har vi

po|o 0]
[1 0 oJ

eftersom PL blir uppat triangulir. [ |

En matris A som #r symmetrisk, dvs. A7 = A, och positivt definit, dvs. 7 Az > 0 for alla  # 0, kan
LU-faktoriseras stabilt utan radbyten. Detta giller dven diagonaldominanta matriser, dvs. matriser med
aii| > ;4 |ai;| for alla i och med strang olikhet f6r nagot i.

Om matrisen A dr symmetrisk och positivt definit sa kan den faktoriseras
A=cTc
dar C ar uppat triangulir. Detta kallas for Choleski-faktorisering och kriver ~ %3 operationer.

Exempel 5.3. Vi ser pa matrisen A fran exempel 5.1. Denna matris dr symmetrisk och negativt definit
(zT Az < 0), sa B = —A dr symmetrisk och positivt definit. Vi kan alltsa Choleski-faktorisera B, en
kontroll med MATLAB ger

>> n=5b;
>> B=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); B=B+B’
B =
2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2
>> C=chol(B)
C =
1.4142 -0.7071 0 0 0
0 1.2247 -0.8165 0 0
0 0 1.1547 -0.8660 0
0 0 0 1.1180 -0.8944
0 0 0 0 1.0954
>> C’*C
ans =
2.0000 -1.0000 0 0 0
-1.0000 2.0000 -1.0000 0 0
0 -1.0000 2.0000 -1.0000 0
0 0 -1.0000 2.0000 -1.0000
0 0 0 -1.0000 2.0000
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Glesa matriser.

En matris dér manga element &r noll siigs vara en gles matris. Om de fran noll skilda elementen ligger
samlade runt huvuddiagonalen sa sigs matrisen ha en bandstruktur. Fér bandmatriser finns det varian-
ter av Gauss-elimination som tar vara pa bandstrukturen. Manga linjira ekvationssystem fran tekniska
tillaimpningar har en bandstruktur, t.ex. matrisen i exempel 5.1.

p p+q

En matris med bandbredden d = p+ ¢+ 1 kan faktoriseras till en kostnad av ~ ngp operationer, om inga
radbyten gors. Kostnaden blir ~ ng(p + ¢) operationer om man byter rader. Lésningen av de triangulira
systemen kriver ~ nd operationer.

Exempel 5.4. 1 exempel 5.1 sag vi pa utbuktningen hos en balk. Vi fick tva linjira ekvationssystem med
samma koefficientmatris
AM =b
{ Av =r(M)

Nu faktoriserar vi A = LU med ~ n ridkneoperationer. Loser forst Lz = ¢ och UM = z, darefter 16ser vi
Lw =r(M) och Uv = w. |

For allmdnna glesa matriser finns speciella metoder som bygger pa Gauss-elimination, som tar vara pa
glesheten. For att beskriva dessa metoder behtver man bl.a. anvinda grafteori. Vi gar inte in pa dessa
metoder i denna kursen, men vi skall se pa ett exempel pa en allmént gles matris.

Exempel 5.5. Krafterna i de olika grenarna av fackverket i figuren skall bestimmas da angivna yttre
krafter #r anbringade.

@

h
1 3 5 7 9 11 12
@ s 4 s
A 2 ©) 6 6 10 () 13 vo
KON l “a
8 10 127

Genom att ansitta kraftjimvikt i horisontal- och vertikalled i knutpunkterna far vi ett linjért ekvations-
system for de sokta krafterna i fackverkets grenar. Att detta blir vilbestdmt for aktuellt fackverk foljer
av resultat i mekaniken.

Lat u = sin(§) = % och lat z vara vektorn med de stkta krafterna. Vi far da ekvationerna

—x9+x5 =0 h knut 2 —ury + x4 +urs =0 hknut 3

r3 —8=0 v knut 2 —ury —x3 —urs =0 v knut 3

—x4+23=0 hknutd4d —urs—x¢+ux9+2x10=0 hknuth

—x7 =0 v knut 4 uxrs + x7 +urg —10=0 v knut 5

—z19+ 213 =0 hknut 6 —xg —uTg +ux12 =0 hknut?7

11 —12=0 v knut 6 —urg —r11 —uxrips =0 v knut 7
—uxris —x13 =0 h knut 8
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Detta blir med matrisbeteckningar Az = b med

ro -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 7
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ( 8
—u 0 0 1 u 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—u 0 -1 0 —u 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0
A= 0 0 0 0 —u -1 0 0 u 1 0 0 0 |,b= 0
0 0 0 0 u 0 1 0 u 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 12
0 0 0 0 0 0 0 -1 -—u 0 0 u 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —u 0 -1 -—u 0 L 0
L o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —u -1 | o |

Vi matar in de nollskilda elementen med motsvarande rad- och kolonnindex

>> u=1/sqrt(2);

> rad=[ 112 333 4 4 4 55 6 7 77 7888 9 910 11 11 11 12 12 12 13 13 ];
> kol=[ 263 145 1 3 5 48 7 5 691057 9 1013 11 8 9 12 9 11 12 12 13 ];
> ele=s[-111 -ulu-u-1-u-11-1-u-1u 1ulu-1 1 1-1-u u-u-1-u-u-17];

Med foljande kommandon genererar vi i MATLAB den glesa matrisen A, hégerledsvektorn b och beriiknar
16sningen.

>> A=sparse(rad,kol,ele);

> b=[08 00000100 12 0 0 0]7;
>> x=A\b

x =

-19.
14.
8.
-20.
.4853
14.

8

-20.
5.
16.
12.
-22.
16.

7990
0000
0000
0000

0000

0
0000
6569
0000
0000
6274
0000

Vinsterdivisionen l6ser ekvationssystemet genom att gora en faktorisering av A som tar vara pa dess
gleshetsstruktur. Med >> spy(A) ser vi att bara 30 av de 169 elementen i matrisen dr skilda fran noll.
Vi gor >> spy(inv(A)) och ser att inversen A~! #r en nistan fylld matris, detta dr typiskt for inversen
till glesa matriser.

Nollskilda element i A

0
[ ) [ )
[ )
[ )
[ ) [ )
5 °
[ )
[ N ) [ N )
[ ) [ ) [ )
[ ) [ )
10 .
[ N )
[ ) [ )
[ )
0 5 10
nz =30

Nollskilda i A:s invers

0
e e eoe
00000000000
°
e e eoe
5 LI ) [ 3 )
00000000000
°
e e eoe
e e eoe
10 [N NN o000
°
e e eoe
e e eoee
0 5 10
nz =103

Gauss-elimination dr en s.k. direkt metod. En annan huvudtyp av metoder dr s.k. iterativa metoder,
dessa anvinds bl.a. i samband med 16sning av partiella differentialekvationer. Vi gar dock inte in pa
dessa metoder i denna kursen.
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5.2 Losningsnoggrannhet.

Indata, dvs. koefficientmatrisen A och hogerledet b, i det linjira ekvationssystemet
Az =b

ar ofta behiftade med osikerheter. De kan t.ex. bero pa uppmitta storheter som inte kan bestimmas
exakt eller att talen inte kan representeras exakt i datorn.

I stéllet for att 16sa Az = b kommer vi 16sa systemet
Az =1b
dir A~ A och b~ b.

Vektor- och matrisnormer.

Normen av en vektor eller matris dr ett positivt tal som ger information om vektorns eller matrisens
storlek. Normer anviinds for att jimfora olika vektorer eller matriser.
Nagra vektornormer ér (x dr en vektor med n komponenter);

n
|z |h= Z |z;] summanormen,

i=1

Z |z;|? Euklidiska normen,

i=1

= l2=

||  ||oo= max |z;] maximumnormen.
1<i<n

For varje vektornorm kan man definiera en matrisnorm enligt

Az
1A= max LA2 (5.2)

Cellzo [z

Man kan visa att

n
| A= max Y |al,
i=1

1<j<n

| A ll2= / Amax (AT A) i laij]

3

diir Amax (AT A) #ir det storsta egenvirdet! till AT A,

1<i<n

n
| A llo= max > |a;]. [TITTTT ) |ai|
j=1

En viktig egenskap hos matrisnormer definierade enligt (5.2) ér att
I Az [I<[[ Al =[],
for alla vektorer z. En matrisnorm med denna egenskap kallas subordinerad.
Stérningsresultat.
Lat JA=A — A, 6b=0b—boch éx =& — x. Om vi forst antar att 64 = 0 sa giller
A(z + dz) = b+ db,

Ar =D

dvs. dz uppfyller ekvationen Adx = b sa
oz = A~16b.

1Vad ett egenvirde till en matris #ir skall vi lira oss senare i kursen.
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Vi har saledes
| 6z (I<[ A" (Il 66 || -

Vidare géller
1o [1=Il Az I<I| All] = ],

varav foljer att

|| bz || 1 || b |
<A AT
|z | Kl
dvs.
|| 6z || || b |
< k(A)7—,
[EA| [bl

dir k(A) =|| A= |||| A || dr konditionstalet? for matrisen A. I ord kan denna olikhet formuleras; Relativa
felet i 16sningen dr mindre #n relativa felet i hogerledet multiplicerat med konditionstalet for koefficient-
matrisen A.

Ett linjért ekvationssystem &r vilkonditionerat om konditionstalet &r litet (dvs. 16sningen dr vl bestdmd)
och det &r illakonditionerat om konditionstalet dr stort (dvs. 16sningen &r daligt bestimd).

Exempel 5.6. Betrakta fjidersystemet

)
\
=~

Z

En balk &ar upplagd pa en central fjider med styvhet ky = 4000 och tva sidofjidrar med styvhet ky =
ko = 1, de senare for att motverka rotation. Vid lasterna b; och by far vi forskjutningarna zy och x5 fran
balkens neutrallige.

Systemets totala energi ges av

ki . .
E(z1,22) = ?]33% _2 3 + 50 <w1 +w2> —biz1 — bazs
VE

Jamvikt far vi da energin har sitt minimum?®, dvs. da (x1,m2) = 0. I vart fall far vi

Ny
+ &5

VE(.’El,.’EQ) = |: k]

I - b]
%J I bg
1001 1000 z1 | | b
1000 1001 29 | | bo
Nir krafterna dr lika eller nistan lika dr systemet instabilt, sma fordndringar i krafterna ger avsevirda

férdndringar i forskjutningarna. For vissa andra forhallande mellan krafterna, som till hoger i figuren, &r
problemet stabilt. Stora férdndringar i krafterna ger da marginella férindringar i forskjutningarna.

5+

ko

dvs.

2Konditionstalet x(A) beriknas normalt inte, det skulle kosta for mycket. Men det finns program, i bl.a. LINPACK, som
pa ett effektivt sdtt uppskattar konditionstalet.

30m E bara beror av en variabel z si giller att E’(z) = 0 i minpunkten, da F beror av tva (eller fler) variabler si
motsvaras ekvationen av VE(z1,z2) = 0, dir VE betecknar den s.k. gradienten som dr en vektor som bestar av derivator
med avseende pa de olika variablerna. Mer om detta lar du dig i flervariabel analysen.
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2001 4 _ {2001

W

AN

7 7

T.ex. ger by = by = 2001 16sningen 77 = 25 = 1 medan b; = 2002, by = 2000, en foérindring med 0.05%,
ger losningen x1 = 2, k2 = 0, som har férandrats med 100%.

Fér by = 1, b = —1 blir 16sningen 71 = 1, 73 = —1 och f6r by = 2.001, by = 0, en forindring med 100 %
har vi 16sningen 1 = 1.001, 25 = —1. Foriindringen blir endast 0.07% i det hiir fallet. [ |

Om vi nu istillet antar att b = 0 sa far vi
(A4 6A)(z + 0x) =,

Az =1b
dvs. dz uppfyller ekvationen Adzx + dA(x + dz) =0 sa

bx = —A"'5A(x + o).

Detta ger
| 6z I<|[ AT I 6A Il = + bz ||,
e Los | 6Al_ 64|
z —1
Te4oz]] <[[ A7l Al TA] = r(4) Al
I vansterledet har vi ungefir relativa felet i 16sningen och i hogerledet relativa felet i koefficientmatrisen
A multiplicerat med dess konditionstal.

Gauss-elimination och avrundningsfel.

Gauss-elimination med limpliga radpermutationer dr stabil, den ger exakt 16sning till

(A+ E)z* =0

3

dir elementen i F oftast dr av ungefir samma storleksordning som avrundningsfelen i elementen i A.
Nagot béttre dn detta kan man inte férvinta sig av nagon numerisk metod, eftersom ett sadant fel far vi
bara vi lagrar matrisen A i datorn.

5.3 Ovningar.

1. Betrakta temperaturférdelningen i en kvadratisk platta. Temperaturen i plattans kanter varierar
som angivet i figuren. Pa sidorna &dr plattan isolerad. Man 6nskar bestimma temperaturen i de
inre punkterna Ty, T, T3 och T,. Man antar att temperaturen i en inre punkt ir medelvirdet av
temperaturerna i de fyra grannpunkterna (i norr, séder, viister och dster). Sétt upp och 16s det linjéra
ekvationssystem som ger de sokta temperaturerna. Hur blir matrisens struktur om fler likformigt
fordelade inre punkter betraktas? (Da maste givetvis temperaturen vara kind i fler punkter pa

kanterna.)
90° 90°
60° Tl ° T2 . 60°
40° T3 ° T4 ° 40°
0° 0°
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2. Vi vill 16sa det linjira ekvationssystemet Az = b dér,

acl 2 oaalie|s)
-3 0 2

L1 s o) 2]

LU-faktorisera A utan pivotering. Anvind sedan dessa faktorer for att beriikna Igsningen z genom
att forst 16sa Ly = b och sedan Uz = y.

3. Ett datorprogram loser ett tridiagonalt ekvationssystem med 300 obekanta pa 3 sekunder. Hur lang
tid tar det att losa ett tridiagonalt system med 30 000 obekanta med samma program?

4. For att 16sa ett triangulért ekvationssystem med 100 obekanta krivdes 1 sekunds koértid pa en viss
dator. Uppskatta kortiden vid 16sandet (pa samma dator) av

(a) ett triangulirt system med 300 obekanta

(b) ett allmént (fyllt) system med 100 resp. 300 obekanta?

.|
[

dvs. A = CCT, dir C vinstertriangulir.

5. Choleski-faktorisera matrisen

DN =~
Ut DN DN
~ Ot O
N—

6. Antag att vi har en LU-faktorisering av en matris A och vill 16sa ekvationssystemet ATz = ¢. Hur
kan vi da utnyttja faktorerna L och U?

7. Vi vill 16sa randvirdesproblemet

{ y"+y=sin(z), 0 <z < /2
y(0) =1, y(r/2) =0

Infor en indelning av intervallet 0 < z < 7/2, som i exempel 5.1, och anviind en centraldifferenskvot
for att approximera y'' i indelningspunkterna. Vi far da ett linjirt ekvationssystem vars 16sning ger
approximationer av y i dessa punkter. Vilken struktur har det linjira ekvationssystemet och hur
manga operationer atgar for att 16sa det?

Ll ]=l

dir A dr en n x m-matris, b, ¢ och e dr n-vektorer, d och f ar skalirer.

8. Betrakta systemet

Visa att x = v — yw dér
Av=e, Aw=0»

och
B c’v—f

Tw—d

om A ickesinguliir och ¢"w # d. Detta kallas block-elimination.

9. Bestdim utbdjningen v(z) for balken i exempel 5.1 for £ = 2-10" N/m? L = 1 m , ¢(z) =
(10 — 92) - 500 N/m och I(z) = (2 — z) - 107 m*. Tag t.ex. h = 0.2, 0.1, 0.05, 0.025.

2 3

10. Vad blir konditionstalet for matrisen A = { 9 9 } ? Anvind vilken matrisnorm du vill.
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5.4 Losningar.
1. Medelvirdesbildningen ger

_ T5490460+4+T3
T = e S
T, — 60+90+T1+7Ty
p =
Tyt Ty $4040 <
= )
_ 404T5+T340
Ty = 44Tt Ti40

AT, — Ty — Ty = 150
—Ty + 4T, — Ty = 150
~T) + 4T3 — Ty = 40
~Ty — Ty + 4T, = 40

=5
|

Med matrisbeteckningar

4 -1 -1 0 T, 150
-1 4 0 -1 T 150
-1 0 4 -1 T3 40
0 -1 -1 4 T, 40
med 16sningen
T 61.25
T B 61.25
T3 a 33.75
Ty 33.75
. Direkt med MATILAB
>> A=[1 2 1; 2 2 3; -1 -3 0]
A =
1 2 1
2 2 3
-1 -3 0
>> b=[0; 3; 2]
b =
0
3
2
>> [L,U]=1u(A)
L =
0.5000 -0.5000 1.0000
1.0000 0 0
-0.5000 1.0000 0
U =
2.0000 2.0000 3.0000
0 -2.0000 1.5000
0 0 0.2500
>> y=L\b
y =
3.0000
3.5000
0.2500
>> x=U\y
x =
1
-1
1
>> r=A*xx-b
r =
0
0
0
3. 300 sek.
4.(a) 9 sek.
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(b) 67 resp. 1800 sek.

5. Direkt med MATLAB

>> A=[4 2 6; 2 2 5; 6 5 17]

A =
4 2 6
2 2 5
6 5 17
>> C=chol(A)
C =
2 1 3
0 1 2
0 0 2
>> C’*C
ans =
4 2 6
2 2 5
6 5 17

6. Eftersom A = LU har vi AT = UTL". Losningen till ATz = ¢ ges diirfor av att forst 16sa UTy = ¢
och sedan losa LTz = y.

7. Létxi:ih7i:O,l,---,n+1,h:nL+]varaettnétpéOﬁxﬁL

To T1 T2 Ti Tn  Tntl

Lat y; beteckna en approximation av y(z;) och ersétt y" (z,;) med centraldifferenskvoten D D_y(z;)

it1—2Yityi— .

{ Yitl h%l2+y 1+yi:fi7':]-7'“7n
Yo=1, Yny1 =0

dir f; = sin(z;).

Vi kan skriva om ekvationerna lite

Yo =1 ‘ ‘
Yio1 + (—2+h*)yi +yiyr =h7f; i=1,---.n
Ynt+1 = 0

och pa matrisform blir detta

—2+h? 1 Y1 h?fy —1
1 -2+h% 1 Yo h? fa

1 -2+ h‘2 1 Yn—1 h'2fn71
1 —2+ h? Un h?fn

Detta linjéira ekvationssystem kan man losa med O(n) rikneoperationer.
Losning med MATLAB. Forst ser vi pa hjilptexten till spdiags hur man lagrar en bandmatris.
>> help spdiags

SPDIAGS Sparse matrix formed from diagomals.

SPDIAGS, which generalizes the function "diag", deals with three
matrices, in various combinations, as both input and output.

[B,d] = SPDIAGS(A) extracts all nonzero diagonals from the m-by-n
matrix A. B is a min(m,n)-by-p matrix whose columns are the p
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nonzero diagonals of A. d is a vector of length p whose integer
components specify the diagonals in A.

B SPDIAGS(A,d) extracts the diagonals specified by d.

A = SPDIAGS(B,d,A) replaces the diagonals of A specified by d with
the columns of B. The output is sparse.

SPDIAGS(B,d,m,n) creates an m-by-n sparse matrix from the
columns of B and places them along the diagonals specified by d.

A

Roughly, A, B and d are related by
for k = 1:p
B(:,k) = diag(A,d(k))
end

Example: These commands generate a sparse tridiagonal representation
of the classic second difference operator on n points.

e = ones(n,1);

A = spdiags([e -2%e e], -1:1, n, n)

Some elements of B, corresponding to positions "outside" of A, are
not actually used. They are not referenced when B is an input and
are set to zero when B is an output. If a column of B is longer than
the diagonal it’s representing, elements of super-diagonals of A
correspond to the lower part of the column of B, while elements of
sub-diagonals of A correspond to the upper part of the column of B.

Och nu 16sning av vart problem (l&mpligen som en scriptfil).

n=20; L=pi/2;

h=L/(n+1); x=h*[0:n+1]’;

% generera koefficientmatrisen
e=ones(n,1);

A=spdiags([e (-2+h"2)*e e],[-1 0 1],n,n);
% generera hogerledet
f=sin(x(2:end-1));

b=h"2%f; b(1)=b(1)-1;

% 16s ekvationssystemet

y=A\b;

% fyll pa randvirdena och rita
y=[1;y;01;

plot(x,y)

xlabel(’x’), ylabel(’y(x)?)

0.8

0.6

y(x)

0.4

0.2

8. Inséttning ger

och

Az = A(lv —yw) = Av —yAw =e—yb = Az +by=¢e
dr+dy=c"(w—yw)+dy=c"v—ylc"w-dy=c"v—(c"v-f)=f
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9. Vi gor en scriptfil till MATLAB och Okar virdet pa n tills skillnaden mellan berdkningsresultaten dr
tillréackligt liten.

E=2e11; L=1;
n=30;
h=L/(n+1) ;

e=ones(n,1);

A=spdiags([-e 2*e -e],[-1 0 1],n,n);
C=chol(A);

x=[h:h:L-h]’;
q=h"2%(10-9*x)*500;

M=C\ (C’\q);
r=h"2/ExM./((2-x)*1le-7);
v=C\ (C’\r) ;

X=[0;x;L];

v=[0;v;0];

plot(X,V)

xlabel(’x’), ylabel(’v(x)’)

x 10
1.5

v(X)

0.5 _
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6 Overbestimda linjira ekvationssystem.

I det har kapitlet skall vi se pa numerisk 16sning av 6verbestdmda system av m linjira ekvationer i n
obekanta (m > n),

anx +ap®s + -+ apt, = b
2121 + Q222 + -+ - + G2, Ty = by

bm

Am1T1 + Gm2X2 + -+ AmnTn =

Som med matris- och vektorbeteckningar kan skrivas
Az =0,
dér
aip a2 A1in T b
a21  Aa22 a2n L2 ba
A= LT = b= .
Am1 A2 Amn Ty bm

Matrisen A &r rektanguldr med fler rader dn kolonner.

Exempel 6.1. For bestimning av lingdutvidgningskoefficienten A for en metall gjordes ett experiment,
dér en metallstang upphettades och lingden L mittes vid olika temperaturer T'

L | 878 893 9.06 9.25 940
T |20.0 255 302 36.8 41.0

Man anvénder en linjir modell f6r att beskriva sambandet mellan l&ingd och temperatur

L(T) = Lo + AT

Detta leder till ett 6verbestamt linjirt ekvationssystem

L(Ti):LO‘F)\Ti:L,;, i=1,2,---,5
eller
Az =D
dar
1 20.0 ].78
1 255 I ].93
A = 1 30.2 €Tr = |: /\0 :| , b — 9.06
1 36.8 9.25
1 41.0 9.40

Vi skall alltsa sdéka en numerisk 16sning av dverbestimda system av m linjira ekvationer i n obekanta

(m > ),

Det kommer normalt inte att finnas nagon vektor x som exakt uppfyller alla ekvationerna. Minstakvadrat-
16sningen &r den vektor z som gor den s.k. residualvektorn r = Az —b sa kort som mojligt i den Euklidiska
normen, dvs. vi skall 16sa problemet

Az

I
o

min || Az — b ||2
x
Ofta &ar antal ekvationer m mycket storre dn antalet obekanta n, speciellt da vi anpassar en modell till
méitdata. Da dr modellens parametrar de obekanta som skall bestimmas.

Om koefficientmatrisen A har full rang (dvs. alla kolonner i A dr linjirt oberoende) sa har minstakvadrat-
problemet en entydigt bestimd 16sning som man kan rikna fram med hjilp av en s.k. () R-faktorisering®.

40m rangen for A #r k (dvs. antalet linjért oberoende kolonner &r k) och k < n, s& &r minstakvadratldsningen inte entydigt
bestimd utan n — k parametriga familjer av 16sningar existerar. Man kan da anvénda en variant av Q R-faktorisering dér
man sorterar om kolonnerna i A, eller sd anvdnder man sig av en singuldrvirdesfaktorisering, SV D. Vid anpassning av en
modell till métdata kan det hénda att nadgon parameter i modellen ar 6verflodig. Detta leder till att matrisen far linjart
beroende kolonner, dvs. att rangen k blir mindre &n n.
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Ortogonala vektorer och matriser.
Tva vektorer x och y ér ortogonala (vinkelrita) om 7y = 0.

En kvadratisk matris @) kallas ortogonal om dess kolonner &r ortogonala mot varandra och har var och
en langden 1.

Om @ #r en ortogonalmatris sa giller det att Q7Q = I och QQT = I, dér I Ar enhetsmatrisen. Vidare
giller att || Qx ||2=|| = ||2, d&r = &r en godtycklig vektor.

Vi kommer att behdva en speciell typ av ortogonala matriser, s.k. elementéra speglingar
U=1-2uu® ||uls=1.

For dessa géller att;
Ul =U (symmetri)

UTU =T (ortogonalitet)
Ul=U

Lat oss se vad som hinder da vi multiplicerar en vektor y med matrisen U;
Uy = (I -2uul)y =y —2uuly =y — 2uTyu.

Vi far en spegling i det plan som har u som enhetsnormal.

—2uTyu

Uy

Vi kommer vilja avbilda en vektor y pa en vektor z (da maste || z |[|2=]| ¥ ||2), dvs. vi vill bestimma U
sa att
Uy = z.

Utnyttjar vi att U = (I — 2uu™) far vi
Yy — 271,Tyu =z,

eller
1

u = Ty (y — 2).

Om vinu tar u = (y — 2)/ || y — 2z ||2 sa blir precis som vi ville Uy = z.

6.1 QR-faktorisering.

En m x n-matris A kan faktoriseras
A=QR

dar @ ar en ortogonal m x m-matris och R dr en uppat triangulr m X n-matris.

Ry

Om A har full rang (alla kolonner linjért oberoende) sa dr R; reguljir.
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Sa har gor man.

Vi borjar med att lata A(Y) = A och multiplicerar med elementiira speglingar tills vi har en uppat

trianguldr matris.

(1)

Am3

amn

Vi vill att Uyay = ry1ey dér 111 = % || a1 ||2 och a; dr 1:a kolonnen i AW,

U] =1 - 2U]UT

med

uy = (al —7“1161)/ || ap —Trier ||2=

dér vi véljer tecknet pa ry; sa att kancellation undviks, och far da

A® =, A0 =

T11
0
0

0

2
o
Aoy

(2)

L)

2)

a’n2

)

a’m2

2
i
A93

(2)

Q33

ay3

)

A3

Vid niista transformation vill vi inte forstéra O:orna i 1:a kolonnen i A(2)
talUs =1 — 2u2u;, med forsta komponenten i us lika med 0. Da kommer 1:a kolonnen och forsta raden
i A®?) inte att findras i transformationen. Resten av us viljs pa liknade sdtt som for wy. Vi far

ABG) — UQA(Q) —

(7“11

0
0

.

(2)

ayy
22

0

0

2
e
aa3

(3)

azs

3)

ap3

(3)

A3

Sedan fortsétter vi pa samma sétt. Efter n transformationer har vi

aj?)
aj,,
3)

A3y

.3)

(3)

am

Sa vi tar

. Detta undviker vi genom att

1

[ ag? a%) agi) |
0 7 afy o
0 0 33 a‘(;:z)
A Zgoae Z | :[%}:R
0 0 0 T'nn
| 0 0 0 0 |
dar Ry och ddarmed R uppat trianguldr. Nu géller att
A=AD =pTA® — ... pylyl...uTA+) = QA"+ = QR.

Man behover inte gora radbyten, som fér Gauss-elimination, ddremot forekommer det att man gor ko-
lonnbyten sa att ry; blir sa stor som mojligt, i varje steg. Kostnaden for en @ R-faktorisering #r ~ mn?

operationer.
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Hur far vi fram l6sningen?
Vi vill minimera || r ||o=|| Az — b || med avseende pa z.
17 13=1 Az = b [I3=I| QRz — b 3=l Q(Rz — Qb) |[5=
=|| Rz — Qb |I3=I| Riz — QTD |5+ || Q30|15 .
Om A har full rang sa kan den foérsta termen nollstillas genom att vi tar
z=R;'QTb.
Den andra termen &r oberoende av z.

Exempel 6.2. T exempel 6.1 ville vi bestimma lingdutvidgningskoefficienten A fér en metall. I MATLAB
matar vi in data och 16ser problemet sa hir:

>> L=[8.78; 8.93; 9.06; 9.25; 9.40];
>> T=[20.0; 25.5; 30.2; 36.8; 41.0];
>> A=[ones(size(T)), TI;

>> x=A\L

x =
8.1876
0.0292

dvs. Ly = 8.1876 och A = 0.0292. Vi ser efter att vi far samma resultat genom att anvidnda QR-
faktorisering

>> [Q,R]=qr(A)

Q =
-0.4472 -0.6337 -0.4193 -0.3538 -0.3121
-0.4472 -0.3080 0.0366 0.4478 0.7094
-0.4472 -0.0296 0.8456 -0.1926 -0.2169
-0.4472 0.3613 -0.2128 0.6116 -0.5001
-0.4472 0.6100 -0.2500 -0.5130 0.3196
R =
-2.2361 -68.6473
0 16.8843
0 0
0 0
0 0

>> [m,n]=size(A); Q1=Q(:,1:n); R1=R(1:n,1:n);
>> x=R1\ (Q1’*L)
x =

8.1866

0.0292

Slutligen ser vi pa residualvektorn

>> r=A*xx-L

r =
-0.0088
0.0020
0.0094
0.0123
-0.0149

Att komponenterna i r blir bade positiva och negativa dr typiskt for minstakvadratmetoden. [ |

6.2 Ovningar.

1. Stralningsintensiteten I hos en blandning av tva radioaktiva &mnen avtar med tiden enligt
I(t) = Age M + Bye M

Man kanner halveringstiderna fér &mnena och dirav vet man att A = 0.29 och p = 0.17. Genom
miétningar har féljande data erhallits
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6.3

t 1 2 3 4 5 6
I|801 6.18 4.71 3.68 286 2.20

Bestam halterna Ay och By av @mnena i blandningen med minstakvadratmetoden.

. Stralningsintensiteten I hos ett radioaktivt preparat avtar med tiden ¢ enligt

I(t) = Iye ™

Genom mitningar har foljande data erhallits

t 1 2 3 4 5 6
I|632 476 3.51 267 201 148

Bestam Iy och A med minstakvadratmetoden. Ledning: Logaritmera sa att ni far ett linjart problem.

For bestamning av fjidderkonstanten k for en fjader gjordes ett forsck, dir fjidern belastades med
en kraft F' och dess liangd | mittes. Vid forsdket fick man foljande métdata

F 1 2 3 4 )
I | 797 102 142 16.0 21.2

Hookes lag siger att fjiderns lingd beror linjart pa den kraft som belastar fjidern enligt

l = +F
[ =€ A

dér e ér fjiderns lingd da den &r obelastad. Bestdm k& med minstakvadratmetoden.

. Man vill bestimma amplitud A och fasvinkel v hos en harmonisk svingning

u = Asin(t + v)

med hjilp av foljande métvirden

t (grader) | 0 30 60 90
U 2.86 10.2 14.8 154

Linjarisera och anvind minstakvadratmetoden.

Anviand minstakvadratmetoden for att anpassa ett polynom av lampligt gradtal till foljande métdata
for vattenangas maximala partialtryck p i luft vid temperaturen T

T | 40 45 a0 95 60 65 70 75 80 85 90 95 100

p 9553 719 925 118 149.4 1875 233.7 289.1 355.1 433.6 525.8 6339 76

o

Gor en s.k. residualanalys: Anpassa ett polynom av grad 1. Rita upp residualen, ser den ut som ett
2:a gradspolynom, sa anpassa ett polynom av grad 2. Rita upp residualen osv.

Losningar.

. Vi far ett 6verbestimt linjirt ekvationssystem Losning med MATLAB

Age M1 4 Bge Htr = T, >> t=[1 23 45 6]’;
Age~M2 4 Bye—ht2 = [, >> I=[8.01 6.18 4.71 3.68 2.86 2.20]’;
>> lambda=0.29; mu=0.17;
>> A=[exp(-lambda*t) exp(-mux*t)];
>> x=A\I;
>> AO=x(1), B0=x(2)
AO =
8.4199

2.0301
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2. Logaritmering ger In(I(t)) = In(ly) — M = >> t=[1 2 3 4 5 6]’;
a — At och vi far ett overbestiamt linjirt ek- >> I=[6.32 4.76 3.51 2.67 2.01 1.48]7;

vationssystem >> A=[ones(size(t)) -t]; b=log(I);
>> x=A\b;
a— My =In(L) >> I0=exp(x(1)), lambda=x(2)
a — )\tQ = 111(12) 10 =
: 8.4469e+00
lambda =
Vi bestédmmer sedan a = In(Iy) och . 2.8909e-01

3. Vi far ett 6verbestamt linjirt ekvationssystem >> F=[1 2 3 4 5]’;
>> 1=[7.97 10.2 14.2 16.0 21.2]°;
F; . _ . }
e+ —=1; i=1,---,5 >> A=[ones(size(F)) F];
k >> x=A\1;
>> e=x(1)

4.2360
>> k=1/x(2)
k =
0.3100
>> Residual=norm(A*x-1)
Residual =
1.6041

=

i ritar en s.k. responsyta

>> N=40; M=45;
>> Res=zeros(N,M); 8

>> emin=2; emax=8; kmin=0.2; kmax=0.4;
>> e=linspace(emin,emax,N); !
>> k=linspace(kmin,kmax,M) ; 6
>> for n=1:N
for m=1:M @5
Res(n,m)=norm(Ax[e(n); 1/k(m)]-1); 4
end
end 3
>> Resmin=min(min(Res));
>> contour(k,e,Res,[1:0.4:4]*Resmin) %2 0.25 0.3 0.35 0.4
>> xlabel(’k’), ylabel(’e’) k

4. Sambandet sin(a + 8) = sin(a) cos(f) + cos(a)sin(8) ger u = Asin(t + v) = Acos(v)sin(t) +
Asin(v) cos(t) eller

u = co sin(t) + ¢1 cos(t)
dér ¢g = A cos(v) och ¢; = Asin(v).

Bestdmmer vi sedan ¢g och ¢; sa har vi A = \/c3 + ¢? och v = arctan (i—;)

>> t_deg=[0 30 60 90]’; u=[2.86 10.2 14.8 15.4]’; 16
>> t=t_deg*pi/180; % Omvandla till radianer 14
>> M=[sin(t) cos(t)]; % Kefficientmatris 12
>> c=M\u; % Losning 10

>> A=norm(c); v=atan(c(2)/c(1));

>> w=inline (’A*sin(t+v)’,’A’,’v’,’t’); % Modellen 2
>> disp([A v norm(u-w(A,v,t))]) A
1.5680e+01 1.8419e-01 2.4473e-02 1
>> te=linspace(t(1),t(end),200); % T&ta t-vdrden % 0.5 1 15 2

>> plot(t,u,’*’,te,w(A,v,te)) % for snygg graf

5. Vi provar med ett 2:a gradspolynom.
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>>
>>
>>
>>
>>
>>

T=[40; 45; 50; 55; .1
p=[565.3; 71.9; 92.5; 118;
c=polyfit(T,p,2);
Tm=1linspace (40,100,200);
plot(T,p,’*’,Tm,polyval (c,Tm))
xlabel(’T’), ylabel(’p’)

.1

p2(x) och matdata

800

600

2 400

200

>> title(’p2(x) och matdata’)
>> res=p-polyval(c,T); of
>> norm(res) 40 60 T 80
ans =
32.7487
Systematisk undersokning av gradtal n =1,2,---,6
>> for n=1:6
c=polyfit(T,p,n); disp([n norm(p-polyval(c,T))])
end
1.0000 218.5073
2.0000 32.7487
3.0000 2.5804
4.0000 0.1896
5.0000 0.1430
6.0000 0.1422
Residualanalys:
n=1 n=2 n=3 n=4
T~ >( < <
600 600
400 400
200 200
0 0
100 50 100 50 100
2 0.2
0 0 0 0
-100 -20 -2 -0.2
50 100 50 100 50 100 50 100
res res res res
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7 Egenviardesproblem.
Vi skall studera hur man 16ser egenvirdesproblem av typen
Az = Az,

dér A dr en kvadratisk matris, z &r en vektor skild fran nollvektorn och A #r en skalir (ett tal). z kallas
for egenvektor och A kallas for egenvirde.

Att 16sa sadana egenvirdesproblem ingar ibland som delproblem vid numeriska berdkningar. Vissa
tillampningar, t.ex. vibrationsproblem, leder direkt till ett egenvirdesproblem for en matris.

Exempel 7.1. Uthojningen v hos en ledlagrad stav av langd L som belastas med lasten P beskrivs av
foljande egenvirdesproblem for en ordinér differentialekvation

Elv'+Pv=0,0<z<L
v(0)=wv(L)=0

dir ET &r bojstyvheten.

- A

L /.

Vi diskretisera problemet genom att infora en ekvidistant indelning av intervallet, precis som i exempel
5.1, och anvinda en centraldifferensapproximation av derivatan. Later vi v; beteckna approximationen
av v(z;) far vi

{ Vi1 — 20 + v = —R*Ev i=1,2,--n

Vg = Upy1 =0

Med matriser kan detta skrivas

Av =X
dar
—2 1 U1
1 -2 1 Vo p
) ) ) v : oc o
1 -2 1 Un—1
1 -2 Un
Vi—1 U; Vi1
V3
Vo
U1 Un
P
T AT
h 00

Ett egenviirdesproblem for en n x n-matris har n stycken egenvirden med tillhérande egenvektorer. Ar
matrisen osymmetrisk och egenvirdena multipla, sa kan egenvektorerna tillhérande samma egenvirde
sammanfalla. Matrisen kallas da defekt.

Egenvektorer tillhorande olika egenvérden &r alltid linjért oberoende. En reell symmetrisk matris har
alltid reella egenvirden och egenvektorerna kan véljas ortogonala.

67



Om z dr en egenvektor sa dr den en icketrivial 16sning till det homogena linjira ekvationssystemet
(A= Az = 0 for nagot A, dvs. matrisen A — A &r singuldr da A dr ett egenvirde till A. Speciellt om T'
ar en trianguldr matris sa &r T — A\I singuldr precis da A = t;;, dvs. pa diagonalen i matrisen T finner vi
dess egenvirden.

Om V &r en kvadratisk ickesingulidr matris sd har A och B = V1AV samma egenviirden. En sidan
transformation (som bevarar egenviirdena) kallas en likformighetstransformation. Matriserna A och B
séiges vara simildra. Om z #ir en egenvektor till A sa ir y = V 'z en egenvektor till B. Man kan visa att
det finns ortogonala likformighetstransformationer sa att A dr simildr med en uppat triangulir matris 7T'.

Vi skall nu se pa nagra metoder for att bestimma egenvirden och egenvektorer. Fér den viktigaste
metoden, den s.k. QR-metoden, géller att de beriiknade egenlosningarna dr exakta for ett stért problem.

I detta sammanhang kan det vara bra att kidnna till ett storningsresultat av Bauer-Fike;

Om Ay, Ag, -+, A, &r egenvirden till A och vi samlar ihop motsvarande egenvektorer
T1,%a,*, Ty som kolonner i en matris X sa giller

min|A; — p| < s(X) || 64 |

dar p egenvirde till A + 0 A.

Speciellt om A #r symmetrisk sa dr x(X) = 1 (eftersom egenvektorerna kan véljas ortogonala) och vi far
min |, i <|| 64 |

dvs. en liten storning av en symmetrisk matris ger alltid endast en liten stérning av dess egenvirden.

7.1 Potensmetoden.

Om z dr en egenvektor till matrisen A sa kan motsvarande egenvirde A berdknas genom att man bildar
den s.k. Rayleigh-kvoten
zT Az

Tz
Potensmetoden gar ut pa att man bildar en f6ljd av vektorer
Uk+1 = Auk,k = 0:17"'7
som forhoppningvis konvergerar mot en egenvektor till A. Rayleigh-kvoterna

u} Auy,

T
U, Uk

O —

ger en approximation av motsvarande egenvéirde.

Potensmetoden kan nu formuleras;

Givet en vektor ug, upprepa fér £k =0,1,---,
(1). wr =wug/ || ug |2
(2). ups1 = Awy

(3). o = 71){7l/k+1

Normaliseringen i steg (1) gors for att undvika dverspill, normen pa vektorerna kan annars vixa mycket
snabbt nédr vi upprepade ganger multiplicerar med matrisen.

Antag att for egenvirdena A; till A géller
|Al‘ S S |An71| < ‘)\n|

och att motsvarande egenvektorer z;, i = 1,2,---,n ar linjirt oberoende.
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Da kan ug skrivas som en linjir kombination av dessa egenvektorer,

n
ug = E ;L.
i=1

Nu giller att
Up = Auk,1 = AQ’uk,Q == Aku() =

n n
= E O/,AkT7: E ai)\f’l‘“
i=1 i=1

dar vi har utnyttjat att Az; = \;x;. En omskrivning ger

n—1 k
uk:an)\k a:n—l—zﬁ ﬁ z; | .
" an \ A\,

i=1

Eftersom A,, &ar det till belopp storsta egenviardet kommer ())\‘—ﬂ)’c — 0 da kK — oo, och dirmed kommer

uy att ga mot an)\f'lmn, dvs. up kommer att konvergera mot egenvektorn z,, tillhérande det till belopp
storsta egenvirdet A,. Vidare giller att o — A\, da k — oo.

Inversiteration.

Med potensmetoden kunde vi ju bestimma det till belopp storsta egenvirdet och motsvarande egenvek-
tor. For att bestimma ett annat egenvirde och motsvarande egenvektor kan vi utnyttja att om A har
egenvirdena \;, i = 1,2,---,7n sa har matrisen (A — ul)~! egenviirdena (\; — u)~!. Sa det egenviirde
till (A — pl)~! som ér till belopp stérst ér det egenviirde till A som ligger nirmast u. Vi kan dérfor om
vi vill bestimma det egenvirde som ligger nirmast u genom att anvinda potensmetoden pa matrisen

(A—pl)~1t.

Inversiterationsmetoden kan nu formuleras;

Bestam ett skift ; néra det sokta egenvirdet A; och lat uy vara en slumpvektor, upprepa
for k=0,1,---,

(1). wr =wug/ || ug |2
(2). (A= pDugsr = wy

(3) O = w{ukﬂ

Nu kommer oy, att konvergera mot (X\; — u)~!, sa A; approximeras av u + 1/}, och uy konvergerar mot
z;. I steg (2) skall man ju losa ett linjart ekvationssystem for wg41, da gor man givetvis sa att man LU-
faktoriserar matrisen A — ul en gang for alla och anvinder sedan dessa faktorer vid 16sning av systemen.

Exempel 7.2. Vi ser pa exempel 7.1. Lat oss bestimma den ligsta kritiska lasten med inversiteration.
Det rdcker med n = 20 nodpunkter for att ge en hygglig approximation av egenfunktionen till det forsta
egenvirdet. Vi anvinder skiftet p = 0, eftersom det dr egenvirdet narmast noll vi vill bestimma, och far
med MATLAB

>> n=20; h=1/(n+1);

>> A=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); A=A+A’; 7, Generera matrisen A
>> C=chol(A); % Choleski-faktorisera A sa att A=C’*C
>> v=randn(n,1); % Startvektor av slumptal

>> for k=1:10,
y=C’\v; v=C\y;
disp(norm(v)), v=v/norm(v);
end

Fran MATLAB far vi utskriften

9.42386636347751
17.67049115870390
38.29286193928083
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44

.256364411129021
44 .
44 .

73318008568442
76398842110944

44.76593717395706
44.76606034281692
44.76606812749792

44 .76606861951934
Vi ser att approximationerna konvergerar. Nu ritar vi forsta bucklingsmoden

>> v=[0; v; 0];
>> x=[0:h:1]";
>> plot (x,v)

% Vi fyller pa randvédrdena

% Ritar ut bucklingsmoden

0.4

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

I ndsta avsnitt skall vi plocka fram metoder som kan berikna alla egenvirden och motsvarande egenvek-
torer pa en gang. |

7.2 QR-metoden.

Den s.k. @ R-metoden bygger pa att man gor en f6ljd av ortogonala likformighetstransformationer av ma-
trisen A m.h.a. @ R-faktoriseringar tills man far en matris pa triangulér form (diagonal form i symmetriska
fallet).

Metoden kan formuleras;

Lat Ay = A. Upprepa for k =1,2,---,
(1). Ar = QiR (QR-faktorisering)
(2). Apy1 = RiQx

Man kan visa att Agy1 — T, dir T trianguldr (diagonal i symmetriska fallet), da k¥ — oo och vi finner
alltsa egenvirdena till A langs diagonalen pa T'.

Nu dr Ay simildr med Ay, ty

A1 = RiQr = Qf QuRiQr, = Qf Ax Q.

eftersom QZQk = I. Egenvektorerna till 7" kan vi sedan bestimma med t.ex. inversiteration som vi skall
beskriva senare. Om y dr en egenvektor till 7' sa dr x = Vy, dir V = Q1Q> - - -, en egenvektor till A.

Varje gang vi upprepar steg (1) maste vi utféra en ny @) R-faktorisering. Detta kostar mycket berikningsarbete.
Med Householders metod kan vi med (n —2) multiplikationer med elementiira speglingar féra éver matri-
sen pa Hessenbergform® (tridiagonal form i symmetriska fallet). Denna Hessenberg matris kan vi sedan
anvinda () R-metoden pa till 1ag kostnad.

Lat oss se pa hur Householders metod gar till pa ett 4x4-exempel: Vi anvinder oss av elementira
speglingar P = I — 2uu”.

T r xr T 0

r T T X U21
AM = VP =1 2uju] u; =

r T T X Uus1

r Tr T T U4

Vid vénstermultiplikation vill vi nollstéilla i 1:a kolonnen. Vid hégermultiplikation maste vi l[imna 1:a
kolonnen orérd sa att vi inte forstor de nollor vi skapat. Forsta speglingen maste diarfér ha «y; = 0, ddrmed
kan vi bara nollstilla nedanfér den subdiagonala platsen. 1:a raden ldmnas orord vid vanstermultiplikationen.

5En matris ir pa Hessenbergform om den innehaller idel 0:or under subdiagonalen.
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PTAM = A® = pfAWp =

)

oow R
e e R
RSN SN S
ESIENS IS
oow R
N WW
NN WW
W W W

I niista steg dr det dax for den del av A(®) vi far om vi bortser fran 1:a raden och kolonnen. Nu maste vi
ha U1z = Uy = 0.

Py=1— 2ung7u2 =
U39

U429

Och vi far vid vénster- och hégermultiplikation foljande

r z z =z r z t t

T2 _ | Y 2 22 @) _pla@p _ | Y # t 1
Py A 0 s s s A Py AP 0 s t t|°

0 0 s s 0 0 t t

Vi ser att vi fatt A®) pa Hessenbergform.

Allmiint gar det till sa att vi startar med A1) = A, och utfor (n — 2) speglingar tills vi har A~V = H
en Hessenbergmatris.

Nu dr A och H similira eftersom
A = Pl AP,y = PP AP, 3P,y = = VALY,

med

V=PPFP- - P, (7.1)
For att fa snabbare konvergens i @) R-metoden kan man infora skift, dvs. man erséitter Ay med Ay — ugl i
metoden. Detta ger en forskjutning, skiftning, av egenvirdena. Om pj viljs pa lampligt sétt i varje steg

sa fas snabbare konvergens. Hur detta gors gar vi dock inte in pa hér.

Vi kan nu formulera ) R-metoden med skift;

Utfor Householders metod pa A sa att vi far en similér Hessenbergmatris H. Lat A, = H.
Upprepa for £k =1,2,---,

(1). (Ax — pxl) = QiR (QR-faktorisering)

(2). Apy1 = RiQp + pil

tills triangulér form (diagonal form i symmetriska fallet).

Alla matriserna Ay, Ao, - - - dr pa Hessenbergform, sa @) R-faktoriseringen i steg (1) kan utféras med litet
berikningsarbete ~ 3n? operationer. Egenvektorerna till A kan vi fa som z = Vy, dar V &r likfor-
mighetstransformationen (7.1) och y #r en egenvektor till H bestimd med t.ex. inversiteration. H kan
LU-faktoriseras till lag kostnad.

Exempel 7.3. Vi ser pa exempel 7.1 igen. Med MATLAB beréiknar vi och ritar upp de tre férsta bucklings-
moderna. Det ricker med n = 30 nodpunkter for att ge en hygglig approximation av egenfunktionerna

till det forsta, andra respektive tredje egenvirdet.

Har ser vi resultatet
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-0.21 b
I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
O\—/—\
05 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
0\/\—/
05 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Nu skall vi se hur vi fick fram resultatet. Forst genererar vi matrisen
>> n=30; h=1/(n+1);
>> A=eye(n,n)-diag(ones(n-1,1),1); A=A+A’;

Sedan tar vi och beridknar egenlosningarna med

>> [V,D]=eig(A);

Egenvirdena finner vi pa diagonalen i D och motsvarande egenvektorer dr kolonner i V. Vi plockar ut
diagonalen i D och sorterar egenvirdena i stigande ordning, dérefter sorterar vi om egenvektorerna i
samma ordning.

>> D=diag(D);
>> [D,index]=sort(D);
>> V=V (:,index);

Vi fyller pa randvéirdena med

>> V=[zeros(1,n); V; zeros(1,n)];

Och ritar ut de tre férsta bucklingsmoderna

>> x=[0:h:1]";

>> subplot(3,1,1), plot(x,V(:,1))
>> subplot(3,1,2), plot(x,V(:,2))
>> subplot(3,1,3), plot(x,V(:,3))

I det hir enkla fallet kan man 16sa problemet analytiskt och far de kritiska lasterna

2,2
n’n°EI
Pcr = 77 n = 1:27"'
Men den numeriska metoden duger dven till problem som inte kan 16sas analytiskt. [ |

7.3  Ovningar.
1. Visa att max; |A;| <|| 4 ||

2. Visa att om Az = Az sa giller foljande samband mellan de olika matriserna och deras egenvirdena.

Matris aAd A-—pul A (A pul)t
Egenvirde | oA A—p AT (A—p)!




. Egenvérdesproblem for ordinér differentialekvation

—u" =Xu, 0<z <L
u(0) =u(L) =0

beskriver dven egensvingningar hos en string som &r fast inspénd i bada dndar.

Bestdm den lagsta frekvensen med inversiteration. Det rdcker med n = 20 nodpunkter fér att ge
en hygglig approximation av egenfunktionen till det férsta egenvirdet. Anvind skiftet p = 0, ef-
tersom det dr egenvéirdet ndrmast noll vi vill bestdmma. Rita upp approximationen av motsvarande
egenfunktion.

Bestdm nagra av de ligsta egenfrekvenserna och motsvarande egenvektorer till det diskreta proble-
met med eigs i MATLAB. Rita upp approximationerna av egenfunktionerna.

Losningar.

1. Tag ett egenvirde A och motsvarande egenvektor v. Da giller att Av = Av och ddrmed

| Ao | Wl Ao
ol — ol — ol

Alltsa har vi

=[l Al

. Vi tar ett godtyckligt egenvirde A och motsvarande egenvektor v sa att Av = Av och far

I. B=aA: Bv = aAv = a(\v) = (a\)v

I. B=A—pul: Bv=(A—pl)v=Av —pv = v — pv = (A — p)v
L. B=A1YBv=A"1lo=21A"10w) =2 1A Ao ="
IV. B=(A—pul)™': Bv= (X — p)~'o foljer av II och IIL

Vi har samma matris som i exempel 7.1. Sa hér kan man gora i MATLAB

>> n=20;

>> h=1/(n+1); e=ones(n,1);

>> A=spdiags([-e 2%e -e],[-1 0 1],n,n); % Generera tridiag. matrisen

>> C=chol(A); % Choleski-faktorisera den

>> v=randn(n,1); % Startvektor av normalf. slumptal
>> for k=1:10, % Iterationen

y=C’\v; v=C\y;
disp(norm(v)), v=v/norm(v);
end

och utskriften blir t.ex. (olika korningar ger olika startvirden)

9.42386636347751
17.67049115870390
38.29286193928083
44.25364411129021
44.73318008568442
44.76398842110944
44.76593717395706
44.76606034281692
44.76606812749792
44.76606861951934

Vi ser att approximationerna konvergerar. Nu ritar vi forsta egenmoden

>> v=[0; v; 0]; % Vi fyller pa randvardena
>> x=[0:h:1]7; % Genererar nitpunkterna
>> plot(x,v) % Ritar ut moden
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(b) Vi tar och beréknar egenlésningarna med (eigs ér den glesa versionen av eig)

>> k=3; % antal egenvédrden
>> [V,D]=eigs(A,k,’SM’); % SM = narmast nollan

Egenvirdena finner vi pa diagonalen i D och motsvarande egenvektorer ér kolonner i V. Vi plockar ut
diagonalen i D och sorterar egenvirdena i stigande ordning, dérefter sorterar vi om egenvektorerna
i samma ordning. Sedan fyller vi pa randvéirden och ritar ut de tre forsta moderna

>> D=diag(D);

>> [D,index]=sort(D);

>> V=V (:,index);

>> V=[zeros(1,k); V; zeros(1l,k)]; % randvarden
>> x=[0:h:1]";

>> subplot(3,1,1), plot(x,V(:,1))

>> subplot(3,1,2), plot(x,V(:,2))

>> subplot(3,1,3), plot(x,V(:,3))

0
-0.21 b
I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
O\—/—\
05 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5
0\/\—/
0.5 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

>> help eigs

EIGS Find a few eigenvalues and eigenvectors of a matrix using ARPACK.
D = EIGS(A) returns a vector of A’s 6 largest magnitude eigenvalues.
A must be square and should be large and sparse.

[V,D] = EIGS(A) returns a diagonal matrix D of A’s 6 largest magnitude
eigenvalues and a matrix V whose columns are the corresponding eigenvectors.

[V,D,FLAG] = EIGS(A) also returns a convergence flag. If FLAG is O
then all the eigenvalues converged; otherwise not all converged.

EIGS(AFUN,N) accepts the function AFUN instead of the matrix A.

Y = AFUN(X) should return Y = A*X. N is the size of A. The matrix A
represented by AFUN is assumed to be real and nonsymmetric. In all these
calling sequences, EIGS(A,...) may be replaced by EIGS(AFUN,N,...).
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EIGS(A,B) solves the generalized eigenvalue problem A*V == BxV*D. B must
be symmetric (or Hermitian) positive definite and the same size as A.
EIGS(A,[],...) indicates the standard eigenvalue problem A%V == VxD.

EIGS(A,K) and EIGS(A,B,K) return the K largest magnitude eigenvalues.

EIGS(A,K,SIGMA) and EIGS(A,B,K,SIGMA) return K eigenvalues based on SIGMA:
LM’ or ’SM’ - Largest or Smallest Magnitude
For real symmetric problems, SIGMA may also be:
LA’ or ’SA’ - Largest or Smallest Algebraic
’BE’ - Both Ends, one more from high end if K is odd
For nonsymmetric and complex problems, SIGMA may also be:
LR’ or SR’ - Largest or Smallest Real part
’LI’ or ’SI’ - Largest or Smallest Imaginary part
If SIGMA is a real or complex scalar, EIGS finds the eigenvalues closest to
SIGMA. In this case, B need only be symmetric (or Hermitian) positive
semi-definite and the function Y = AFUN(X) must return Y = (A-SIGMAx*B)\X.

EIGS(A,K,SIGMA,OPTS) and EIGS(A,B,K,SIGMA,OPTS) specify options:

OPTS.issym: symmetry of A or A-SIGMA*B represented by AFUN [{0} | 1]
OPTS.isreal: complexity of A or A-SIGMAx*B represented by AFUN [0 | {1}]
OPTS.tol: convergence: abs(d_comp-d_true) < tol*abs(d_comp) [scalar | {eps}]
OPTS.maxit: maximum number of iterations [integer | {300}]

OPTS.p: number of Lanczos vectors: K+1<p<=N [integer | {2K}]

OPTS.v0: starting vector [N-by-1 vector | {randomly generated by ARPACK}]
OPTS.disp: diagnostic information display level [0 | {1} | 2]

OPTS.cholB: B is actually its Cholesky factor CHOL(B) [{0} | 1]

OPTS.permB: sparse B is actually CHOL(B(permB,permB)) [permB | {1:N}]

EIGS(AFUN,N,K,SIGMA,OPTS,P1,...) and EIGS(AFUN,N,B,K,SIGMA,OPTS,P1,...)
provide for additional arguments which are passed to AFUN(X,P1,...).

Examples:
A = delsq(numgrid(’C’,15)); d1 = eigs(A,5,’SM’);
Equivalently, if dnRk is the following one-line function:
function y = dnRk(x,R,k)
y = (delsq(numgrid(R,k))) * x;
then pass dnRk’s additional arguments, ’C’ and 15, to eigs:
n = size(A,1); opts.issym = 1; d2 = eigs(@dnRk,n,5,’SM’,opts,’C’,15);

See also EIG, SVDS, ARPACKC.
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