8 System av ickelinjira ekvationer.
Vi skall studera numerisk losning av system av n ickelinjéra ekvationer i n obekanta,

f1($17w25"'3mn) =0
f2($17w25"'3mn) =0

fﬂ(x17x2a"'7xn) =0

Med vektorbeteckningar kan systemet skrivas

F(z) =0,
med
fi(z) 1
F(z) = fsz) och z = xz
nl) £y

F &r alltsa en vektorviird funktion med n komponenter, dir varje komponent beror av n variabler, dvs.
F:IR" - R"

Exempel 8.1. En dubbel pendel roterar med vinkelhastigheten w runt en vertikal axel.

Vid jamvikt for de tva pendlarna #r vinklarna mot vertikala axeln, x; och zs, losningar till féljande
system av ekvationer,

Fla) [ Fi(@, 22) ] _ [ tan(@1) — £(Lisin(@1) + 522 Losin(z,)) | _ .
fa(z1, 22) tan(zy) — % (L sin(z) + Ly sin(zs)) '
Vi skall senare i kapitlet se hur vi kan rikna fram z; och z». [ |

En losning z* till systemet F(z) = 0 kallas singuléir om funktionalmatrisen eller Jacobianmatrisen

L@y o )
J(z*) = 6—F(a:"‘) = : . :
Oz of. : of. ’
po () - gpE(at)

ar singuldr, annars kallas den reguljar. Vi ndjer oss med att bestimma reguljira 16sningar i det hér
kompendiet.
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Startapproximationer.

Att uttala sig om hur manga rotter ett system av ekvationer har ar betydligt svarare dn fér en skaldr
ekvation. Det géller dven startapproximationer. Vi skall se hur man kan finna en startapproximation d&
vi har tva ekvationer i tva obekanta. Senare i kapitlet skall vi dterkomma till denna fraga.

Exempel 8.2. Lat oss se pa ekvationssystemet fran exempel 8.1. Om vi tar m; =mgy och Ly = Ly = L
sa far vi funktionen
F(z) = tan(z1) — k(2sin(z1) + sin(zz))
“ | tan(zp) — k(2sin(xq) + 2sin(zs)) |’
med k = “;—L som parameter.
g
Vi tar £k = 0.4 och anviinder MATLAB for att rita upp nollnivaerna for fi och f2, dvs. mingderna
{(z1,z2)|f1(z1,22) = 0} och {(x1,x2)|f2(x1,22) = 0}, och se efter de punkter dir bade f; och fo dr noll
samtidigt.

>> x1=0:pi/120:pi/2; x2=0:pi/120:pi/2;

>> [X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

>> k=0.4;

>> Fil=tan(X1)-k*(2*sin(X1)+sin(X2));

>> F2=tan(X2)-k*(2*xsin(X1)+2*sin(X2));

>> contour(x1,x2,F1,[0,0]), hold on % Noll-nivékurvan fér f_1
>> contour(x1,x2,F2,[0,0],’:°) % Noll-nivakurvan for f_2
>> axis(’square’)

15

0.5

0 0.5 1 15

Med funktionen ginput kan vi liisa av en approximation av skirningspunkten.

>> x_start=ginput (1)
x_start =
0.6635 0.8158

Vi kommer snart se att detta #r en utméirkt startapproximation. [ |

8.1 Newtons metod for system av ekvationer.

Antag att 2 &r en approximation av roten till systemet F(x) = 0. Taylorutvecklingen runt 2(0) ger;
i 0)y -
filz)  fi@9) + > 6—4(:{:(0))(3:]- - a:§ Y),i=1,2,---,n,
j=1

eller med vektor och matrisbeteckningar
F(z) ~ F(z9) + J(z©)(z — 2(O). (8.1)
Vi far en lokal linjir modell av F(x) = 0 genom att sitta hogerledet i (8.1) till 0;
F(z©) + J(z©)(z - 2@) = 0.

och 16sa detta linjira ekvationssystem med avseende pa x.

Allmént kan Newtons metod formuleras;
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Givet en approximativ 16sning z(®) av F(z) = 0, bestdm en foljd av approximationer
{z(®)} enligt,
g*HD) = 2 4 g®) k=0,1,- -,

dir d® &r 16sningen till det linjéra ekvationssystemet

J(z™)d®) = —F(z(®).

Om startapproximationen ligger tillrdckligt nira en rot x* som &r reguljér s konvergerar iterationerna
kvadratiskt mot denna rot.

Exempel 8.3. Vi fortsdtter med exempel 8.2, dvs. funktionen

tan(z1) — k(2sin(z1) + sin(z2))

F(z) = [ tan(zy) — k(2sin(zy) + 2sin(zs))

E

—k cos(z2) ]

som har derivatamatrisen

() = [ 1 + tan?(z1) — 2k cos(z1)

—2k cos(z1) 1+ tan?(z2) — 2k cos(z2)
Losningen kan vi fa fram med MATLAB s hiir (som startapproximation tar vi z(® = (1,1))
>> x=[1;1];
>> k=0.4;

>> for i=1:10,

F=[tan(x(1))-k*x(2*sin(x(1))+sin(x(2)))
tan(x(2))-k*x(2xsin(x(1))+2*sin(x(2)))];
J=[1+tan(x (1)) "2-2xk*cos (x (1)) -k*cos(x(2))

-2xk*cos(x(1)) 1+tan(x(2)) "2-2xk*cos(x(2))]1;

x=x-J\F;

disp([x’ norm(F)])

end

Vi far foljande resultat

k 2V oy | F(z™) |

0 1.00000000000000 1.00000000000000 | 0.58690391766643
1 0.80997024373691 | 0.90204950504236 | 0.58690391766643
2 0.69965010170664 | 0.84541600846910 | 0.16763485689433
3 0.67036024336285 | 0.82702065671174 | 0.03066795921289
4 0.66852167934804 | 0.82560780673114 | 0.00186657720807
5 0.66851437892356 | 0.82560123076381 | 0.00000824282232
6 0.66851437880113 | 0.82560123063839 | 0.00000000015517
7 0.66851437880113 | 0.82560123063839 0
8 0.66851437880113 | 0.82560123063839 0
9 0.66851437880113 | 0.82560123063839 0
10 | 0.66851437880113 | 0.82560123063839 0

Av tabellen ser vi att konvergensen dr kvadratisk. Nu tar vi och ritar upp pendlarna, till vinster for

k = 0.4 och till hoger for ndgra olika k-varden.

0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
k=0.5
k=0.45
15 k=0.4 .15 k=0.4
k=0.35
2 2 k=0.3
0 1 0 1 2
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En dalig startapproximation kan leda till att Newtons metod divergerar, da &r det limpligt med ddmpad
Newton
gD = z(k) 4 gk p=01,...,

J(z®d® = —F ().

Dimpningsfaktorn o®) viljs s& att || F(z*+D) ||<|| F(z®) ||. Man kan t.ex. borja med a*) = 1, om
man inte far ndgon reduktion av lingden av residualen kan man successivt halvera a(® tills man far en
reduktion.

En iteration med Newtons metod kréver ~ "3—3 operationer (Gauss-eliminationen) om Jacobianen inte har
speciell struktur. Man kan modifiera Newtons metod genom att ersitta de olika matriserna J(z*¥)) med
J(z(®). Da LU-faktoriserar man J(z(®)) en gang for alla och anvinder sedan dessa faktorer for att losa

. *a . PrY . . - o 3 . . I8 B
de linjéra ekvationssystemen. Forsta iterationen kréver da ~ - operationer, medan arbetet i de féljande
iterationerna bara kriver ~ n? operationer. Denna variant av Newton konvergerar dock inte kvadratiskt.

Om vi inte vill berdkna derivator sa kan man approximera derivatamatrisen med differenskvoter,

OF . F(z+he;) — F(x)
87]_(55) ~ A

for nagot litet positivt h, dér e; &r j:te enhetsvektorn. I MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX finner vi
fsolve som anvinder denna tekniken.

Exempel 8.4. Vill vi anvinda fsolve maste vi skapa en fil med en beskrivning av funktionen F'.

function F=dubbel(x,k)
F=[tan(x(1))-k*x(2*sin(x(1))+sin(x(2)))
tan(x(2))-k*x(2*xsin(x(1))+2*sin(x(2)))];

och i MATLAB l6ser vi problemet med

>> k=0.4;
>> x0=[1;1];
>> x=fsolve(@dubbel,x0,[],k)
x =
0.66851508712394
0.82560158848836

8.2 Inbiddning.

Ibland kan det vara svart att hitta en tillrackligt bra startapproximation till ett ickelinjért ekvationssystem
F(z) =0, da kan man definiera en familj av ekvationer (inbéddning)

H(z,A)=0,0< A< 1,
s& att
H(z,0) = E(z)

ir enkel att 16sa eller har kind 16sning och
H(z,1) = F(z)
ir var ursprungliga ekvation.

Inom t.ex. strukturmekanik kan A = 0 motsvara en obelastad konstruktion for vilken man inte har ndgon
forskjutning medan A = 1 motsvarar den aktuella lasten som man vill berdkna foérskjutningen for.

Antag att det fran en 16sning z(0) av E(z) = 0 utgar en kurva z(\) av lsningar till H(z()\),A) = 0 for
0 < A <1, sa kan vi folja denna kurva fram till z(1), som ju dr en 15sning till F(z) = 0, genom att 16sa

en 6ljd av ekvationer
H(z(X),Xi) =0,0 <A < Agvor < Ay = 1,

dar A, Mg, - - - villjs sd att z()\;), losningen till H(z, \;) = 0, duger som startapproximation fér berikning
av 16sningen z(A;y1) till ekvationen H(z, A;+1) = 0 med ndgon lamplig metod, t.ex. Newtons metod.
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Man kan konstruera olika inbdddningar, ett exempel &r;

H(z,\) = AF(z) + (1 — \)E(x).

Tyvirr dr det inte alltid litt att hitta en inbdddning med kurvor som forbinder 16sningar till E(z) = 0
med 16sningar till F'(z) = 0. Kurvorna kan ha singuliira punkter dir de kan forgrena sig eller vika sig
over sig sjdlva.

Ibland férekommer en parameter naturligt i ekvationen. T.ex. fér var dubbelpendel skulle vi kunna ta
A= %. Da XA =0, dvs. dd k = oo, &r losningen z; = x2 = § kéind. Vi kan 16sa ekvationen for en f6ljd av
A-vdrden och dad A =1 dr k = 0.4, dvs. vi har var ursprungliga ekvation.

8.3

1.

8.4

2.

Ovningar.
Bestam l6sningarna till foljande ickelinjira ekvationssystem

22 +22-1=0
A

dvs. hitta alla punkter (z1,z2) som uppfyller biigge ekvationerna samtidigt. Ledning: Gor en vari-
abelreduktion, dvs. infér en parametrisering av lésningarna till den ena ekvationen.

En 20 m lang skena &r fast inspdnd. Pa grund av viarme utvidgas skenan och blir 2 mm lidngre, och
kommer da att bojas ut i, som vi antar, cirkelform (solkurva pa jarnvig). Berdkna den maximala
utbgjningen med tre signifikanta siffror.

Bestam med fem korrekta decimaler den 16sning till systemet

sin(zy + x2) = x1
cos(z1 — T2) = X2

som ligger i férsta kvadranten.

Losningar.

. Vi ritar noll-nivikurvorna till fi = 27 + z3 — 1 och fo = exp(z172) + 1 + T2 — 1 och far figuren

nedan till vinster.

Lat z1 = cos(t) och z2 = sin(t). Vi far da ekvationen
F(t) = esMsin() 4 cos(t) +sin(t) —1=0

som vi loser med avseende pa t. Grafen till f ser vi ovan till hoger, dér vi litt ldser av startapproxi-
mationer. Med t.ex. Newtons metod far vi t* = 5.7509 och ddrmed =} = 0.8617, 25 = —0.5075 samt
t* = 2.1030 och darmed 27 = —0.5075, 25 = 0.8617.

Vi infér beteckningar enligt figuren s giller att h = (1 — cos(v))r.
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b =10.001

10

Lite geometri ger ett ickelinjirt ekvationssystem i r och v

rv = 10.001
rsin(v) = 10

Nér vi val 1ost detta system kan vi berdkna h. Later vi z; = r och x5 = v kan systemet skrivas
F(z) =0, dar

F(z) = [ @125 — 10.001 ]

x1 sin(z2) — 10

med Jacobianmatrisen

(@) = { Zo 21 ]

sin(za) 1 cos(z2)

Med t.ex. Newtons metod far vi » = 408.30 och v = 0.12238. Utbdjningen blir h = 12.25 cm.

. Vi ritar upp noll-nivakurvorna till f; = sin(z; + 22) — 21 och fo = cos(x1 — z2) — 22, for att kunna
ldsa av en startapproximation.

3

2 f1=0
N
x

1

f2=0
0
0 1 2 3
x1

Vi ser att (z7,23) = (1,1) och far en noggrann bestimning med fsolve

>> F=inline(’ [sin(x(1)+x(2))-x(1); cos(x(1)-x(2))-x(2)]’,’x’)

F =
Inline function:

F(x) = [sin(x(1)+x(2))-x(1); cos(x(1)-x(2))-x(2)]
>> x0=[1; 1]1;
>> x=fsolve(F,x0)
x =

0.9351

0.9980
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9 Optimering.
Vi skall se pa numerisk 16sning av minimeringsproblem skrivna pa formen

in F'
min F'(z)

dar 2 kallas tillaten mdngd och F : IR"™ — IR kallas malfunktion eller objektfunktion.

Ur programvarusynpunkt delar man upp problemen i tva huvudklasser
e Minimering utan bivillkor: O = R"

e Minimering med bivillkor: Q@ = {z € R" | ¢(z) =0, d(z) <0}, dir ¢: R" = R™ och d : R" — RRY.

%
%
0

i
7

N
\ ‘:'!/// /// ll
\"’,, /

Q begransad mingd

Vi skall se pa metoder som bestimmer ett lokalt minimum utgaende ifran en startapproximation. Forst
utan bivillkor, sedan med.

Om detta lokala min ocksa &r globalt far vi sjilva halla reda pa. Bilden visar (i fallet Q = IR?) hur olika
startapproximationer kan leda oss till olika lokala minpunkter.

9.1 Minimering utan bivillkor.
Nédvindiga villkor for att x* skall vara ett lokalt minimum till F' &r

1) g(z*) =0, dvs. z* en stationér punkt.
(2n) G(z*) &r positivt semi-definit, dvs. inga negativa egenvirden.

Hir dr g(x) = F'(x) gradienten (en kolonnvektor) och G(z) = F"(x) #r Hessianen (en matris).
OF 0’F
=[5z, 0= [oral,

Tillrickliga villkor for att x* skall vara ett starkt lokalt minimum till F &r forutom (1)
(27) G(z*) &r positivt definit, dvs. alla egenvirden positiva.
Exempel 9.1. Ser pa F(z) = 127 Az + 27b dér A symmetrisk matris.

Om {u;} dr en ON-bas av egenvektorer till A med motsvarande egenviirden \; s kan en godtycklig vektor
0z skrivas dz = ). au;.

Antag att x* stationdr punkt. Vi har da att g(z*) = Az* + b =0 och G(z*) = A.
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Taylorutveckling ger
F(z* 4 0z) = F(z*) + 6zl g(a*) + 1027 G(2*)dz =

Vi har alltsd F(z* + 6z) = F(z*) + 3 >_; a?X; och far foljande fall
(1) Ai >0 Vi = z* starkt minimum
(2) A\ >0, A\; =0 for nagot i = z* svagt minimum
(3) \; olika tecken = z* sadelpunkt

I tva dimensioner ser det ut s hir

A2 >0 A2 =0 A2 <0

N
—

grop rinna sadel

o

For att finna ett minimum kan man borja med att bestimma en stationdr punkt och sedan avgoéra om
det &r en minpunkt.

Forst ser vi pa envariabel fallet. Vi kan 16sa g(z) = F'(z) = 0 med Newtons metod (anviinder 1:a och
2:a derivata)

9(zk) F'(xp)
—ap — 1 -
Th+1 T g’(mk) eller Tg41 Tk F”(mk)
eller sekantmetoden (anvinder bara 1:a derivata)
Th+1 = Tk — TR T Thkol 9(zk)
" 9(zk) — 9(xp-1)

Nu ser vi pa flervariabel fallet. Vi kan 16sa ickelinjira systemet g(x) = 0 med en iterationsmetod av typen

Tkl = Tk + QkPr
dér pg ar en sokriktning och ay, en steglingd.
Ett specialfall ir Newtons metod ay = 1, py = —G(zr) ' g(zk)
En sokriktning py kallas for en descentriktning om plg(z)) < 0.

9(zk)

Pk -

F(z) = konst.

Da finns en steglingd «ay, sa att F(zg + agpr) < F(zg). Vi har gTi(xk) = plg(zr) < 0 = F avtar i

riktningen pj, (dtminstone lokalt).

Speciellt géller pf g(zx) < 0 om vi tar
pr = —g(zr)
Med detta val av py, far vi gradientmetoden eller Steepest Descent-metoden.
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9.1.1 LinjesSkning.

Antag att vi har en sdkriktning py,. Hur langt skall vi ga 1dngs denna riktning, dvs. hur stort skall vi vilja
Qg ?

Helst vill vi ta aj som 16sning till
min s(a) = F(xy, + apy)
(e

Losningen o uppfyller s'(a*) = 0. Nu &r s'(a) = plg(z), + apy) sa vi skall helst ga till den punkt dér
gradienten dr vinkelrit mot pg.

g(zr + apy)

Exempel 9.2. For det kvadratisk fallet F(z) = 327 Az + 27b har vi g(z) = Az + b och far

s'(a) = prg(ar + apr) = pi A(wr + ap) + P b = pi 9(zx) + apy Aps
st 1%\ * _Pfg(wk)
Foljer att  s'(a*) =0 a* = T Ape [ |
Normalt skulle det kosta for mycket att bestimma a* exakt, s& man ndjer sig med en (ibland rétt grov)
approximativ 16sning.

9.1.2 Parameteranpassning.

Ett speciellt fall av minimering utan bivillkor dr parameteranpassning. Antag vi vill anpassa en modell
(x,t), som #r ickelinjir i z, till en serie métdata (t;,y;),% = 1,---,m. Vart problem blir att minimera

1 1«
Fa)= ¢ |lr(x) 3= 3 Y (@)’
i=1
dar p;(xz) = ¥ (z,t;) — y;- Nu har funktionen F' en speciell struktur och vi far derivatorna
g(@) = J(2)Tr(z), Gl(z)=J(@)"I(@)+ ) pi(x)Hi()
i=1

dar

_ Op; _ d%p;
““‘bwL/ E@*mewhd

Newton riktningen blir

pe == T+ > pilwe) Hize) Ty

i=1
Om p; sma (bra anslutning i modellen) eller H; sma (nistan linjir modell) s& kan Newton riktningen
ersittas med den s.k. Gauss-Newton riktningen (som bara anvéinder 1:a derivator)

pe =~ )T T
Nu &ar py, 16sningen till det linjdra minsta-kvadrat problemet

min | Jep + 7k 113

som #r en linjdrisering av r, eftersom r(xy + p) =~ r(zx) + J(zx)p-
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9.2 Minimering med bivillkor. (Overkurs)

Vi nojer oss med att se pa minimeringsproblem med likhetsbivillkor

in F
R

dir @ ={z € R"|¢(z) =0} med c: R" — IR™.

Bilda Lagrangefunktionen
L(z,\) = F(z) + \Tc(x +Z)\cz

dar A € R™ kallas Lagrange multiplikatorer.

Vi deriverar

L (x,\) = g(z) + ¢ ()T = g(x +Z)\ ¢
L(2, ) = c(a)
(20 = G@) + 3 A (@)

(@A) =d(@)", e (@A) = ¢ (2)
dar

c (a:) = [ac’“] k,; funktionalmatrisen till c(x)
ci(z) = g?;k Jr  gradienten till ¢;(x)
Nz ) [azkazj lk,; Hessianen till ¢;(x)

z* kallas en reguljir punkt pa c(z) = 0 om ¢'(z*) har full radrang, dvs. om ¢}, gradienterna av ¢;, ir
linjart oberoende.

Nédvindiga villkor for att en reguljir punkt z* skall vara ett lokalt minimum

(1) Ly(z*,X*) =0, dvs. g(z*) + ¢'(z*)"A* =0
(2) L (z*,\*) =0, dvs. ¢(2*) =0
(38n) LY (z*, X*) positivt semi-definit pa

M =N(d(z")) = {y €e R"|(z")y = 0}
M &r tangentplanet till bivillkoret ¢(z) =01z = z*.

Tillrickliga villkor for att =* skall vara ett starkt lokalt minimum &r (1), (2) och
(3r) LI, (z*,\*) positivt definit pa M

Z1

F(z) 6ver ¢(z) = 0 norrut
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9.2.1 Lagrange system.

Vi kan 16sa Lagrange systemet

' ! T
H(y) = H(z,)\) = [ ﬁigj\\g ] = [ 9(z) Jcr(z)(“’) M=o

Givet en approximation yr = (zx, Ax) sa kan vi anvinda Newtons metod

k1 = yx — H' (yx) " H (ys)
dar
H'(y) = Ly, LI _ G(z) + Y, hdl(z) d(z)T
Ly, 0 c'(x) 0
9.2.2 Straff-funktion.

Vi kan ocksa aterfora problemet till en foljd av problem utan bivillkor genom att bilda en s.k. straff-
funktion (man infor ett straff om c(x) # 0)

P(a,p) = F(@) + £lle(@)|”

som man minimerar for en vixande foljd av positiva p-vérden.

Om zj 16sning till min, P(z, py) sa giller oftast att z; — z* da pr — +oo dér z* losningen till
min(,)— F'(z). Vidare har vi da att pgc(zy) — A* d& pr = +oo.

Exempel 9.4. Hir ser vi nivakurvorna till vart favoritexempel for olika virden pa p. Vi ser att dalgangens
vaggar blir allt brantare.

p=0 p=1

p=100000

Minimeringsproblemet kan bli illakonditionerat da pj, stort. Man kan regularisera straff-funktionsmetoden
genom att inféra en utokad Lagrangefunktion, men vi gér inte in pa det.
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9.3 MATLAB OPTIMIZATION TOOLBOX.

Fo6r minimering utan bivillkor finns fminbnd f6r envariabel fallet och fminunc och fminsearch for
flervariabel fallet. Den senare funktionen anvinds i de fall da objektfunktionen inte #r deriverbar.

Overbestimda ickelinjira ekvationer 16ses med Isqnonlin och med Isqcurvefit gors parameteranpass-
ning.

Funktionen fmincon ir avsedd for optimeringsproblem med bivillkor.

Exempel 9.5. Antag vi vill finna ett lokalt minimum till

F(zr) = e® (4o + 222 + 4z120 + 205 + 1)

>> x1=linspace(-3.5,1.5,40); x2=linspace(-2.5,2.5,40); lv=linspace(0.025,2,20);
>> [X1,X2]=meshgrid(x1,x2);

>> F=exp(X1) .*(4*X1. 2+2%X2. " 2+4xX1. *X2+2xX2+1) ;

>> contour(X1,X2,F,1v)

>> xlabel(’x.1’), ylabel(’x2’), axis(’square’)

25
2.
157

1t
0.5}

=< o/

Vi skapar en fil med objektfunktionen

function f=fun_ex9_5(x)
f=exp (x (1)) *(4*x (1) "2+2%x(2) "2+4*x (1) *x (2) +2xx (2) +1) ;

och ldser in startapproximation och bestdmmer noggrann 16sning med

>> x0=ginput(1); x0=x0’;

>> x=fminunc (@fun_ex9.5,x0)

Optimization terminated: relative infinity-norm of gradient less than options.TolFun.
X:

0.5000

-1.0000

Exempel 9.6. Vi har féljande modell av ett insviigningsforlopp

Y(x,t) = z1 + sin(zat) exp(—z3t)

som vi vill anpassa till en métserie (t1,y1), (t2,92), ", (km, Ym)-

Vi skall darfor 16sa .
min f(z) =Y _(¥(z,t:;) - 4:)*
zelR i=1

Vi ritar upp métserien
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>> t=[1 47 10 13 16 19 22 25 28]’;

>> y=[2.2734 2.6353 1.7202 1.7887 1.9781 2.2526 2.0107 1.7970 1.7775 2.0543]7;
>> plot(t,y,’*’)

>> xlabel(’t’), ylabel(’y’), title(’m&tdata’)

matdata
3 T
*
25F B
> * *
2r * * * B
%* * * *
1.5 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Med tanke pa modellen borde z; vara nira medelvirdet av y-virdena. Av grafen ser vi att z2 borde vara
nira 0.4 (svingningen hinner med ungefir tva perioder pa tidsintervallet) och z3 skattar vi till 0.1.

Nu beskriver vi modellens virde i de olika t-punkterna och bestimmer parametrarna x = (z1,%2,3)
med lsqcurvefit

>> x0=[mean(y);0.4;0.1];
>> disp(x07)
2.02878000000000 0.40000000000000 0.10000000000000

>> psi=inline(’x(1)+sin(x(2) *t) . xexp(-x(3)*t)’,’x’,’t?);
>> x=1sqcurvefit(psi,x0,t,y);

>> disp(x?)

1.95781412843194 0.48866258469118 0.09716146285612

>> te=linspace(t(1),t(end),200); % tdta t-vdrden ger snygg graf
>> plot(t,y,’*’,te,psi(x,te)) % rita data och modell
>> legend(’Mitdata y_i’,’Modell \psi(t)’)

3 I
% Matdata Y,
25k —— Modell (1) ||
*
2 - -
15 | 1 | | |
0 5 10 15 20 25 30

9.4 Ovningar.

1. I samband med studiet av diffraktion vill man s6ka lokala maximum till funktionen

sin? (u)

y= u2

Hur ménga lokala maximum finns det. Bestim nagra av de minsta (positiva).

2. Greve Rumford utforde 1798 foljande experiment. Ett kanonrdr uppvirmdes till temperaturen wug
genom att ett trubbigt borr vreds runt av histar i 30 minuter.
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Sedan fick roret svalna medan man da och di mitte temperaturen w i roret. Man fick foljande
métserie

t (min) | 4 5 7 12 14 16 20 24 28 31 34 375 41
u (°F) | 126 125 123 120 119 118 116 115 114 113 112 111 110

Ta fram en modell som bygger pa Newtons avsvalningslag och anpassa denna till mitdata i minsta-
kvadrat mening.

En timmerrénna har i genomskirning formen av en likbent parallelltrapets. Vid tillverkningen
anvinds 6 meter breda metallplatar. Hur ska dessa bockas for att réinnan ska rymma s& mycket
som mojligt?

T
Beskriv tvirsnittsarean A som funktion av z och a.

Rita en bild av funktionsytan till A(z,«), rita dven nivakurvor till funktionen. Forsok ldsa av en
startapproximation, av maxpunkten, i figuren. Anvind sedan t.ex. fminsearch i MATLAB f6r att
berdkna en noggrann approximation av losningen.

9.5 Losningar.
1. Vi minimerar f(u) = —y med fminbnd

>> u=linspace(le-3,15,200);
>> y=inline(’sin(u).”2./u.”2’); il
>> subplot(2,1,1), plot(u,y(u)) 1
>> subplot(2,1,2), plot(u,y(u)) 1
>> axis([0 15 0 0.051) 1
>> [umax_1,y_0]=ginput(1); - o
>> [umax_r,y_0]=ginput(1);
>> f=inline(’-sin(u)."2./u.”2’); 008
>> umax=fminbnd (f,umax_1l,umax_r) ooal |
umax =

0.03- | 1

4.4934 ‘

0.02- —
>> y(umax)

0.01- i
ans =

0.0472 % 5 10 15
2. Om begynnelsetemperaturen i kanonréret (efter uppvirmningen) ér ug och omgivande temperaturen

8r Uomg & ger Newtons avsvalningslag:

u' = —0(u — Uomyg),t >0
u(0) = uo

90



Losningen till detta begynnelsevirdesproblem dr u(t,0) = uomg + (Uo — Uomg) €xp(—6¢) och vart
6verbestdmda systemet blir

f’L(a) = 'U/(t,,o) —U; = 077’ = 17"'7m
Vi antar att uomg = 100 och bestdmmer 6 och 4o med Isqcurvefit i MATLAB

>> t=[4 57 12 14 16 20 24 28 31 34 37.5 41]’;
>> u=[126 125 123 120 119 118 116 115 114 113 112 111 110]’;
>> u_omg=100;
>> plot(t,u,’*’)
>> theta=0.1; u_0=130; % Startgissning fran graf
>> f=inline(’u_omg+(x(2)-u_omg)*exp(-x(1)*t)’,’x’,’t’, ’u_omg’)
>> x=[theta u_0]’;
>> x=1sqcurvefit(f,x,t,u,[]1,[],[],u_omg)
X =
2.5527e-02
1.2787e+02
>> plot(t,u,’*’,t,f(x,t,u_omg))
>> res=norm(f (x,t,u_omg)-u)

res =
1.6831e+00
130
*
1251 - 1
~_
120+ R 4
TR _
115} e |
—k
Ia—
110 T
105 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

. Arean ges av A(z,a) = z(3— Z) sin(a) + (3 — Z)?sin(2a) och vi ritar funktionsyta och nivakurvor,

laser av startapproximation och bestimmer noggrann 16sning med:

>> N=30; [X,Alpha]=meshgrid(linspace(0,6,N),linspace(0,pi/2,N));

>> A=X.*(3-X/2) .*sin(Alpha)+1/2%(3-X/2) ."2.*sin(2*Alpha);

>> subplot(2,2,1), surfc(X,Alpha,A), grid on, view(-110,20)

>> xlabel(’x’), ylabel(’\alpha’), zlabel(’A’)

>> subplot(2,2,2), contour(X,Alpha,A), xlabel(’x’), ylabel(’\alpha’)

>> x0=ginput (1) ; x0=x0’;
>> area=inline(’x(1)*(3-x(1)/2) *sin(x(2))+1/2*x(3-x(1)/2) "2xsin(2*x(2))’,’x’);
>> x=fminsearch(area,x0)
x =
2.0000
1.0472
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