bild 1

Linjar Algebra M/TD Léasvecka 1

Omfattning: Lay, kapitel 1.1-1.9, Linjira ekvationer i linjir algebra
Innehall:

Olika aspekter av linjira ekvationssystem:

skirning mellan geometriska objekt,
linjarkombination av vektorer,
matrisekvation,

linjdr avbildning.

bild 2

Mal:

Att behérska eliminationsmetoden.

Att forsta varfor metoden leder till ekvivalenta sytem och vad detta innebir.
Att forsta hur de olika typerna av losningsméngder uppkommer och hur de
kan beskrivas.

Att kunna tillimpa metoden i nya situationer och med variation i tolkningen.

bild 3
Elementira radoperationer

1. Addition Ersitt en rad med summan av raden och en multipel av en
annan rad.

2. Platsbyte Lat tva rader byta plats

3. Skalning Multiplicera koefficienterna i en rad med en konstant # 0

bild 4
Tva fundamentala fragor om ekvationssystem

1. Ar systemet konsistent, ezisterar nagon lgsning.

2. Om det finns minst en 16sning, &r den i sa fall unik, entydig.




bild 5

Exempel 1
[1 11 1} [1 0 0 0.8-‘
21 1214 ~1701T0]0
{1 2 1 1J {O 0 1 0.2J
Exempel 2
[1 1 2 1-| [1 1 2] 1
2 2 12|14} ~{0 0 1]0.25
{2 2 2 1J [0 0 0] =2 J
bild 6
Exempel 3
[1 1 3 ]1] [ 1 -3 —1-‘
2 3 12|4 | ~ 1 6| 2
[3 2 3|1 | 0 010 J
Exempel 4
11 3 2|1] [1 0 -3 1|1
2 3 12 5 ~101 6 1| 2
3 2 3 5|1 | 0 0 0[O0
bild 7

Viktiga begrepp

Trappstegsform (echelon form)

Reducerad trappstegsform (reduced row echelon form, rref)
Pivot position, pivot kolonn

bild 8

Viktiga begrepp

Kolonnvektor

Linjarkombination, Linjart hélje (span)
Linjért beroende, Linjirt oberoende
Linjar avbildning




bild 9

Vektorer i R™ &r n-tipler av reella tal, (uy,us, --- ,u,) eller skrivna som ko-
lonnmatriser,
Uy
s
u = “ e
Unp

Vektorer i R? och R* kan uppfattas som punkter eller som vektorer i planet
respektive rummet dér vi utgar fran en ON-bas.

bild 10

Addition och subtraktion av vektorer samt multiplikation med skalér sker "ko-
ordinatvis”.

Exempel:
U1 U1 U1 + (5}
U9 n U9 | ugt v
Us vy | | us+ws
Uy Uy Uy + Vy
Uy —Uu
U9 — U9
(-Du=(-1)| | = - —u
U3 —Us
Uy — Uy
bild 11

Vanliga ridknelagarna géller.
For alla vektorer w, v och w i R och alla skaldrer ¢ och d géller:

u+v=v+u c(u+v)=cu+cv
(ut+v)+w=u+(v+w) (c+du=cu+du
u+0=0+u=1u c(du) = (cd)u

u+t(—u)=(-u)+u=0 lu=u

bild 12
En lingirkombination av vektorerna wv,, vy, w3, ---, v, med vikterna
1, €a, €3, -+- , Cp ar vektorn y som ges av:

Y =1V + Uy +C3V3+ -+ + U,




bild 13
Vektorekvationen

ria; + x9a9 +x3a3+ - +x,a,=Db

har samma losningar som ekvationssystemet vars totalmatris ar

[ a, ay,; as --- b ]
bild 14
Méngden av alla linjirkombinationer av vy, vq, vs, - - -, v, kallas linjdra holjet
av vi, vy, V3, -+, v, eller delmédngden av R" som spénns upp av vy, vq, v3,
. -’ vp‘
Linjédra holjet betecknas Span{ v, vq, vs, - -+, v, }
bild 15
Matrismultiplikation:
Lat A vara m X n-matrisen A = [ a, as as --- a, } dar kolonnerna i A

ar vektorer i R™.
Lat « vara en vektor i R”. Da &r produkten Az linjirkombinationen av kolon-

nerna i A med vikterna zy, xa, -+, x,.
T
Am:[al a, as --- an] 2
Ty
=x1a) + T2Q9 + 303 + - +Tay,
bild 16
Matrisekvationen
Ax =b
har samma losningar som vektorekvationen
ria + r9a9 + 303+ -+ +x,a, =Db

som i sin tur har samma lésningar som ekvationssystemet vars totalmatris dr

[al a, az --- a, b]




bild 17

Sats 4

Lat A vara en m x n matris. Da ar féljande utsagor logiskt ekvivalenta. a. For
varje b i R™ har ekvationen Ax = b minst en losning.

b. Varje b i R™ ar linjirkombination av kolonnerna i A.

c.Kolonnerna i A spanner upp R™

d. A har pivotposition i varje rad.

bild 18
Sats 5 Om A dr en m x n-matris, uw och v ar vektorer i R”, och ¢ ir en skalar,
sa giller:

A(u +v) = Au + Av

och
A(cu) = ¢(Au)

bild 19
Den homogena ekvationen Az = 0 har icke-trivial I6sning om och endast om
ekvationen har minst en fri variabel.

bild 20

Sats 6

Antag att ekvationen Ax = b dr konsistent for ett visst hogerled b och lat
p vara en losning. Da &r ekvationens 16sningsméngd alla vektorer pa formen
w = p + vy, dir v, ir 16sning till homogena ekvationen Ax = 0.




bild 21
Mingden av vektorer { vy, vq, v3, - -+, v,} 1 R" siigs vara linjdrt oberoende om
och endast om vektorekvationen

T1V1 + ToVy + 2303+ -0 + 2,0, =0

endast har trivial 16sning.
Mingden { vy, vy, v3, - -+, v,} 1 R" séigs vara linjirt beroende om och endast
om vektorekvationen

10 + XUy + 2303+ -0 + 1,0, =0

endast har icke-trivial 16sning. Alltsa om och endast om det finns vikter
¢1, €9, -+, Cp, som inte alla &r noll, men sa att

11 + Uy +c3v3+ -0 + v, =0

bild 22
Kolonnerna i en matris A &r linjart oberoende om och endast om ekvationen
Ax = 0 endast har trivial 16sning.

bild 23
Sats 7
En méngd som bestar av tva eller fler vektorer

{vla Vg, U3, -, 'UP}

ar linjart beroende om och endast om minst en av vektorerna &r en linjdrkom-
bination av de dvriga.

bild 24
Sats 8
Varje mingd
{v1, vy, v3, -+, vV,}

av vektorer i R”, dér p ar storre &n n &r linjért beroende.




bild 25

En funktion eller transformation eller avbildning 7" fran R" till R™
ar en regel som till varje vektor i R" ordnar en vektor 7T'(x) i R™.

R™ kallas funktionens definitionsmangd eller domdn.

R™ kallas funktionens codomdn.

Beteckningen 7' : R” — R™ lédses 7 T" ar en avbildning fran R” till R™.

bild 26

Om A ar en m X n-matris sa ger varje vektor & i R” en vektor Az i R™.
Vi har saledes en avbildning

T:R" — R™ som ges av T'(x) = Ax.

Vi kan ocksa skriva

T:R" — R™ ges av & — Ax

bild 27

En avbildning 7T kallas linjdr om

(i) T(u+v)=T(u)+ T(v) for alla w och v i T:s domén.
(ii) T(cu) = ¢T'(u) for alla w i T:s domén och alla skalédra c.

bild 28

Matrismultiplikation har féljande egenskaper

(i) A(u+v)= Au + Av for alla u och v i T:s domén.

(ii) A(cu) = ¢(TAu) for alla u for vilka prodikten #r definierad och alla
skaldra c.

bild 29
T:R" — R™ som ges av T'(x) = Ax
ar en linjar avbildning.

bild 30

Sats 10. Matrisen till en linjir avbildning.

Lat T : R® — R™ vara en linjar avbildning. Da finns en unik matris A sadan
att T'(x) = Az for alla i .R"

Om e; dr den j:te kolonnen i enhetsmatrisen I, och a; = T'(e;) sa &r A =
(a ay - ay, ]




bild 31

Definition: En avbildning 7" : R* — R™ kallas surjektiv eller pa om varje
vektor b i R™ &r bild av minst en vektor « i R".

Viardeméngden dr hela R”.

bild 32
Definition: En avbildning 7' : R” — R™ kallas injektiv eller en-entydig om
varje vektor b i R™ &r bild av hogst en vektor i R”.

bild 33

Sats 11 Lat T : R* — R™ vara en linjiar avbildning. Da ar T injektiv om
och endast om ekvationen T'(x) = 0 endast har den triviala 16sningen.
Méangden {x : T(x) = 0} kallas kdrnan till T eller nollrummet till T, skrivs
ker(7T') eller Nul(7T).

Vi har alltsa att 7" &r injektiv om och endast om ker(7') = {0}

bild 34
Sats 12 Lat T : R* — R™ vara en linjér avbildning och lat A vara standard-
matrisen for 7. Da géller:

a T ar surjektiv, alltsa avbildar R" pa, onto R™ om och endast om kolon-
nerna i A spanner upp R™.

b T ar injektiv, en-entydig, one-to-one om och endast om kolonnerna i A
ar linjart oberoende.




