
bild 1 Linj�ar Algebra M/TD L�asve
ka 1Omfattning: Lay, kapitel 1.1-1.9, Linj�ara ekvationer i linj�ar algebraInneh�all:Olika aspekter av linj�ara ekvationssystem:sk�arning mellan geometriska objekt,linj�arkombination av vektorer,matrisekvation,linj�ar avbildning.bild 2M�al:Att beh�arska eliminationsmetoden.Att f�orst�a varf�or metoden leder till ekvivalenta sytem o
h vad detta inneb�ar.Att f�orst�a hur de olika typerna av l�osningsm�angder uppkommer o
h hur dekan beskrivas.Att kunna till�ampa metoden i nya situationer o
h med variation i tolkningen.bild 3Element�ara radoperationer1. Addition Ers�att en rad med summan av raden o
h en multipel av enannan rad.2. Platsbyte L�at tv�a rader byta plats3. Skalning Multipli
era koeÆ
ienterna i en rad med en konstant 6= 0bild 4Tv�a fundamentala fr�agor om ekvationssystem1. �Ar systemet konsistent, existerar n�agon l�osning.2. Om det �nns minst en l�osning, �ar den i s�a fall unik, entydig.



bild 5Exempel 1 24 1 1 1 12 1 12 41 2 1 1 35 � 24 1 0 0 0:80 1 0 00 0 1 0:2 35Exempel 2 24 1 1 2 12 2 12 42 2 2 1 35 � 24 1 1 2 10 0 1 0:250 0 0 �2 35
bild 6Exempel 3 24 1 1 3 12 3 12 43 2 3 1 35 � 24 1 0 �3 �10 1 6 20 0 0 0 35Exempel 4 24 1 1 3 2 12 3 12 5 43 2 3 5 1 35 � 24 1 0 �3 1 �10 1 6 1 20 0 0 0 0 35
bild 7Viktiga begreppTrappstegsform (e
helon form)Redu
erad trappstegsform (redu
ed row e
helon form, rref)Pivot position, pivot kolonnbild 8Viktiga begreppKolonnvektorLinj�arkombination, Linj�art h�olje (span)Linj�art beroende, Linj�art oberoendeLinj�ar avbildning



bild 9Vektorer i Rn �ar n-tipler av reella tal, (u1; u2; � � � ; un) eller skrivna som ko-lonnmatriser, u = 2664 u1u2� � �un 3775Vektorer i R2 o
h R3 kan uppfattas som punkter eller som vektorer i planetrespektive rummet d�ar vi utg�ar fr�an en ON-bas.bild 10Addition o
h subtraktion av vektorer samt multiplikation med skal�ar sker "ko-ordinatvis".Exempel: 2664 u1u2u3u4 3775 + 2664 v1v2v3u4 3775 = 2664 u1 + v1u2 + v2u3 + v3u4 + v4 3775(�1)u = (�1)2664 u1u2u3u4 3775 = 2664 �u1�u2�u3�u4 3775 = �u
bild 11Vanliga r�aknelagarna g�aller.F�or alla vektorer u; v o
h w i Rn o
h alla skal�arer 
 o
h d g�aller:u+ v = v + u 
(u+ v) = 
u+ 
v(u+ v) +w = u+ (v +w) (
+ d)u = 
u+ duu+ 0 = 0+ u = u 
(du) = (
d)uu+ (�u) = (�u) + u = 0 1u = ubild 12En linj�arkombination av vektorerna v1, v2, v3, � � �, vp med vikterna
1; 
2; 
3; � � � ; 
p �ar vektorn y som ges av:y = 
1v1 + 
2v2 + 
3v3 + � � � + 
pvp



bild 13Vektorekvationen x1a1 + x2a2 + x3a3 + � � � + xpap = bhar samma l�osningar som ekvationssystemet vars totalmatris �ar� a1 a2 a3 � � � b �bild 14M�angden av alla linj�arkombinationer av v1, v2, v3, � � �, vp kallas linj�ara h�oljetav v1, v2, v3, � � �, vp eller delm�angden av Rn som sp�anns upp av v1, v2, v3,� � �, vp.Linj�ara h�oljet bete
knas Spanf v1, v2, v3, � � �, vpgbild 15Matrismultiplikation:L�at A vara m � n-matrisen A = � a1 a2 a3 � � � an � d�ar kolonnerna i A�ar vektorer i Rm .L�at x vara en vektor i Rn . D�a �ar produkten Ax linj�arkombinationen av kolon-nerna i A med vikterna x1; x2; � � � ; xn.Ax = � a1 a2 a3 � � � an �2664 x1x2� � �xn 3775= x1a1 + x2a2 + x3a3 + � � � + xnanbild 16Matrisekvationen Ax = bhar samma l�osningar som vektorekvationenx1a1 + x2a2 + x3a3 + � � � + xnan = bsom i sin tur har samma l�osningar som ekvationssystemet vars totalmatris �ar� a1 a2 a3 � � � an b �



bild 17Sats 4L�at A vara en m�n matris. D�a �ar f�oljande utsagor logiskt ekvivalenta. a. F�orvarje b i Rm har ekvationen Ax = b minst en l�osning.b. Varje b i Rm �ar linj�arkombination av kolonnerna i A.
.Kolonnerna i A sp�anner upp Rmd. A har pivotposition i varje rad.bild 18Sats 5 Om A �ar en m�n-matris, u o
h v �ar vektorer i Rn , o
h 
 �ar en skal�ar,s�a g�aller: A(u+ v) = Au+ Avo
h A(
u) = 
(Au)bild 19Den homogena ekvationen Ax = 0 har i
ke-trivial l�osning om o
h endast omekvationen har minst en fri variabel.bild 20Sats 6Antag att ekvationen Ax = b �ar konsistent f�or ett visst h�ogerled b o
h l�atp vara en l�osning. D�a �ar ekvationens l�osningsm�angd alla vektorer p�a formenw = p+ vh d�ar vh �ar l�osning till homogena ekvationen Ax = 0.



bild 21M�angden av vektorer f v1, v2, v3, � � �, vpg i Rn s�ags vara linj�art oberoende omo
h endast om vektorekvationenx1v1 + x2v2 + x3v3 + � � � + xpvp = 0endast har trivial l�osning.M�angden f v1, v2, v3, � � �, vpg i Rn s�ags vara linj�art beroende om o
h endastom vektorekvationenx1v1 + x2v2 + x3v3 + � � � + xpvp = 0endast har i
ke-trivial l�osning. Allts�a om o
h endast om det �nns vikter
1; 
2; � � � ; 
p, som inte alla �ar noll, men s�a att
1v1 + 
2v2 + 
3v3 + � � � + 
pvp = 0bild 22Kolonnerna i en matris A �ar linj�art oberoende om o
h endast om ekvationenAx = 0 endast har trivial l�osning.bild 23Sats 7En m�angd som best�ar av tv�a eller 
er vektorerfv1; v2; v3; � � � ; vpg�ar linj�art beroende om o
h endast om minst en av vektorerna �ar en linj�arkom-bination av de �ovriga.bild 24Sats 8Varje m�angd fv1; v2; v3; � � � ; vpgav vektorer i Rn , d�ar p �ar st�orre �an n �ar linj�art beroende.



bild 25En funktion eller transformation eller avbildning T fr�an Rn till Rm�ar en regel som till varje vektor x i Rn ordnar en vektor T (x) i Rm .Rn kallas funktionens de�nitionsm�angd eller dom�an.Rm kallas funktionens 
odom�an.Bete
kningen T : Rn �! Rm l�ases " T �ar en avbildning fr�an Rn till Rm .bild 26Om A �ar en m� n-matris s�a ger varje vektor x i Rn en vektor Ax i Rm .Vi har s�aledes en avbildningT : Rn �! Rm som ges av T (x) = Ax.Vi kan o
ks�a skrivaT : Rn �! Rm ges av x 7! Axbild 27En avbildning T kallas linj�ar om(i) T (u+ v) = T (u) + T (v) f�or alla u o
h v i T :s dom�an.(ii) T (
u) = 
T (u) f�or alla u i T :s dom�an o
h alla skal�ara 
.bild 28Matrismultiplikation har f�oljande egenskaper(i) A(u+ v) = Au + Av f�or alla u o
h v i T :s dom�an.(ii) A(
u) = 
(TAu) f�or alla u f�or vilka prodikten �ar de�nierad o
h allaskal�ara 
.bild 29T : Rn �! Rm som ges av T (x) = Ax�ar en linj�ar avbildning.bild 30Sats 10. Matrisen till en linj�ar avbildning.L�at T : Rn �! Rm vara en linj�ar avbildning. D�a �nns en unik matris A s�adanatt T (x) = Ax f�or alla x i :RnOm ej �ar den j:te kolonnen i enhetsmatrisen In o
h aj = T (ej) s�a �ar A =� a1 a2 � � � an �



bild 31De�nition: En avbildning T : Rn �! Rm kallas surjektiv eller p�a om varjevektor b i Rm �ar bild av minst en vektor x i Rn .V�ardem�angden �ar hela Rn .bild 32De�nition: En avbildning T : Rn �! Rm kallas injektiv eller en-entydig omvarje vektor b i Rm �ar bild av h�ogst en vektor x i Rn .bild 33Sats 11 L�at T : Rn �! Rm vara en linj�ar avbildning. D�a �ar T injektiv omo
h endast om ekvationen T (x) = 0 endast har den triviala l�osningen.M�angden fx : T (x) = 0g kallas k�arnan till T eller nollrummet till T , skrivsker(T ) eller Nul(T ).Vi har allts�a att T �ar injektiv om o
h endast om ker(T ) = f0gbild 34Sats 12 L�at T : Rn �! Rm vara en linj�ar avbildning o
h l�at A vara standard-matrisen f�or T . D�a g�aller:a T �ar surjektiv, allts�a avbildar Rn p�a, onto Rm om o
h endast om kolon-nerna i A sp�anner upp Rm .b T �ar injektiv, en-entydig, one-to-one om o
h endast om kolonnerna i A�ar linj�art oberoende.


