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Omfattning

* Lay, kapitel 1.1-1.9, Linjara ekvationer i linjar
algebra



Innehall

Olika aspekter av linjara ekvationssystem
skarning mellan geometriska objekt
linjarkombination av vektorer
matrisekvation

linjar avbildning.



1.1 Linjara ekvationssystem

Viktiga begrepp
Losning till ekvationssystem, ekvivalens

Totalmatris, utokad matris (till ett
ekvationssystem)

Elementar radoperation, radekvivalens
Konsistent ekvationssystem

Inkonsistent system



Mal 1.1

For betyget godkand skall du kunna:

* |6sa linjara ekvationssystem med
eliminationsmetoden

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

e forklara varfor eliminationsmetoden leder
till ekvivalenta system och vad detta
innebar



Exempel 1

Ett linjart ekvationssystem:

L1 — 2:132 -+ L3
2[132 — 85133
—4%1 + 55132 + 95133



Elementara radoperationer

 Addition Ersatt en ekvation med summan av
den ekvationen och en multipel av en annan
ekvation.

e Platsbyte Lat tva ekvationer byta plats.

e Skalning Multiplicera koefficienterna i en
ekvation med en konstant (utom 0).



Observation:

 Elementara radoperationer ar reversibla.

 Man aterfar ""det gamla' ekvationssystemet
genom en elementar radoperation pa "det nya".

* De tva systemen kallas radekvivalenta.

Sats Radekvivalenta ekvationssystem har samma
losningsmangder, de ar alltsa ekvivalenta

Vi skriver ES1 & ES2.



Exempel 1

Totalmatrisen (den utokade matrisen) till det
linjara ekvationssystemet i exempel 1 ar:




Elementara radoperationer pa
matriser
* Addition Ersatt en rad med summan av raden
och en multipel av en annan rad
* Platsbyte Lat tva rader byta plats

* Skalning Multiplicera koefficienterna i en rad
med en konstant (utom 0)



Radekvivalens

* Matriser som erhalls ur varandra genom
radoperationer kallas radekvivalenta.

Vi skriver My ~ M

 Radekvivalenta totalmatriser hor till
ekvivalenta ekvationssystem.



Tva fundamentala fragor om
ekvationssystem

 Ar systemet konsistent, existerar nagon
|6sning?

* Om det finns minst en losning, ar den i sa fall
unik, entydig?

En viktig del i kursen ar att forsta vad dessa

fragor betyder i olika situationer och att kunna
besvara dem.



1.2 Radreduktion och trappstegsform

Viktiga begrepp
Trappstegsform (echelon form)

Reducerad trappstegsform (reduced row
echelon form, rref)

Pivot position, pivot kolonn
Fri variabel

Bunden variabel



Mal 1.2

For betyget godkand skall du kunna:

 forklara hur de olika typerna av
l6sningsmangder uppkommer och hur de
kan beskrivas.

e anvanda sats 1.2.2 i problemldsning
For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* Inga ytterligare mal i detta avsnitt



En matris har trappstegsform om:

* Under en rad med bara nollor finns inget
annat an nollor.

* Det forsta nollskilda elementet i varje rad ar
till hdger om det forsta nollskilda elementet |
raden ovanfor.

 Under det forsta nollskilda elementet i en rad
(och under nollorna till vanster om detta
element) finns endast nollor.



En matris har (rad)reducerad
trappstegsform om

Den ar i trappstegsform och dessutom

* Alla pivotelement ar 1.

« Over pivotelementen finns bara nollor.



Vilka av matriserna ar i
trappstegsform?
Reducerad trappstegsform?

i 0 1 4]
A=|10 0 o|lB=]l0 1 4| C=1|2 -1 3
0 1 4 0 0 O 0 0 0
2 —1 3 2 —1 3




Sats 1: Den reducerade
trappstegsformens entydighet

Varje matris ar radekvivalent med en och
endast en (exakt en) reducerad
trappstegsmatris.

(Detta ar inte alls sjalvklart, beviset kraver en
del begrepp och resonemang som dyker upp
senare i kursen.



Definition

Om matrisen A ar radekvivalent med den
reducerade trappstegsmatrisen E sa kallas en
position i A for pivotposition om elementet
dar svarar mot ett pivotelement i E.

En kolonn i A som innehaller en pivotposition
kallas en pivotkolonn.

Notera att pivotpositionerna inte ar entydigt
bestamda men att pivotkolonnerna ar det.



Sats 2: Existens och entydighet for
l6sningar till linjara ekvationssystem.

Ett linjart ekvationssystem ar konsistent (har
l0sning) om och endast om den hogra kolonnen i
totalmatrisen inte ar en pivotkolonn.

Detta ar samma som att trappstegsformen inte
innehaller en rad av typen

0 - 0 b| darb#0
Ett konsistent system har unik |6sning om och

endast om alla kolonner utom den hogra i
totalmatrisen ar pivotkolonner.



1.3 Vektorekvationer

Viktiga begrepp
Kolonnvektor

Linjarkombination

Linjart holje (span)



Mal 1.3

For betyget godkand skall du kunna:

e forklara hur ett ekvationssystem hanger
samman med en vektorekvation

T1a; + Toagy +x3a3+ -+ +xpa, =b
e avgdra om en vektor ar linjar kombination
av givna vektorer
* For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* redogoOra for begreppet linjar kombination



Rummet R"™

Vektoreri IR™ ar n-tipler av reella tal

(ula Uz, - 7un)
eller skrivna som kolonnmatriser
Uy
u = 2
un -

Vektorer i IR2 och IR* kan uppfattas som punkter
eller som vektorer i planet respektive rummet
dar vi utgar fran en ON-bas.



Addition och subtraktion

Addition och subtraktion av vektorer samt

multiplikation med skalar sker "'koordinatvis'.
Exempel: B ul ] 0 Ul ] B ul _|_fvl ]
U9 (%)) U2 + V2
—+ —
Uus U3 us + vs3
_U4_ _U4_ _U4—|—U4_
i1 T
U9 —U9
(Du=(-1) | 2 |=| » | =-u
i Uy il i — U4y ]




Vanliga raknelagarna galler

* For alla vektorer u, v och alla skalarer c
och d galler

ut+v=v+u c(lu+v)=cu+cv
(utv)+w=u+(v+w) (c+du=cu+du
u+0=0+u=u c(du) = (cd)u

ut+(—u)=(—u)+u=0 Ju=u



Linjarkombination

En linjdrkombination av vektorerna
Vi, V2, V3, =+, Vp
med vikterna
Ci1, C2, C3, *** , Cp
ar vektorn y som ges av

Yy = C1V1 +C2Vy +C3Vy + - --

T CpVp



Vektorekvation -- ekvationssystem

 Vektorekvationen

L1l —|—Q3232 —|—£E333—|— +xpap :b

* har samma lésningar som ekvationssystemet
vars totalmatris ar

[al A2 Az - b}



Linjara holjet - Linear Span

* Mangden av alla linjarkombinationer av
Vi, V2, V3, =+, Vyp
kallas linjdra holjet av vy, vo, vs, -+, Vv,
eller

delmangden av r® som spanns upp av
Vi, V2, V3, =+, Vp

Linjara holjet betecknas Span{ vi, vo, v3, - -



Linjarkombination = |6sning till ES.

b € Span{vy, Vo, V3,---, V,}

om och endast om

T1V1 +XoVy +23V3 + -+ +x,v, =Db

har minst en [6sning.



1.4 Matrisekvationen Ax = b.

Viktig operation

 Multiplikation matris * kolonnvektor



Mal 1.4

For betyget godkand skall du kunna:

e forklara hur ett ekvationssystem hanger
samman med matrisekvationen

Ax=Db
e anvanda sats 1.4.4 i problemldsning

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* bevisa sats 1.4.4



Matrismultiplikation

e Lat A vara m X m-matrisen A = [ a; a, as --- a, }
e dirkolonnernai A &arvektoreri R™.

Lit x varaenvektori R"
Da ar produkten Ax linjarkombinationen av kolonnerna i A

med vikterna X1, o, ***, Tp. _ _
L1
AX:[al a, asg --- an} T2

— TriaQ) + Todg +x3az + -+ + Tpan



Sats 1.4.3

e Matrisekvationen

Ax =D
* har samma loésningar som vektorekvationen
Ti1a1 +— T2az +I3az + - T TLpdnp =

* som i sin tur har samma losningar som
ekvationssystemet vars totalmatris ar

[al as az -+ a, b}



Sats 1.4.4

Lat A vara en m x r=matris. D3 ar foljande
utsagor logiskt ekvivalenta.

a) Forvarje b i R™ har ekvationen
Ax = Db minst en l6sning.

b) Varje bi R™ &r linjarkombination av
kolonnernai A.

c) Kolonnernai A spianner upp R™
d) A har pivotposition i varje rad.



Sats 1.4.5

Om A 3aren m xn-matris, u och v ar
vektoreri R™, och ¢ &r en skalar, sa galler:

A(u+v) =Au+ Av

och

A(cu) — c(Au)

Multiplikation med matris ar linjar



1.5 Losningsmangder

Viktiga begrepp
e Homogen ekvation
e Trivial l10sning

* |cke-trivial [6sning



Mal 1.5

For betyget godkand skall du kunna:

* skriva [6sningsmangden till ett
ekvationssystem pa vektorform

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* bevisa sats 1.5.6



Fundamental observation

Den homogena ekvationen
Ax =0

har icke-trivial [6sning om och endast om
ekvationen har minst en fri variabel



Sats 1.5.6

Antag att ekvationen Ax = b ar konsistent
for ett visst hogerled b ochlat p varaen
l6sning.

Da ar ekvationens losningsmangd alla vektorer
pa formen

W =P + Vg

dar Va  arlésning till homogena
ekvationen Ax =0



1.6 Tillampningar

Viktiga begrepp
nga nya begrepp i detta avsnitt.

Kapitlet ingar inte i kursen, men val vart att
asa kursivt. Eventuellt tas nagot exempel upp
som illustration.




Mal 1.6

For betyget godkand skall du kunna:

* Inga godkantmal i detta avsnitt

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* Inga overbetygsmal i detta avsnitt



1.7 Linjart oberoende

Viktiga begrepp
* Linjart oberoende
e Linjart beroende



Mal 1.7

For betyget godkand skall du kunna:

e avgora om en given mangd av vektorer ar
linjart beroende eller linjart oberoende.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* redogodra for begreppen linjgr kombination,
linjért beroende och linjdrt oberoende

e forklara hur begreppen ovan hanger samman
med egenskaper hos ekvationssystem,
matrisekvationer och vektorekvationer

* bevisasats 1.7.8 och 1.7.9



Linjart oberoende

Mangden av vektorer {v1, vo, v3, -+, Vp}

i IR™ sags vara linjdrt oberoende om och
endast om

vektorekvationen
X1V1 +x2Ve +x3V3 + -+ +x,Vp, =0

endast har trivial [6sning.



Linjart beroende

Mangden av vektorer { vi, va, V3, --+, V,,}

i IR™ sagsvara linjdrt beroende om och
endast om vektorekvationen

T1V1 + To9Ve + 3V3 ce rpvp =0
aven har icke-trivial [6sning.
Alltsa om och endast om det finns vikter
c1, C2, -+, Cp,som inte alla ar noll, men s3
att c1v1 + cove + c3vs ‘e cp,vp =0




Fundamental observation

Kolonnerna i en matris A ar linjart
oberoende om och endast om ekvationen
Ax = 0 endast har trivial |6sning.



Sats 1.7.7

En mangd som bestar av tva eller fler vektorer
{ Vi1, V2, V3, * Vp}
ar linjart beroende om och endast om

minst en av vektorerna ar en
linjarkombination av de dvriga.

Man kan inte veta pa forhand vilken/vilka
detta ar.



Sats 1.7.8

Varje mangd

{V17 V2, V3, **, Vp}

av vektoreri R" dar p &rstorre dan 1

ar linjart beroende.



Sats 1.7.9

Om en mangd vektorer
{V17V27V37”'7Vp} | R™
innehaller nollvektorn,

sa ar mangden linjart beroende.



1.8 Linjara transformationer

Viktiga begrepp
Transformation, avbildning
Linjar avbildning
Definitionsmangd - doman,

Malmangd-codoman



Mal 1.8

For betyget godkand skall du kunna:
e avgora om en given avbildning ar linjar
For hogre betyg skall du dessutom kunna:

e forklara varfor eliminationsmetoden leder
till ekvivalenta system och vad detta
innebar



Transformation -- Avbildning

En funktion eller transformation eller avbildning
' fran R™ till R™
ar en regel som
till varje vektor X i R™ordnar envektor T(x) i R™

R™ kallas funktionens definitionsmdngd eller domdn.

R™ kallas funktionens codomdn eller malmdngd.

Beteckningen 71 : R" — R™ |3ses
" T é&renavbildning fran R” till R™”



Avbildning som ges av en matris.

* Om A iren m X n-matris sa ger varje
vektor x i R™en vektor Ax i R™ .

* Vihar saledes en avbildning 1" : R — R™
som ges av 1'(x) = Ax

* Vi kan ocksa skriva
T:R* -R™ gesav X+ Ax



Definition: Linjar avbildning
* En avbildning T" kallas linjar om

Ta+v)=T()+T(v)
foralla u och v i 7T':sdoman.
T(cu) =cT'(u)

foralla ui [:s doman och alla skalara c.



Avbildning som ges av matris ar linjar.

* Antag att A ar en m X n-matris.

* Matrismultiplikation har da foljande
egenskaper:

¢ (i) Alu+v)=Au+Avforallau och v i R”

e (i) A(cu) =c(Au)forallaui R"och alla
skalara cC.

e Slutsats 1 :R™ — R™ som ges av
T(x) =Ax r en linjar avbildning.



1.9 Matrisen till en linjar
transformation

Viktiga begrepp
e Standardmatris, avbildningsmatris
* |Injektiv, ett-ett, one-to-one
* Surjektiv, pa, onto



Mal 1.9

For betyget godkand skall du kunna:

* bestamma standardmatrisen till en linjar
avbildning F'da F(v) ar givet for tillrackligt
manga vektorer V.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* bestamma standardmatrisen till linjara
avbildningar som ges av en geometrisk
beskrivning

* besvara fragor om injektivitet och surjektivitet
for linjara avbildningar.



Sats 10. Matrisen till en linjar avbildning.

Lat 1" : R™ — R™ vara en linjar avbildning.
Da finns en unik matris A sadan att T(X) — Ax foralla X i R™

Denna matris kallas standardmatrisen eller avbildningsmatrisen
till avbildningen 1’

Matrisen A &r den m X n-matris som bestams pa foljande satt:

Lat €, varaden j:te kolonnen i enhetsmatrisen In

och
aj :T(ej).
Da ar
A:[al ar, --- an}



Definition:

En avbildning 1" : R" — R™kallas
surjektiv (eng. onto),
om och endast om
varje vektor b i R™ ar bild av minst en vektor
x i R"

Vardemangden ar i sa fall hela R™



Definition:

En avbildning 1': R™ — R™ kallas
injektiv eller en-entydig (eng. one-to-one)
om och endast om

varje vektor b i R™ &r bild av hogst en
vektor x i R"™.



Sats 11

e Llat T :R" —=R"™ wvaraen linjar avbildning.
e Daar T injektiv
om och endast om
ekvationen T'(x) = 0 endast har den triviala [6sningen

Senare i kursen kommer mangden {x:T(x) =0}
kallas kdrnan (eng. kernel) till 1" eller nollrummet

(eng. null space) till T skrivs Ker(T') eller Nul(T).

Vi har alltsa att
T &rinjektivom och endast om Ker(T') = {0}



Sats 12

Lat 1" : R"™ — R™ vara en linjar avbildning och Iat
A vara standardmatrisen for /'. Da galler:

a. T’ arsurjektiv, avbildar R™ pd, onto R™
om och endast om
kolonnernai A spannerupp R™
b. [ arinjektiv, en-entydig, one-to-one
om och endast om
kolonnernai Aar linjart oberoende.



