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Omfattning
* Lay, kapitel 2.1-2.5, Matrisalgebra
TMV166/186
Linjar Algebra M/TD
2009/2010
Lasvecka 2
Innehall 2.1 Matrisoperationer

Matrisoperationer: addition av matriser,
multiplikation med skaldr, matrisinvers,
transponering

Rakneregler for matrisalgebra
karakterisering av inverterbara matriser
lite om blockmatriser

LU-faktorisering, samband med 16sning till
linjart ekvationssystem.

Viktiga begrepp
* summa av matriser
* produkt av matriser
* transponat (transpose) av matris

Mal 2.1

For betyget godkand skall du kunna:

addera matriser

multiplicera matriser dels genom anvandning av
definitionen, dels med rad « kolonn-metoden.
utnyttja raknereglerna i sats 2.1.2 vid berdkningar
ge exempel som visar att

o matrismultiplikationen inte &r kommutativ.
o annulleringslagen inte géller, man kan alltsa inte "férkorta'":
AB=AC# B=C.
o en matrisprodukt AB  kan vara en O-matris trots att ingen faktor ar
0-matris.
transponera matriser och utnyttja raknereglerna i sats
2.1.3 vid berakningar

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* bevisa att A(BC) = (4B)C.
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Matriskonventioner

Positionenirad r och kolonn k kallas position
(rk).

Elementeni en matris A betecknas vanligtvis
med a.

Elementet pa position (k) betecknas ari eller
(A)rk

Kolonnernai A betecknas aj,as, .., eller

coly (A), cola(4), ....

Raderna i A betecknas row;(4) , rows(4) ,.....

Engenerell 4 x 5-matris A kan skrivas pa

féljande satt:

ap; @12 a1z Qa4 Aais
a21 @G22 Q23 QA24 A25
asy @32 a3z az4 435
a41 @42 Q43 Q44 Q45

[31 az az a4 35}

[ coli(A) coly(A) colz(A) coly(A) cols(A) ]

Matrisoperationer

Addition: Matriser av samma typ kan adderas.
Additionen sker genom att elementen pa
samma positioner adderas. "’Positionsvis
addition”

an a1z a3 | bii bz b1z | _
a1 a2 a3 ba1  baa  bas

aip +biy ap +bi2 a3+ bis
az1 +ba1  aze +b22 a3+ b

Multiplikation med skalar

* Alla matriselementen multipliceras med
skalaren:

c i1 @12 4z | _ | a1l caiz Cais
azy Q22 (23 Caz1 Cazz Cag3

Matrismultiplikation

Om antalet kolonner i A ar samma som antalet
rader i B kan produkten AB bildas.

Alltsd: om A dr en m X n-matris och B ar en
nxp-matris, B=[ by by by -+ b, |
sd ar AB M X p-matrisen

A[b; by by
[ Ab; Ab, Abs --- Ab, |

Skalarprodukti R™ .

Ul U1

Uz V2
Oom u=| . och v=

u'll Un

sa ar skaldrprodukten av uoch v

uv =1uUiVy + UV + -+ + UpUp
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Rad ekolonn - regeln for berdkning av
matrisprodukt.

Elementet pa position (i,j) i produkten AB &r
skaldarprodukten av

rad j ur A och kolonn j ur B

(AB);; = row;(A) « col;(B)

Sats 2.1.2, rdknelagar for
matrisoperationer.

Antag att A, B och C ar matriser sadana att
nedanstaende operationer ar mojliga. Da géller:

a. A(BC)=(AB)C (associativ lag for
multiplikation)

A(B+C)=AB+AC (vansterdistributiva lagen)

(B+C)A=BA+CA (hogerdistributiva lagen)

r(AB)=(rA)B=A(rB) for alla skaldra r

1, A=A=Al, (Identitetselement for
multiplikation)

P QaoT

VARNING!

1. lallmdnhetdar AB # BA

2. Av 4B = AC kan man inte dra slutsatsen
B=C

3. Av 4B = O kan man inte dra slutsatsen

A=0cellerB=0

Definition s.114

* Med transponatet av en mxn-matris 4 menas
nxm-matrisen A7 vars kolonnvektorer ar
radvektorernai A:

col;(AT) = row;(A)

11 1 1 }f;
A=1]2 1 12 4 | =2 AT =

L2 1 1 1 12 1

1 4 1

Exempel

Om u &r en kolonnvektor &r u’” motsvarande
radvektor.

u= . u :[Ul Uy - Un]

skalarprodukten av tva kolonnvektorer u och v
kan nu skrivas som en matrisprodukt

WV = w0y + Uz + o+ F Uy, = ulv

Sats 2.1.3 Rakneregler for
transponering
Lat 4 och B vara matriser sadana att

nedanstaende operationer ar mojliga. Da
galler:

(ANT = 4

. (4+B)T=AT+ BT

For alla skaldra » &r (rA)T = rdA"

. (4B) T=BTAT Notera ordningen!

20 o o
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2.2 Matrisinvers

Viktiga begrepp
* matrisinvers
e Elementdra matriser

Mal 2.2

For betyget godkand skall du kunna:
¢ tillampa sats 2.2.5 och 2.2.6 i problemlésning

 berakna matrisinvers med hjalp av sats 2.2.4
och metoden i exempel 2.2.7.

For hégre betyg skall du dessutom kunna:

« forklara varfor metoden att berdkna
matrisinvers som beskrivs i exempel 2.2.7 ger
det 6nskade resultatet.

Definition

* En nxn-matris A kallas inverterbar om det
finns en nxn-matris C sadan att
CA=1och AC=1
dér I =1, arenhetsmatrisen (identity matrix)
av typ nxn.

Matrisen C ar i sa fall entydigt bestamd och
kallas inversen till 4. Inversen betecknas 4.

Notera att

om A ar inverterbar sa galler

1. Av 4B = AC kan man dra slutsatsen B = C.
2. Av AB = O kan man dra slutsatsen B = O.

Sats 2.2.4

R _la b
-LatA—[c 'd}

e Om ad — bc # 0 ar A inverterbar med
JET. { d b }

T ad—bc| —c a
« Om ad — bc = 0 &r A inte inverterbar.
* Talet ad — bc kallas determinanten till A.

a b

det A = d

':ad—bc

Exempel

12 _ -5 -2
A:[3 75],detA:—114A1:7111[7 }

a1 2[5 —2]_ . [-1 0 ]_
Ad *711{3 75H73 1]*—1{ 0 711]*12
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Sats 2.2.5

* Om A ar en inverterbar nxn—matris sa galler
att for varje bi R" har ekvationen 4x = b
entydig 16sning x= A'b

Definition s.122

Med en elementdr matris menas en matris E
som "'utfor en elementéar radoperation'.

Alltsd om A ~ A;via en enda elementar
radoperation och EA = A; sd kallas E

elementar.

Det finns tre typer av elementdra matriser

* Typ 1 som motsvarar att till en rad addera en

multipel av en annan rad
1 00

0 10

-4 0 1

rowy (A)
* Om A= | rows(4)

By =

rows(A)

rows(A)

|: rowz(A) — 4row; (A)

. rowy(A)
® Saar EA=

Typ 2

* som motsvarar att tva rader byter plats:

010
Ey=110 0
001

rows(A)

* S3Ar  EA=| rowi(4)
rows(A)

Typ 3

* som motsvarar att en rad multipliceras med
en skalar c#0.

1
Es= |0
0

oo
0o oo
[E—

Elementara matrisers inverser

-4 01 401

-1
010 010
E;'=]100 =100
00 1 00 1

-1
100 100
E;'=|010 =010
005 00 %
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Sats 2.2.7

En nxn-matris A ar inverterbar om och endast
om A ar radekvivalent med I,

Varje féljd av radoperationer som éverfor A till
I, kommer ocksa att 6verfora I, till 4.

Metod for berakning av A4/

« Overfor matrisen| A | I ] till reducerad
trappstegsform.

» Omdennaédr|[ I | B | sdarB=4"

* Om man inte far ett pivotelement i samtliga
kolonneri A saar A inte inverterbar.

2.3 Karakterisering av inverterbara
matriser
Viktiga begrepp
* Inga nya begrepp allt handlar om sats 2.3.8
Invertible matrix theorem

Mal 2.3

For betyget godkand skall du kunna:

* tilldmpa sats 2.3.8 i problemldsning

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* bevisa sats 2.3.8.

Sats 2.3.8, om inverterbara matrisers
egenskaper

Lat 4 vara en kvadratisk zxn-matris . Da ar féljande utsagor
ekvivalenta.

Alltsa, for en given matris A4 &ar antingen alla sanna eller alla
falska.

A @r en inverterbar matris.

A ar radekvivalent med I,

A har n pivotpositioner.

Ekvationen 4x = O har endast den triviala |6sningen, x=0
Kolonnernai 4 ar linjart oberoende.

Den linjéra avbildningen x — Ax&r injektiv.

~p oo oa

Sats 2.3.8, om inverterbara matrisers
egenskaper

g. Ekvationen Ax = b har minst en |8sning for
varje b iR"

h. Kolonnernai A spanner upp R”.

i. Den linjara avbildningen x — Ax &r surjektiv.

j- detfinns en nxn-matris C sadan att C4 =1

k. det finns en nxn-matris D sadan att 4D = I.

I. AT &r en inverterbar matris.
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Forenklande observation

* Om A och B ar kvadratiska och 4B = I'sa kan
vi dra slutsatsen att B = 47och 4 = B .

* Vi behover alltsa inte kontrollera att ocksa
BA=1

Definition: Inverterbar transformation

* Enlinjar transformation T : R® — R" kallas
inverterbar om det finns en funktion S : R® — R"
sadan att

S(T(x)) =x for alla x1R"™
T(S(x))=x foralla xiR"

¢ Funktionen S kallas da inversen till T och
betecknas T .

¢ En funktion &r inverterbar om och endast om den
ar bade injektiv och surjektiv. Den kallas da
bijektiv.

Sats 2.3.9

* Lat T vara en linjar transformation och lat 4
vara standardmatrisen for 7.
Da ar T inverterbar om och endast om A &r en
inverterbar matris.

* | sa fall &r den linjéra avbildningen S som ges
av §(x) = A'x den inversa avbildningen till 7.

Viktig observation

Noteraatt omT : R™ — R™ ges av T(x) = Ax
sa ar T surjektiv om och endast om
kolonnernai A4 spanner upp &” och

injektiv om och endast om kolonnernai A ar
linjart oberoende.

* Om n < mkan T inte vara surjektiv,
* om n> mkan T inte vara injektiv.

2.4 Blockmatriser

Viktiga begrepp
* Blockmatris

Mal 2.4

For betyget godkand skall du kunna:

* Inga mal i detta avsnitt.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* Inga mal i detta avsnitt.
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Blockmatriser i Matlab

¢ Matriser kan skrivas in i Matlab som block, under
forutsattning att blocken pa samma "rad" innehaller
samma antal rader.
A = [zeros(4,3) ones(4);eye(5) ones(5,2)]
ar ett exempel pa en 9x7-matris.

 Aven tidigare definierade och namngivna matriser kan
anvandas.
B =[A;ones(1,7)] ar en 10x7-matris.

¢ Om tva matriser har blockindelningar som gor
operationerna pa blocken majliga sa kan
matrisoperationerna utforas "blockvis".

2.5 Matrisfaktorisering

Viktiga begrepp
* LU-faktorisering

Mal 2.5

For betyget godkand skall du kunna:

* bestimma LU-faktorisering av en matris dar
det inte krdvs radbyte.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* inga ytterligare mal

LU-faktorisering

LU-faktorisering av en m x n-matris A
innebér att A skrivs som matrisprodukten
A=L-U
U é&r den uppat (Upper) triangulara
m X n-matrisen som erhalls vid eliminering.
L &r den nedat (Lower) triangulira
m X m-matrisen som motsvarar
radoperationerna som ger tillbaka A.

Anvandning av LU-faktorisering

Faktoriseringen kan utnyttjas vid
ekvationslosning genom:

Ly=Db

Ax:b(:)L-UX:bﬁ{
Ux=y

Exempel
Los ekvationssystemet
Ax=[-3 0 7 -12]"
da
3 =7 =2 2 1
-3 5 1 0 -1
A= 6 -4 0 -5 3 |
-9 5 -5 12 —4
1 0 00 3 -7 -2 2 1
1 1 00 0 -2 -1 2 0
2 -5 10 00 -1 1 1
-3 8 31 0 0 0 -1 —4




