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Lasvecka 3
Innehall 3.1 Introduktion till determinanter

Determinanter: berdkning, egenskaper och
anvandning

Viktiga begrepp
* determinant
» cofaktorutveckling

Mal 3.1

For betyget godkand skall du kunna:

* berakna determinanten for en matris av
godtycklig storlek med hjalp av sats 1

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* Inga ytterligare mal i detta avsnitt

Definition

» Determinanten aven2 x 2-matris A
definieras som

det(A) = det[ i 12 } =

a1  a22
air a2
a1 Q22

11022 — A12G21
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Determinant av storre storlek

¢ Determinantenaven n X n-matris definieras
med hjalp av "utveckling efter rad 1"

* Om A dren n X m-matris s later vi Aij
beteckna (n —1) x (n — 1)-matrisen som vi far
omrad % och kolonn j stryks ur A.

Med cofaktor C;; menas (—1)""det(4;;)
Definitionen av determinant kan da formuleras:

det(A4) = a11C11 + a12C12 + a13C13 + - - + a1,C1n

Determinantberakning

* Sats 1 Determinanter kan berdaknas genom
utveckling efter vilken rad eller kolonn som
helst.

* Satsen sager att:

det(4) = ai1Cin + ai2Ciz2 + ;3033 + -+ + i Cin
« Detta kallas utveckling efter rad
det(A) = (llelj + ale'lj + (llelj + -+ ananj
* Detta kallas utveckling efter kolonn ;.

Sarrus regel

* En 3 X 3-determinant kan berdknas med
Sarrus regel:

+ + o+

= T1Y223+T2y321 +T3Yy122—T3Y221-T1Y322 —T2Y123

OBSERVERA!

* Det finns ingen liknande berdkningsprocedur
for storre determinanter.

e For 4 X 4-determinanter och stérre ar
berdkning genom utveckling after rad eller
kolonn, i kombination med satser i nasta
avsnitt, det effektivaste berdkningssattet.

Sats 3.1.2

* Determinanten av en trianguldr matris ar
produkten av diagonalelementen.

3.2 Determinantens egenskaper

Viktiga begrepp
* radoperationer
* kolonnoperationer
* multiplikativa egenskapen
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Mal 3.2

For betyget godkand skall du kunna:
« férenkla kalkylerna med hjalp av sats 2, 3 och 5

* utnyttja sats 4 for att avgéra om en matris ar
inverterbar

* tilldmpa sats 6 i problemldsning
For hégre betyg skall du dessutom kunna:

* bevisa att en matris A &r inverterbar om och
endastom det(A) # 0 (sats4)

Sats 3.2.3

« Om Berhsllsav A genom en elementar
radoperation sa galler
a) Om en multipel avenradi A adderas till en annan
rad:
det(B) = det(A)
b) Tvaraderi A byter plats:
det(B) = —det(A)
¢) Enradi A multipliceras med en skalar k

det(B) = kdet(A)

Sats 3.2.4

e En kvadratisk matris A &r inverterbar om och
endastom det(A) #£ 0

* Bevis: Antag att A &ar radekvivalent med en
trappstegsmatris U/

D4 vet vi att A &r inverterbar om och endast om
U har pivotelement i varje rad och varje kolonn.

Detta ar ekvivalent med att det(U) # 0.
Upprepad anvandning av sats 3' ger att
det(U) # 0 <> det(4) #0

och satsen foljer.

Sats 3.2.5

* Om A aren kvadratisk matris sa ar

det(A) = det(AT).

Sats 3.2.6

* Om A och B &r n X n-matriser sa ar
det(AB) = det(A) det(B)

+ OBS!! det(A+ B) # det(A) + det(B)

utom i undantagsfall.

3.3 Cramers regel, volym och linjara
avbildningar
Viktiga begrepp

* den adjungerade matrisen, adjunkten, till en
matris

* areaskala, volymskala
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Mal 3.3

For betyget godkand skall du kunna:

¢ utnyttja Cramers regel (sats 7) i
problemldsning

* berdkna invers till 3 X 3 -matris med hjalp av
sats 8

For hégre betyg skall du dessutom kunna:
* bevisa Cramers regel (sats 7)

* redogora for determinantens tolkning som
area- eller volymskala for en linjar avbildning

Cramers regel

Antag att A &r en inverterbar n X 1 -matris.
Lst b € R™ ochlat A;(b) beteckna
matrisen[ a; --- b a, | dérkolonn
nri ersattsavb.

D4 ges I6sningen x till ekvationen Ax = b
av:

Ti = —deg(ef&?», 1=1,23 --,n

Definition
* Cofaktorerna till matrisen A gesav
Cij = (=1)"7 det(Ay)

* Dentill A adjungerade matrisen, adjunkten
till A, ar

Cn Cp o O 1"

021 022 e CZn
adj(A4) = . . .

Cnl Cn2 e Cnn

Sats 8 En formel for inversmatris

e Lat A vara en inverterbar matris.
* D3 éar

Al = adj(A)

1
det(A)

Sats 9 Determinanten som area eller
volym

« Om Adren 2 x 2-matris dr abs(det(A))
arean av parallellogrammen som spanns upp
av A :s kolonner.

« Om A &ren 3 x 3-matrisdr abs(det(4))

volymen av parallellepipeden som spanns
uppav A :skolonner.

Sats 10 Determinanten som area- eller
volymskala
« L&t T:R? - R? gesav T'(x) = Ax
« L&t S varaett omradei R? och T(S) bilden
av detta omrade.
* Dagiller:
arean av T'(S) = abs(det(A)) - (arean av S)

« Samma gillerom T :R3 — R? och area
ersatts av volym.




