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Omfattning

* Lay, kapitel 2.8 - 2.9, 4.1 - 4.6, Underrum i R",

T|\/|V166/186 dimension och rang. Allmanna linjara rum
Linjdr Algebra M/TD . gs:;zr;e?rtdag 12/2,13.30-14.10
2009/2010 Omfattar kapitel 1, 2 och 3.
Lasvecka 4
Innehall 2.8 Underrumi R"

Underrumi R™, dimension och rang.
Allmanna linjdra rum och underrum i dessa
Nollrum, kolonnrum och linjara avbildningar
Basbegreppet, koordinatsystem.

Viktiga begrepp
e Underrum
e Kolonnrum

Nollrum
* Bas

Mal 2.8 och 4.2

For betyget godkand skall du kunna:

definiera begreppet underrum i R™och avgéra om en viss
mangd av vektorer i R™&r ett underrum i R™

definiera begreppet bas for ett underrum R”.

definiera begreppet nollrum, Nul(A), till en matris A
avgdra om en given vektor tillhér Nul(A) samt bestimma en
bas for Nul(A).

definiera begreppet kolonnrum, Col(A) , till en matris A
avgdra om en given vektor tillhér Col(A) samt bestimma en
bas fér Col(A) .

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

« bevisa att nollrum och kolonnrum &r underrum i limpligt R™

och kénna till deras tolkningar i samband med ekvationssystem
och linjara transformationer.

Definition: Underrum i R™

Ett underrumi R™ dr en mangd H av vektorer
i R™

med foljande tre egenskaper:
a. Nollvektorn tillhér H
b. Om u och v tillhér H sa tillhér dven vektorn
ut+v H

c. Omutillhér H och cér en skalar sa tillhér
vektorn cu H
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Viktiga exempel

* Exempel 2.8.1 och 2.8.3
* Om Vi, -+ VvV, drvektoreri R"™ sa ar
Span{vy, --- v,}
ett underrumi R™ .

Definition

* Kolonnrummet Col(4) till en m x n-matris A
ar mangden av alla linjarkombinationer av
kolonnernai A.

Om A=[a; - a, | sdar
Col(A) = Span{ay, --- a,}
* ekvivalent formulerat:
* Col(A) = {b € R™: b = Ax for ndgon vektor x € R"}
Kolonnrummet Col(4) &r ett underrumi R™

Definition

* Nollrummet, Nul(A), till en m x n-matris A, &r
mangden av alla |6sningar till den homogena
ekvationen Ax =10

Nul(4) = {x: x € R" och Ax =0}

e Sats2.8.12 Nollrummettillen m x n-matris ar
ettunderrumi R™.

e Ekvivalent: Mangden av alla [6sningar till ett
ekvationssystem Ax =0 med m ekvationer
och n obekanta, ér ett underrum i

Olikheter mellan Nul(A) och Col(A) fér
en m X n-matris A
Nul(A) Col(A)

1. Nul(A) arett underrum i R™ 1. Col(A) ar ett underrum i R™

2. Nul(A) &rimplicit definierat 2. Col(A) &r explicit definierat
av ekvationen x=0 av kolonnvektorerna i A

3. Dettar tid att bestimma 3. Detar latt att hitta vektorer i
vektorer i Nul(A) Col(A)

4. Det finns inget uppenbart Det finns ett uppenbart

samband mellar]N%(A) samband mellan Col(A) och
och elementen i elementen i

Olikheter mellan Nul(A) och Col(A) fér
en m X n-matris A

Nul(A) Col(A)
5. Entypisk vekt i Nul(A) a 5. Entypisk vekt i Col(A) a
Enpypiskvekor v I Nul(d) ar 5. Entypiskvekcory 1 Col(A) ar

6. Givetenvektor V,saiardetenkelt 6. Giveten vektor V satar det oftast
attavgéraom Vv € Nul A) tid att avgéraom V € OI(A)

7. Nul(A4) = {0} omoch endastom 7.  Col(A) = R™ om och endast om

ekvationen 4x — () endast har ekvationen X = har l6sning
trivial [6sning foralla b € R™

8. Nul(A = {0? om och endast om 8. Col A} — R™ om och endast
den linjara avbildningen x > Ax om denlinjara avbildningen X — Ax

arinjektiv ar surjektiv

Definition: Bas for underrum

* En bas for ett underrum H i R™&r
en linjirt oberoende mangd av vektoreri H
som spanner H
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Sats 2.8.13

* Pivotkolonnerna i matrisen A bildar en bas
for kolonnrummet till A .

4.1 Vektorrum och Underrum

Viktiga begrepp
e Vektorrum
e Underrum

Mal 4.1

For betyget godkand skall du kunna:
* inga nya godkantmal i detta avsnitt
For hégre betyg skall du dessutom kunna:

* kanna till de viktigaste exemplen pa vektorrum
och kunna ge belysande exempel.

« definiera begreppet underrum i ett vektorrum
och kunna avgora om en given delméangd av ett
kant vektorrum ar ett underrum.

Definition: Vektorrum

e Ett vektorrum &r en icke-tom mangd V vars objekt kallas
vektorer, forsedd med tva operationer:

dels addition av vektorerna, dels multiplikation av en vektor med en
skalar.

* Nedanstaende raknelagar (axiom) maste gélla for alla vektorer u, v
och W och for alla skalarer ¢ och d .

e Summanav u och v, u+v érettobjekti V

ut+v=v+u .

(u+v)+w=u+(v+w)

Det finns en nollvektor 0 i V' sadan att ut0=u
Till varje u iV finnsenvektor —ui V sdatt u+-u=0

Definition: Vektorrum

¢ Produktenav u med skaldren ¢, cu aren
vektori V.

e c(u+v)=cu+ev

e (c+du=cu+du
o ¢(du) = (cd)u

* lu=u

Exempel pa vektorrum

. R
* Geometriska vektorer

* Oandliga foljder

* Polynom av grad hogst n
* Reellvdrda funktioner.
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Definition: Underrumi V

» Ettunderrumi ett vektorrum V &ren
delmangd H av vektorer i V

med foljande tre egenskaper:
a. Nollvektorn tillhér H
b. Om u och v tillhér H sa tillhér dven vektorn
ut+v H

c. Omutillhér H och cér en skalar sa tillhér
vektorn cu H

Viktig observation

* Om H arettunderrum av vektorrummet V'
sa ar H ocksa ett vektorrum.

* Viktiga resonemang blir enklare att féra med
denna observation i tankarna.

Sats4.1.1
* Om Vi, -+ Vp tillhor ett vektorrum V'sa ar
Span{vy, --- v,} ettunderrumi V.

Notera att detta ar samma som Exempel 2.8.3

4.2 Nollrum, kolonnrum och linjara
avbildningar
Viktiga begrepp
* Nollrum

* Kolonnrum
* Karna och vardeméangd

Mal 4.2

For betyget godkand skall du kunna:
* Inga nya godkdantmal i detta avsnitt, se 2.8
For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* Inga nya 6verbetygsmal i detta avsnitt, se
2.8

Definition

* En linjéir avbildning I' fran ett vektorrum V
till ett vektorrum W &r en funktion med
definitionsmangd V' och malmangd W, alltsa
en regel som till varje vektor x € V ordnar en
entydigt bestamd vektor T'(x) € Wsadan att

i. T(u+v)=T(u)+T(v) forallau, veV
i. T(cu)=cT(u) foralla ueV ochalla
skaldrer ¢
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Definition: Karna och vardemangd

¢ Kdrnan till en linjar avbildningT : V — War
méngdenav allau € V sddanaatt T(u) =0.

Kérnantill 7' betecknas Ker(T).

* Védrdeméngdentill T &rmangdenavallaw €¢ W
som &r bild av ndgon vektorx € V'

Om T ir en linjar avbildning fran R™ till R™ med
standardmatris A,T(x) = Ax sa giller:

i. karnantill T &r samma som nollrummettill A och
vardemangden ar samma som kolonnrummet till A

Definition
(Jamfoér med definitionen i 1.9.)

* Enavbildning T :V — W kallas surjektiv
(eng. onto), om varje vektor b € W &r bild
av minst en vektor x €V,

Viardemangden arisd fall hela W.
* Avbildningen T': V — W kallas injektiv eller

en-entydig (eng. one-to-one), om varje vektor
b € W &r bild av hogst en vektor x € V.

Sats 1.9.11

e L&t T :V — W vara en linjir avbildning.
e Daar T injektiv
om och endast om
ekvationen T(x)=0
endast har den triviala [6sningen

Vi har alltsd att
T d&rinjektivom och endast om Ker(T') = {0}

4.3 Linjart oberoende mangder, baser

Viktiga begrepp
* Linjart oberoende, linjart beroende
* Bas for underrum
e Bas for kolonnrum
* Bas for nollrum

Mal 4.3

For betyget godkand skall du kunna:

* Inga nya godkdantmal i detta avsnitt, se 2.8
For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* definiera begreppet bas for ett vektorrum

Definition

* En mangd av vektorer {vi, --- v} i H kallas
linjéirt oberoende om ekvationen
vy +ceva+ -+ v, =0
endast har trivial I6sning, ¢1 =0, c2=0,---,¢, =0
* Vektorerna kallas linjéirt beroende om
ekvationen ovan har icketrivial I16sning.
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Sats 4.3.4

e Enmingd {v1, -** v} bestdende av tvd
vektorer eller fler, och dar vy # 0 &r linjart
beroende

om och endast om
ndgon av vektorerna v; (med j>1 )éren

Definition: Bas

e Lat H varaettunderrumi V.

* Enmangd avvektorer B ={by, --- b,}i V
kallas en bas for H om

a. B érenlinjart oberoende mangd
b. Underrummet som spannsav B arsamma

linjarkombination av vektorerna Vi, -+ V;_1 som H, allts
H = Span{by, --- b,}
Sats 4.3.5 Bas for nollrum och kolonnrum
e L&t S={vy, - Vp} vara en mangd av 1. Bas for nollrummet till en matris A

vektoreri V  och lat

H = Span{vy, --- v}

a. Omenavvektorernai S ,tex Vi é&ren
linjarkombination av de 6vriga sa kan den tas
bort fran .S, de aterstaende spanner ocksa
upp H.

b. Om H # {0}s& ar nagon delmangdav S en
bas for H.

— Metod: Exempel 2.8.6 och 4.2.3
L6s ekvationssystemet Ax =0

Identifiera vektorer som spanner upp
nollrummet.

Kontrollera att de &r linjart oberoende.

2. Bas for kolonnrummet till A
— Metod: Sats 2.8.13 och 4.3.6:

Pivotkolonnernai A bildar en bas for Col A

2.9 Dimension och rang

Viktiga begrepp
* Koordinatsystem
* Dimension
* Rang (rank)

Mal 2.9

For betyget godkand skall du kunna:

definiera begreppet koordinater fér en vektor relativt en bas
och bestimma koordinaterna for en vektor relativt en given bas
for ett underrum i

definiera begreppet dimension av ett underrumi  R™ och
bestdmma dimensionen for ett underrum.

definiera begreppet rang for en matris och bestamma rangen
for en matris.

tilldmpa Rang-satsen vid problemlosning .

Tillampa Satsen om inverterbara matriser (The invertible Matrix
Theorem) vid probleml6sning

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
formulera och bevisa Rang-satsen.
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4.4 Koordinatsystem

Viktiga begrepp
* Koordinater relativt en bas
* Koordinatbytesmatris

Mal 4.4

For betyget godkand skall du kunna:
* Inga nya godkantmal i detta avsnitt, se 2.9
For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* definiera begreppet koordinater fér en
vektor relativt en bas och bestamma
koordinaterna for en vektor relativt en given
bas

* anvanda koordinatbytesmatriser vid
problemldsning

4.5 Dimension for vektorrum

Viktiga begrepp
* Dimension

Mal 4.5

For betyget godkand skall du kunna:
¢ Inga nya godkdantmal i detta avsnitt, se 2.9
For hégre betyg skall du dessutom kunna:

* bevisa att varje méangd bestaende av fler
vektorer i ett vektorrum V' an vad som finns i
en bas for V' maste vara linjart beroende samt
utnyttja detta for att bevisa att antalet vektorer
i en bas for ett vektorrum ar entydigt bestamt.

« definiera begreppet dimension fér vektorrum.

4.6 Rang

Viktiga begrepp
* Rang

Mal 4.6

For betyget godkand skall du kunna:
* Inga nya godkantmal i detta avsnitt, se 2.9
For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* forklara varfor de olika egenskaperna som
namns i Satsen om inverterbara matriser
(The invertible Matrix Theorem) ar
ekvivalenta.
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Sats 4.4.7 om entydigt bestamda
koordinater
* Lat B ={by, --- b,} varaen bas forett
vektorrum V (som kan vara ett underrum H
i R").
Da finns, till varje vektor x € V, en entydigt

bestamd uppsattning skalarer, c¢i, ---, ¢p
sadanaatt x=c;b;+---+¢yb,

Definition: Koordinater

¢ Antagatt B = {bh bp}érenbasfér V' ochatt

xeV

Koordinaterna for X relativt basen B rskalirerna

€1, ***, Cp sadanaatt X =ciby+---+ b,

i RP

C1
Vektorn [x] B= :
Cp

kallas koordinatvektorn fér X relativt basen B eller

B -koordinatvektorn for X

Koordinateri R"

Antagatt B = {by, -+ b,} &renbasfor IR™och att
kolonnvektorn X har koordinatvektorn
¢y

Kls =1 i | relativt basen B
Cn
Lat Ps= [ by by -+ b, ]
* D3 ar vektorekvationen x=cibi+cbs+ -+ by
ekvivalentmed x = Pg[x],

Matrisen Pg kallas koordinatbytesmatrisen fran B till
standardbasen.

Sats 4.4.8

Lat B ={by, --- b,} varaen bas for
vektorrummet V.

D4 &r koordinatavbildningen fran Vtill R"'som
ges av

x = [x]g
en bijektiv linjar avbildning.
(bijektiv = injektiv och surjektiv = one-to-one och
onto)
En bijektiv linjar avbildning kallas en isomorfism

Sats 4.5.9

Om ett vektorrum V har en bas
B = {bla bn},
sa maste
* varje mangd bestaende av fler an 12 vektorer i
V vara linjart beroende.

Sats 4.5.10

Om ett vektorrum V (som kan vara ett
underrum H i R™) har en bas, som bestar av
pvektorer, sa bestar alla baser for H av precis
p vektorer.

Talet p kallas vektorrummets dimension.

Dimensionen av vektorrummet { Q}, som
alltsd endast innehaller nollvektorn i R™ar 0.
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Sats 2.9.15: Bassatsen

* Lat H vara ett p-dimensionellt (med p 1)
underrum i R"™,

* Daér varje linjart oberoende méangd
bestdende av exakt p vektorer automatiskt en
bas for H.

* Varje madngd bestdende av exakt p vektorer
som spanner upp H &r ocksa automatiskt en
bas H.

Definition

* Rangen av en matris, Rank A &r
kolonnrummets dimension.

* Sats 2.9.14, och 4.6.14 Rang-satsen,
Dimensionssatsen

* Om matrisen A har # kolonner (observera att
A inte behdver vara kvadratisk) sa giller

Rank A + dim NulA =n

Viktiga observationer

dim Nul A = antalet fria variabler i ekvationen
Ax=0

dim Col A = antalet pivotkolonner i A.

Definition: Dimension

* Om V spanns upp av en andlig mangd av
vektorer, sa kallas V dndligtdimensionellt.

* V:sdimension, dim V, ar antalet vektoreri
en bas for V.

» Om V endast innehaller nollvektorn V = {0}
sdar dimV = 0.

* Om V inte spanns upp av en andlig mangd av
vektorer, sa kallas V' odndligtdimensionellit.

Sats 4.5.11

* Lat H vara ett underrumi ett
andligtdimensionellt vektorrum V.

* Da kan varje linjart oberoende mangd av
vektorer i H som inte redan spdnner upp H
utokas till en bas forH .

* Vidare ar H ocksa andligtdimensionellt och

dimH <dimV

Sats 4.5.12: Bassatsen

+ Lat V' vara ett p-dimensionellt vektorrum,
p=>1

Da &r varje linjart oberoende mangd
bestdende av exakt p vektorer automatiskt en
bas for V.

Varje mangd bestaende av exakt p vektorer
som spanner upp V' ar ocksd automatiskt en
bas for V.
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4.6: Radrummet

* Radrummet, Row(A), till en matris A 4r mangden av alla
linjarkombinationer av radvektorernai A

¢ Sats4.6.13: Elementdra radoperationer forandrar inte
radrummet.
Alltsd om A och B érradekvivalenta, A ~ B, sa ar
Row A = Row B
Bas for radrummet till A
Om A ~ U dir Uir en trappstegsmatris s ar pivotradernai

U enbasfor Row(A).

Om radreduktionen inte kravt omordning av raderna kan man
ta pivotradernai A som bas.

Sats 4.6.14, Rang-satsen, Dimensionssatsen

* Dimensionen for Row(A) och Col(A) ar
samma som antalet pivotkolonneri A.

* Definition: Denna dimension kallas rangen
for A, Rank(A).

* Foljande samband géller mellan matrisens
rang, nollrummets dimension och antalet
kolonner i matrisen:

Rank A +dimNulA =n

Satsen om inverterbara matrisers egenskaper

Lat 4 vara en kvadratisk nzxn-matris . Da ar féljande utsagor
ekvivalenta.

Alltsa, for en given matris A4 ar antingen alla sanna eller alla
falska.

. Kolonnernai A bildar en bas for R”.
n. ColA=TR"

dim Col A=n

rank A=n

Nul A ={0}.

Dim Nul A = 0.
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