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Omfattning

* Lay, kapitel 6.1-6.6, Ortogonalitet och minsta-

TMV166/186 kvadrat metoden
Linjér A|gebra M/TD . f7.1-7.2, Symmetriska matriser och kvadratiska
ormer
2909/2010 * Dugga 3: Fredag 26/2, 13.30 - 14.10.
Lasvecka 6 Omfattar kapitel 1, 2, 3, 4 och 5.
Innehall 6.1 Skalarprodukt, norm, ortogonalitet

Ortogonalitet

Projektioner

Minstakvadrat-metoden.
Diagonalisering av symmetriska matriser
Kvadratiska former

Viktiga begrepp
» Skalarprodukt
e Ldngd, norm
* Avstand
* Ortogonalitet
* Vinklar

Mal 6.1

For betyget godkand skall du kunna:

berdkna skaldrprodukten av tva vektorer i R™
tillampa raknereglerna for skalarprodukt,
berdkna norm av en vektor i R”

berdkna avstandet mellan vektorer i R"
avgora om tva vektorer i R™ ar ortogonala
bevisa Pythagoras satsi R"™

forklara vad som menas med ¥+ om Wir ett
underrumi R™

tillampa sats 6.1.3 vid problemldsning.
For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* bevisasats 6.1.3.

Skalarprodukt, dot product, i R”

U U1
U2 V2

* Om u= . och v= . sa ar
Unp Un

skaldrproduktenav 1 och V :

UeV = ULV1 + U3 + -+ + Upvy
Med matrisbeteckningar kan detta skrivas
T

UeV = U V
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Sats 6.1.1: Raknelagar for
skalarprodukten.

Lit u , v och w vara vektoreri IR™ och I3t ¢
vara en skalar.

Da galler:
a. UeV = Vel
b. (cu)ev = c(usv)
C. (u+V)sw =uw + vew
d. ueu>0,ochueu=0<u=0

Definition:

* Normen, langden av en vektor v ar
skaldren ||v|| som ges av:

Ivl = Voo = VAT T ed + - 1o
2
+ Noteraatt [[v[[" =vev
* Detta ar mycket anvandbart t.ex. da man vill
bevisa att tva langder ar lika eftersom man da

kan utnyttja rakneregler for skaldrprodukt och
slipper rottecknet.

Definition:

* En enhetsvektor eller normerad vektor ar en
vektor v s&danatt [v]| =1

* Att normera en vektor v innebar att skapa en
normerad vektor v med samma riktning som
V .

* Eftersom |[cv|| = |c||lv|] kan alla vektorer
v (utom 0 ) normeras genom att man
multiplicerar med 1/ |v||.

* En normerad vektor i riktningen v ar

1

V:WV

Definition:

« L&t U och V varavektoreri R"
e Avstandet mellan u  och v betecknas
dist(u, v)

och ges av

dist(u,v) = ||u—v]||

Definition:

Tva vektorer w och vi R™ kallas
ortogonala (mot varandra) om uev = ()

Notera att nollvektorn ar ortogonal mot alla
vektorer.

Notera ocksa att ingen annan vektor har
denna egenskap.

Sats 6.1.2 Pythagoras sats

o . n .
« Tvavektorer u och vV i R" 3r
ortogonala mot varandra

om och endast om

2 2 2
[+ v[" = [ful” + vl
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Definition: Ortogonala komplementet

« L&t W varaettunderrumi R"™.

* Om en vektor z ar ortogonal mot varje
vektor u € Wsasagerviatt Z ar
ortogonal mot W.

* Mangden av alla vektorer Z som ar
ortogonala mot W kallas W:s ortogonala
komplement.

* Denna mingd betecknas T/ L.

Viktiga fakta:

a. x € W+ omochendastom x é&r
ortogonal mot alla vektorer i en mangd som
spanner W .,

b. W+ &rettunderrumi R"?

Sats 6.1.3

« L&t A varaen m X n-matris.
* Dagiller:

(Row (A))" = Nul (4)
* och

(Col (A))* = Nul (A7)

6.2 Ortogonala mangder

Viktiga begrepp
* Ortogonal mangd av vektorer
* Ortogonal bas
* Ortogonal projektion
* Ortonormerad mangd av vektorer
* Ortonormerad bas

Mal 6.2

For betyget godkand skall du kunna:
forklara vad som menas med ortogonal bas for ett underrum

tilldmpa sats 6.2.5 for berakning av koordinaterna for en vektor
y € W relativt en ortogonal bas for .

anvanda projektionsformeln 6.2.(2) i probleml6sning

forklara vad som menas med ortonormerad bas for ett
underrum

forklara vad som menas med en ortogonal matris.
Fo6r hogre betyg skall du dessutom kunna:

* bevisa sats 6.2.4: en ortogonal mangd av vektorer ar linjart
oberoende.

¢ bevisasats 6.2.7da U ar en ortogonal matris.

Definition: Ortogonal mangd

* Enmangd vektorer {uy, --- u,} kallasfér
en ortogonal mangd om vektorerna ar parvis
ortogonala.

* Alltsa om alla par av vektorer (med olika
index) ar ortogonala mot varandra:
u;eu; = 0 om ? 7é ]
* En ortogonal mangd kallas ortonormerad om

alla vektorerna i méngden dessutom ar
normerade.
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Sats 6.2.4

s Om S={uy, - up} ar en ortogonal
mingd av vektoreri R™ s& &r Sen linjart
oberoende mangd av vektorer.

« S &rdaen bas fér underrummeti R™ som
spanns upp av S.

Definition: ortogonal bas

* Med en ortogonal bas for ett underrum w
i IR™ menas en bas B som ocksa ar en
ortogonal mangd.

* En bas kallas ortonormerad om den ar en
ortogonal bas och alla vektorer i basen ar
normerade.

Sats 6.2.5

Lt B = {ul7 s up} vara en ortogonal bas for ett underrum W
i R™ ochlat y varaenvektori V.

C1
* Koordinaterna [y]B: : for y relativt basen B
E3
ou.;
gesdaav Cj = ﬁ
3 *Uj

Om B arenortonormerad bas ges koordinaterna av Cj =Yy-u;

Projektionsformeln

+ Lit u#0 varaengivenvektori R®. Lt ¥ varaen
annan vektori R™.

* Visoker en uppdelning av Y i tva ortogonala komponenter,
Yy=¥+2z dir y =au é&rparallellmed U och z ar
ortogogonal mot u.

e Daar

y:(y"l)u och Z=y—Y

ue*u

* Noteraatt ¥ 4&r parallell med linjen [, genom origo med
riktningsvektor W . Darfor kan y kallas projektionen avy pa

* Man anvander ibland beteckningen Projuy eller Proj,y fér
projektionen.

Cauchys olikhet

e Lt X och ¥ varavektoreri R™.
Da galler:

[xey| < [l {lyl]
Bevis: y =y + 2 dér § &r projektionenav y paX.

Pythagoras satsger = [[§[1* < [[§]* + [|z]* = |ly|”

Projektionsformeln: § = (LX) x ger [|J]| = ‘HYTT\E" llx[l = ‘\}\I;x‘

Saledes ‘3”’;’”“ < |yl somérekvivalent med Cauchys olikhet.

Kommentar

* Av Cauchy-Schwartz olikhet féljer att

—1< 2 <1
ESIEG]

* Man kan darfor definiera vinkeln 6 mellan X och Y
e genom

6 = arccos (L'L)
1[Iyl

* Viskall se senare att denna definition ar rimlig, den

stammer 6verens med den vinkel man far om man
betraktar planet som de tva vektorerna ligger i som ett plan
i askadliga rummet och dér anvander ""den vanliga vinkeln".
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Triangelolikheten

« Forallavektorer x ochy i R gller

[x+yll < =]+ ¥
Bevis:

2
(ell =+ [ly1D? = [+ y[I” = 2]l - [y ]| — 2%y >0

Sats 6.2.6

* En m X n-matris U har ortonormerade
kolonner om och endastom UTU =1
* Definition: En kvadratisk inverterbar matris
U kallas ortogonal om
U-lt=uT .
* Sats 6’: En m X m -matris &r ortogonal om och
endast om den har ortonormerade kolonner.

Sats 6.2.7

e Lat Uvaraen m x n-matris med
ortonormerade kolonner och 13t x och y
vara vektoreri R" .

Da giller:
a. U] = x| -
b. (Ux)«(Uy) =xey .
c. (Ux)+(Uy)=0 om ochendastom xey =0

Kommentar 1.

* Satsen innebdr att om en avbildningsmatris
U har ortonormerade kolonner sa bevaras
bade langd och vinklar mellan vektorer.

Kommentar 2

 Satsen &r specielltintressant d& U &r en
kvadratisk n X n-matris. {7 ar da en ortogonal
matris och kolonnernai U bildar en
ortonormerad bas fér R™.

* Om vi kallar dennabas B arU = Pg,

koordinatbytesmatris mellan standardbaseni R"
och B.

x = Pg[x]5
¢ Satsen innebar da att langder och vinklar kan

berdknas med hjalp av koordinatvektorer saval i
standardbas som i en ortonormerad bas.

Kommentar 3

e Omyvihartrevektorer u, v och W i R™ sdkan vialltid (se

exempel till Gram-Scmidt proceduren) vilja en ON-bas BB for R™ dar

a1 by c1
0 by [
0 0 c3
=] 0 | WMs=]o Wls=1 o
0 0 0

« Vilater sedan Uvara den ortogonala matrisen vars kolonner ar

vektorernai 3 .

* D&iralltsd U[u]B =u, U[V]B — v och U[w}B =w.
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Kommentar 4

* Satsen sager da att normer och skaldrprodukter for W, ¥V och W &r samma som
normer och skaldrprodukter for koordinatvektorerna u]g, TV]B ,och |W|5 .

* Desenare drsammasom norm och skaldr produkt for,

ay b1 | w3
o I b och e i R,
0 0 c3

+ | R3ges den geometriska lingden av normen och vinkeln mellan vektorer av

u-v
0 = arccos (—)
[alffivll

* Detar darfor logiskt att definiera vinkel i R™ med denna formel.

* Salange vi bara arbetar med tva eller tre vektorer kan vi dérfor rita figurer och
resonera som om det mangdimensionella ar tva- eller tredimensionellt.

6.3 Ortogonala projektioner

Viktiga begrepp
* Ortogonal projektion

Mal 6.3

For betyget godkand skall du kunna:

* tilldampa sats 6.3.8 for att dela upp en vektor
i ortogonala komponenter, eni W och den
andrai |/ da en ortogonal bas for W
ar kand.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* Inga ytterligare mal i detta avsnitt

Sats 6.3.8
Satsen om ortogonal uppdelning.
« LatTW varaett underrumi R™och 1at B = {uy, ---, u,}

vara en ortogonal bas for

*+ Dékanvarje vektor y i R™ skrivas, pa exakt ett sétt, som
en summa y:y+z
dir ¥ arenvektori W och z &renvektori W-L.

* Vektorn y kallas projektionen av y pd W och

betecknasé@ven proj,,y .

* Vektorn ¥y  berdknas med projektionsformeln
5’:(3’;.[:111>111+“'+<3:,ltfp>upoch z=y-—-y

Kommentar

* Viskall senare se att man alltid kan bestamma
en ortogonal bas for ett underrum. Man kan
darfor alltid bestimma  proj,, y

* Kom ihag! Basen som anvands i
projektionsformeln maste vara ortogonal.

Sats 6.3.9
Satsen om basta approximation.
e Lat W varaett underrumi R™och y en
godtycklig vektori R™ .
* L4t ¥ vara projektionenav y pd W.
» Ddar ¥ den punkti Wsom ligger nirmast y
* Med andra ord géller att ||y — 3| < |ly — v||
forallav i W med V#Y .
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Kommentar

* Rita en tredimensionell figur dar y, yoch v
utgar fran samma punkt och spanner upp en
tetrader.

Rita sa att ¥y ar hypotenusa i en ratvinklig
triangel med kateter y och y — y.

De tva dterstdende tetraederkanternadr y — v
och y —v.

Dessa bildar ocksa en ratvinklig triangel med

y — ¥y som en katet.

Denna &r alltid kortare &n hypotenusan y — v

Sats 6.3.10

o Lat Wvara ett underrumi R™ och |3t

{uy,---u,} vara en ortonormerad bas forW.
* Daar proj,y = (yeur)ur+--+(youp)u,
cOm U=[u u u, |, sagiller

proj,,y = UUTy foralla y e R"

6.4 Gram-Schmidt proceduren

Viktiga begrepp
* Gram-Schmidt proceduren
* QR-faktorisering ingar inte

Mal 6.4

For betyget godkand skall du kunna:

* tilldmpa Gram-Schmidt processen for att
bestdmma en ortogonal bas for ett
underrum W i R™utgaende fran en
annan bas fér T/.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* forklara varfér Gram-Schmidt processen
leder till en ortogonal bas.

Sats 6.4.11 Gram-Schmidt
ortogonaliseringsprocedur

+ L&t {uy,---u,} varaenbasfor ettunderrum Wi R™
e Satt v;=u

uz-vy

V2 =W — g Riv1
. _ UsVio uzvs
V3=U3 — 35,V T v, V2
u, v u,-vo Uy Vo
Vp=up —E2vy — 2 2vy — e — 2l y
Vi-Vy Va2 Vg Vp—1-Vp_1

o D&ar {vi, Vp} en ortogonal bas for W .
* Dessutom gilleratt  Span{vy,---vi} = Span{uy,---ux}
for 1<k<p.

Kommentar

* Viharen fsljd av underrum W = Span{u },
Wa = Span{uy, up}, «««, Wi =Span{ug,---w}, »
W, = Spanf{uy,---u,}

+ Omyvi har en ortogonal bas By, = {Vl, T Vk} for Wy,
kan vi berdkna projektionen av uyi1 pad Wj,.

* Den nyavektorn V1 dr“dendelav Uy somdr
ortogonal mot Wp”.

e Alltsa _ .
Vk+1 = Uk+1 — PrO)yy, Ug+1
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Exempel:

3 2
-1 [V .
3 sug= ar linjart oberoende

1

1
Vektorerna u; = L=

1 -1 4

Bestdm forst en vektor uy sdatt B={uy, uy, us, us} 4arenbas for R4

Bestdm sedan en ortonormerad bas C = {v;, v, v3, v4} for R* sadan att
Span{vy} = Span{u;}, Span{vy, v} = Span{u;,u;} och
Span{vi, va,v3} = Span{uy, uz, uz}

Bestam slutligen koordinatvektorerna [uy]., [uz]., [us], och [uy]. .

6.5 Minstakvadrat-metoden

Viktiga begrepp
* Minstakvadrat-metoden

Mal 6.5

For betyget godkand skall du kunna:

* forklara vad som menas med en
minstakvadrat-l6sning

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* forklara varfér minstakvadrat-l6sningarna ar
I6sningarna till den normaliserade
ekvationen ATAx = A"Tb .

Definition:

+ Om A &ren m x n-matrisoch b € R* s3 ar
en minstakvadrat-16sning till ekvationen Ax =b
en vektor X € R™ s3dan att

|Ax — b|| < ||Ax — b||féralla x € R”

* Minstakvadrat-felet ér ||[Ax — b|| da x ar

minsta-kvadrat I6sningen.

* Ofta anvander man istdllet kvadratiska
medelfelet som &r ||[Ax —b|| /y/n da n é&r
antalet ekvationer i systemet

Sats 6.5.13

* Minstakvadrat-l6sningarna till ekvationen
Ax = b &r samma som lésningarna till den
(konsistenta) normaliserade ekvationen

ATAx = ATp

Sats 6.5.14

« Matrisen AT A &rinverterbar om och endast
om kolonnernai A &r linjart oberoende.

* |54 fall har ekvationen Ax = b exakt en
minsta-kvadrat [6sning.

« Dennagesav X = (ATA)"1ATb

* Notera: Satsen ger ingen kalkylmdssig fordel,
tvartom.
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6.6 Linjara modeller

Viktiga begrepp
* Kurvanpassning, modellanpassning

Mal 6.6

For betyget godkand skall du kunna:

* tillampa minstakvadrat-metoden for
modellanpassning.

* For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* tilldmpa minstakvadrat-metoden for lite
besvarligare modellanpassning

7.1 Diagonalisering av symmetriska
matriser
Viktiga begrepp
* Symmetrisk matris
* Ortogonal diagonalisering
* Spektralsatsen

Mal 7.1

For betyget godkand skall du kunna:

* tilldmpa satserna 7.1.1 -- 7.1.3 vid
problemldsning. Spektralsatsen (sats 7.1.3)
ar extra viktig.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* Inga ytterligare mal i detta avsnitt

Definition

* Med en symmetrisk matris menas en matris
A sadanatt AT = A.

* Obs! En symmetrisk matris maste vara
kvadratisk, men det racker inte.

+ OBS! | kapitlet menas alltid att A ar en reell
matris.

a.

b.

d.

Sats 7.1.3: Spektralsatsen for reella
symmetriska matriser
Om A i&renreell, symmetrisk, n X n-matris sa

galler:

A har n reella egenvarden om man réknar
multiplicitet.

For varje egenvarde dr egenrummets dimension
samma som egenvardets multiplicitet som rot
till karakteristiska ekvationen.

Egenrummen &r parvis ortogonala, alltsa
egenvektorer som hor till olika egenvarden ar
ortogonala.

A kan diagonaliseras med en ortogonal matris.
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Sats 7.1.2

« A irenreell, symmetrisk, n X n-matris om
och endast om A kan diagonaliseras med en
ortogonal matris.

* Skillnaden pa sats 2 och 3d. ar att sats 2 sager
att symmetriska matriser och inga andra kan
diagonaliseras med ortogonal matris.

Spektral uppdelning

* Om B ={uy, uy, --- u,} dren ON-basav
egenvektorer till den symmetriska matrisen
A och )\, --. ), drmotsvarande

egenvarden sa ar
T T T
A= uu; + uguy + -+ + Ayunu,

* Detta kallas en spektral uppdelning av A

Projektionsmatriser

e« Om U har ortogonala, normerade kolonner
kallas UU fér en projektionsmatris.

* Speciellt kallas uu? fsr en projektionsmatris
om [uf =1

* Projektionsformeln i sats 6.3.10 visar att
UUTx &rprojektionen av x pa Col(U).

7.2 Kvadratiska former

Viktiga begrepp
* Kvadratisk form
* Huvudaxlar, principalaxlar
* Positivt definit, negativt definit, form

Mal 7.2

For betyget godkand skall du kunna:

* tillampa sats 7.2.4 Satsen om principalaxlar
for att skriva en kvadratisk form utan blandade
termer.

For hégre betyg skall du dessutom kunna:

« forklara vad som menas med positivt definit,
negativt definit och indefinit kvadratisk form

« tillampa sats 7.2.5 for klassificering av
kvadratiska former.

Definition

* En kvadratisk form pa R™ 4r en funktion
Q:R*"—R
som ges av ett uttryck
Q(x) = xT Ax
dir A iEren symmetrisk matris.

Matrisen A kallas den kvadratiska formens
koefficientmatris.

10
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Kvadratisk form och koordinatbyte

* Ett basbyte med koordinatbytesmatris P = Py
ger ett koordinat- eller variabelbyte x = Py
dar y= [X]B
| basen B ges den kvadratiska formen av en
annan matris:

x" Ax = (Py)" A(Py) = y" (PTAP)y.
Matrisen PTAP 3r ocksa symmetrisk.

Den kallas for den kvadratiska formens
koefficientmatris relativt basen B.

Sats 7.2.4 Principalaxelsatsen.

Lat Avara en symmetrisk n X n-matris och 1at B = {vq, <=+, v, }
vara en ortonormerad bas av egenvektorer till A, Av; = \;v;.
Lat P vara den ortogonala matrisen vars kolonner &r vektorerna i 3

P= [ Vi Vg Vi ], 1&t D vara diagonalmatrisen
D = diag{\1, A2, - A\n}. DaarD = PTAP

* Variabelbytet x = Pydir y = [x]|p 6verfor d den kvadratiska

formen x7Ax till:
y'Dy = Myt + oy + - + Ay

Kolonnerna i P, som alltsa ar egenvektorer till A, kallas den
kvadratiska formens principalaxlar.

Definition:

En kvadratisk form Q(x) kallas:
positivt definitom Q(x) > Oféralla x # 0
negativt definit om Q(x) <0 forallax #0

indefinit om )(x) antar saval positiva som
negativa varden.

positivt semidefinitom Q(x) > 0férallax # 0
negativt semidefinit om Q(x) < Ofér allax # 0

Sats 7.2.5 Kvadratiska former och
egenvarden.

L&t A vara en symmetrisk 1 X m-matris.

D3 ir den kvadratiska formen Q(x) =xTAx:
positivt definit om och endast om alla egenvarden till
A &r positiva,
negativt definit om och endast om alla egenvarden till

ar negativa,
indefinit om och endast om A har savil positiva som
negativa egenvarden,
positivt semidefinit om och endast om alla
egenvirden till A ir >0,
negativt semidefinit om och endast om alla
egenvarden till A &r > 0.
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