Chalmers tekniska hogskola Datum: 140116
TMV186/185 Linjir algebra TD
Loésningar

Del 1: Godkantdelen

1. (a) u &r en linjirkombination av vi och v om och endast om u = x1v; + zavy dr en
losbar vektorekvation. Totalmatrisen for vektorekvationen blir:

11 2 1 1 2 11 2
01 -3|~]10 1 -3 |~]01 -3 |,
1 0 h 1 -1 h-2 0 0 h-5

och det svarar mot ett 16sbar ekvationssystem om och endast om A — 5 = 0, dvs, om
och endast om h = 5.

SVAR: u ar en linjirkombination av vi och ve om och endast om h = 5.

(b) Totalmatrisen som svarar mot ekvationssystemet &r:

12 0 5 5 120 5 5 1 2 0 0 10

60o0121|~({001 21|~]0010 3

0 03 45 000 —2 2 0 00 1 -1
Den sista matrisen &r i trappstegsform, och andra kolonnen &r da den enda kolonnen
som inte dr en pivotkolonn, och svarar alltsa da mot en fria variabel, som vi kan kalla
for t.

Vi far da att allménna 16sningen blir:

1 =10 — 2t
Tro = t
xIr3 = 3
x4 = —1
SVAR: Allménna I6sningen ar: 1 = 10 — 2t, zo =t, 23 =3, £4 = —1.

(c) Volymen av parallellogrammet som spanns upp av va, va och vz ges av det(A) dér
A= [Vl Vo Vg].

Eftersom att dra ifran tva ganger tredje raden fran den andra raden inte paverkar
determinanten, sa far vi:

0 5 6 0 5 6
det(A)=|10 6 7 |=|0 2 1 |= { utveckling langs forsta kolonnen }
5 2 3 5 2 3
5 6
—5’2 1‘—5-(5—12)——35

SVAR: Volymen &r |det(A)| = 35.



(d) Vi far med hjilp av basbytesmatriser att

eemn- 2 1][1]- 2]

Sedan uppfyller (v)c att Po(v)c = v, och motsvarande totalmatris &r:

2 11 1 0 2 10 2
1 0 2 2 11 01 =31\’
sa (v)e=[2 3]
SVAR:
2
Multiplicerar vi ekvationen med B fran hoger, sa far vi

2A+X =B

och drar vi ifran 24 far vi da:
1 -2 10 1 -2
X_B_QA_[O 1]_2[1 1}_[—2 —1]'

SVAR:
-1 -2
=[]
u ligger i W = span{vy, vo} om och endast om u dr en linjirkombination av v; och

vo, vilket den &r om och endast om vektorekvationen u = x1vy + x9vy Ar losbar.
Totalmatrisen for vektorekvationen &r:

1 1 3 1 1 3 1 1 3
1 -1 4| ~[0 -2 1|~|0 =21
1 5 5 0 4 2 0 0 4

Totalmatrisen svarar da mot ett icke losbart ekvationssystem (eftersom sista raden
svarar mot 0 = 4), sa u ligger inte i W.

SVAR: u ligger inte i W



2. Vi borjar med att ta fram reducerade trappstegsformen for A:

0 2 —10 14 1 11 4 41 11 4 41
4 |t2 -t} fr2 -1t 01l =5 70/
11 4 41 0 2 —10 14 1 02 —10 14 1
01 -5 7 3 01 -5 7 3 01 -5 7 3
11 4 4 1 10 9 -30
01 -5 70 01 -5 70
“loo o001l loo0o 0 01
00 00 3 00 0 00

(a) Eftersom 1:a, 2:a och 5:e kolonnerna #r pivotkolonner, sa bildar motsvarande kolonner

()

i A en bas for Col A.

SVAR: Vektorerna

bildar en bas for Col A.

Fran trappstegsformen ovan, sa ser man att x3 och x4 blir fria variabler (sdg, s och
t) i ekvationen Ax = 0, och att den allménna losningen till ekvationen #r:
T —9s + 3t -9 3
To 5s — Tt 5 -7
X = |z3| = S =s| 1| +t|O0
T4 t 0 1
Ts5 0 0 0

Enligt metoden for att ta fram en bas for Nul A, blir da vektorerna som star efter s
och ¢ en bas for Nul A.

SVAR: Vektorerna

-9 3
5 —7
11,10
0 1
0 0

bildar en bas for Nul A.

Vi ser fran (a) och (b) att Col A respektive Nul A har baser som bestar av 3 respektive
2 element, sa rank A = dim Col A = 3 och dim Nul A = 2.

SVAR: rank A = 3 och dimNul 4 = 2.



3. Ett sitt att se det &#r att en linjar avbildning S skall uppfylla att S(0) = 0, eftersom
S(0) =S(0-0) =0-5(0) =0, medan T uppfyller T(0) =t # 0.

Att T inte dr linjar kan ocksa ses mer direkt, t.ex.

4.

Tx+y) =x+y+t#x+t+y+t=T(x)+T(y),

eller om ¢ # 1,

(a)

T(cx) =cx+t#c(x+t)=cT(x).

Det karakteristiska polynomet p &r:

—-2-A 1 —1
p(A) =det(A —\I) = -9 4-A —2 | = { utveckling léngs 3:e raden } =
0 0 2—2X
—-2-A 1

=(2-\) =2-N\=22+1)=-A-2) (A - 1)

-9 4-)

Egenvérdena dr rétterna till det karakteristiska polynomet, dvs, A =1 och A = 2.

SvAR: Egenvérdena till A &r 1 och 2.

Vi far fram egenvektorer till ett egenviirde A genom att bestimma Nul(A — AI). For
A =1 far vi:

-3 1 -1 0 -3 1 -1 0 3100
[(A-1) 0)=| 93 20|~| 00 10|~| 00710
00 10 00 10 0000

Eftersom andra kolonnen inte &r en pivotkolonn svarar den mot en fri variabel (som
vi later vara 3t) i ekvationen (A — I)x = 0, och vi far att allménna losningen till
ekvationen blir

t 1
x=|3t| =t |3
0 0
For A = 2 far vi:
-4 -1 0 -4 -1 0 10 0
(A-2I) 0]={ -9 2 20|~ -1 00O0|~]|01 10|~
0 0 00 0 000 00 00

Eftersom tredje kolonnen inte &r en pivotkolonn svarar den mot en fri variabel (som
vi later vara t) i ekvationen (A — 2I)x = 0, och vi far att allménna lésningen till
ekvationen blir

0
x=|t| =t]|1
1



SVAR: Egenvektorer for A med egenvirde A = 1 ar alla vektorer
1
t13|, t#0,
0
och egenvektorer for A med egenvirde A = 2 &r alla vektorer
0
t|{1, t#0.
1

Enligt (b), sa kan man bara hitta tva linjart oberoende egenvektorer till A (valfri
nollskild multipel av [1 3 O]t, och valfri nollskild multipel av [O 1 1]t), men
for att A skall vara diagonaliserbar skall det finnas tre stycken linjirt oberoende
egenvektorer, sa A ir alltsa inte diagonaliserbar.

SVAR: A &r inte diagonaliserbar.

Om A &r en m X n-matris, och b € R™, sa ar en minstakvadratiosning till ekvationen
Ax = b en vektor x € R" sadan att ||[Ax — b|| < ||Ax — b|| for alla x € R™.

For att anpassa andragradspolynomet p(z) = 8o + B1z + Box? i punkterna —1,0,1
och 2 till vardena 0, —2, —2 och 2, sa bildar man matrisen

1 (=1) (=1)? 1 -1 1
1 0 02 1 00
X = 1 1 2 {1 11}/
1 2 22 1 2 4
och vektorn

0
-2
Y= -2
2

Det andragradspolynom som &r bést anpassat till virdena &r da det polynomet med
koefficienter By, 81, B2 dar 8 = [ﬁo 51 Bg]t dr en minstakvadratlosning till X3 =
y. Minstakvadatlosningarna till X8 = y ges av losningarna till normalekvationen
X!'XB = X'y. Vi far att

111 1 i_(l)(l) 4 2 6
XX=|-101 2 111:268
101 4 L 2 4 6 8 18
och
1111_02 -2
Xly=1] -1 01 2 _2:2
101 4 6



Sa totalmatrisen for minstakvadratlésningen blir:

42 6 -2 134 1 1 3 4 1

26 8 2|~|213 -1|~|0 -5 -5 -3~
6 8 18 6 349 3 0 -5 -3 0

103 4 1 134 1 1 3 4 1

~|0 =5 =5 3|~ |01 135|~|011 6/10]|~
0 -5 -3 0 002 3 0 0 1 15/10

1 3 0 —50/10 1 00 —23/10

~| 010 —9/10|~|0 10 =9/10

00 1 15/10 001 15/10

Alltsé blir minstakvadratldsningen 3 = [—23/10 —9/10 15/ 10}t.

SVAR: Andragradspolynomet som &r bast anpassat till virdena enligt minstakvadrat-
metoden &r p(x) = —23/10 — (9/10)z + (15/10)z2.

Del 2: Overbetygsdelen

6. (a) Projektionen p av en vektor w pa linjen L som spénns upp av v ges av

Vi far da att projektionerna blir:
_e v V3HO[VB) _[3/4] o _ev 0+1[V3] _[v3/4
PL= VY T 351 1]~ | VB4 A T I e V2

SVAR: Projektionerna p; och ps av e; och ey pa L &r:

o ] wron- 5]

(b) Speglingarna blir enligt formeln s = 2p — w:

st (B3 (1) mon-omen=[521-]-2)

SVAR: e speglas till s = [1/2 \/§/Q]t och es speglas till so = [\/3/2 —1/2}t.



()

Standardmatrisen for en linjir avbildning 7 : R? — R? &r matrisen
A= [T(el) T(eg)] .

Vi skall alltsa da ta fram vad e; och ey avbildas pa under T
Speglingen av en vektor v = [vl vg]t i z-axeln ar [vl —vg]t.

Speglar vi e; i L, sa far vi enligt (b) att den gar pa s; = [1/2 \/g/Q]t, och speg-
lar vi sedan s; i z-axeln gar den da pa t; = [1/2 —\/§/Q]t, och vi far att T'(eq) = t4.

Speglar vi ey i L, sa far vi enligt (b) att den gar pa sy = [\/§/2 —I/Q]t, och speglar
vi sedan s, i x-axeln gar den da pa ty = [\/3/2 1/2]t, och vi far att T'(e2) = to.

Sa standardmatrisen for 7' ar

I RSV
A=l wl=| g sl

SVAR: Standardmatrisen for 7' ar:

=k a)

Matrisen for rotation i R2 med @ radianer moturs &r:

R [l —m) ],

sa om vi later # = —7/3, sa blir R = A, dir A &r standardmatrisen for T' fran (c).

SVAR: T &r rotation med —/3 radianer moturs.

Med hjilp av produktformeln for determinanter det(C' D) = det(C) det(D), och att
det(I,) = 1, dér I,, ir enhetsmatrisen, sa far man att det(B~!) = 1/det(B). Dess-
utom géller produktformeln for fler 4n tva matriser, och vi far da att

det(BAB™') = det(B) det(A) det(B™1) = det(B) det(A)(1/ det(B)) = det(A).

Sa pastaendet ar Sant.

Enligt satsen om inverterbara matriser, sa har en 3 x 3-matris A linjért oberoende
kolonner (e.) om och endast om den &r inverterbar (a.). Igen, enligt satsen om in-
verterbara matriser, sa #r A inverterbar (a.) om och endast A! dr inverterbar (L.).
Anvinder vi di satsen om inverterbara matriser pa A, sa far vi da att A? &r inverter-
bar om och endast om A’ har linjirt oberoende kolonner. Men eftersom kolonnerna
till A® &r (transponatet av) raderna till A, s& far vi d& att kolonnerna till A &r linjért
oberoende om och endast om raderna till A &r linjart oberoende. Sa pastaendet &r
Sant.



(¢) En 3 x 2-matris kan aldrig ha linjért oberoende rader, eftersom de da bildar 3 styc-
ken vektorer i R2. Sa vilken 3 x 2-matris med linjirt oberoende kolonner ger ett
motexempel till pastaendet. Till exempel kan vi ta

A=

o O =
o = O

dar kolonnerna &r linjirt oberoende, men inte raderna.

8. (a) Se Lay, avsnitt 6.2.
(b) Se Lay, Sats 6.2.4.



