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LAB 4: Egenvirden och egenvektorer

Diagonalisering av matriser, egenvirden och egenvektorer.

Matlabs kommando eig kan utnyttjas for att bestimma savél egenvirden som egenvektorer till en kvadratisk
matris.

Med L=eig(A) erhalls en kolonnmatris L vars element &r egenvérdena till n X n-matrisen A.

Med [S,D]=eig(A) erhalls tva n x n-matriser. Dels S vars kolonner &r egenvektorer till A, dels diagonalmatrisen
D vars diagonalelement &r egenvirdena till A i motsvarande ordning. Kolonnerna i S &r normerade. Om A &r
symmetrisk #r kolonnerna i S dessutom parvis ortogonala, S dr en ortogonal matris, ST = S~1.

Observera att [S,D]=eig(A) ger resultat &ven om A inte dr diagonaliserbar, detta intriiffar om A har nagot egen-
véirde med storre multiplicitet 4n egenrummets dimension. Egenviardena rdknas upp i D enligt multipliciteten,
men motsvarande kolonner i S &r inte linjért oberoende. Den erhallna matrisen S &r inte inverterbar, produkten
inv(S) *A*S berdknas glatt av Matlab, resultatet kan oftast bli D, men dér ges en varning: Matrix is close to
singular or badly scaled. Results may be inaccurate. RCOND = 1.110223e-16.

Uppgift 1: Bestim egenvirden och egenvektorer till f6ljande matriser. Undersék om matriserna &r diagonalis-
erbara med reella matriser eller med komplexa matriser eller inte alls. Undersok ocksa om den diagonaliserande
matrisen ar ortogonal eller ej.
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Tillimpningar
Spidnningsmatrisen
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Spénningsmatrisen S = | 7y 0, Ty | beskriver normalspénningar ¢ och skjuvspénningar 7 i plan paral-
Tz Tzy Oz
lella med koordinatplanen, genom en kropp, ett kontinuum, som paverkas av inre och yttre krafter. Egenvektorer
till matrisen S &r huvudspénningsriktningarna, motsvarande egenvérden ér normalspédnningen i plan vinkelré-
ta mot egenvektorn. I dessa plan &r skjuvspdnningen noll. Matrisen S ar alltid symmetrisk och dérmed alltid
diagonaliserbar.

Spéanningsvektorn s pa en viss snittyta med enhetsnormalvektor n ges av s = Sn.
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Normalspanningen pa snittytan ges av ldngden av projektionen av spanningsvektorn pa planets enhetsnormal,

o = n”Sn. Skjuvspénningen pa snittytan #r lingden av spinningsvektorns projektion pa snittytan. Denna
. 2 2 2

beriknas enkelt med Pythagoras sats: 7% = ||s||” — o

Om n &r en normerad egenvektor till S sa &r s = Sn = An, dér A dr motsvarande egenvektor. I det fallet &r

o = ||s]| = X och 7 = 0. Dérav begreppet huvudspianning och huvudspéanningsriktning.

Uppgift 2: Spéanningstillstandet i en punkt Q i en kropp har beriiknats med finita-elementmetoden och uttrycks
i ett kartesiskt koordinatsystem (x; y; z) med spinningsmatrisen
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a. Berikna normal- och skjuvspdnning pa en snittyta med normalvektor n = % [ 1,2,0 }T.

b. Berdkna huvudspénningar och huvudspanningsriktningar.

System av differentialekvationer.
Matrisexponentialfunktionen.

Ett enkelt sitt att 16sa  x'(t) = Ax(t) x(0) = x¢ &r med hjilp av matrisexponentialfunktionen. Fér att nagot
forsta dess definition utgar vi fran diagonaliseringsmetoden.

Antag att A #ir en diagonaliserbar matris. Det innebér att det finns en matris P s& att P"'AP = D dér D #r
en diagonalmatris.

Om vi nu gor substitutionen x = Pp sa erhaller vi ,

Py = APp, dvs p' =P 'APp=Dp.

pi(t) = ripa(t)
Utskrivet blir det
Pp(t) = Tnpn(t)
Loser vi dessa ekvationer sa far vi p; = ¢;e”*, i =1,---,n vilket kan skrivas p = Be,
! e’rlt e O
dirc= | @ och B=
0 e e"‘nt
Cn
crem?
Transformerar vi tillbaka sa far vi x = Pp=PBc =P e =cre"v + -+ ey,
cpe’mt
Antag nu att vi har begynnelsevillkoren z1(0) = xo1, -+ ,2,(0) = o,  eller kortare:  x(0) = x¢
Da blir xg =Pc (ty B=1 for t = 0) och dérmed ir ¢ =P ~1xq. Vi kan dérfor skriva x = PBP !x,.
oo
Genom att skriva e”i* som en Maclaurinserie, e”* = Z g(n—t)k, sa inser man efter en smula eftertanke att
k=0
diagonalmatrisen B kan skrivas som
oo
1 k
B=>)" (D)
k=0
och eftersom A* = PD*P~1 s3 far vi .
1
-1 k
PBP ' =) i (tA)
k=0

Det ar nu naturligt att gora foljande
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Definition:
tA
et = E —k!(tA) .
k=0

e!™ #r en matris som #r definierad dven om A ej dr diagonaliserbar, och det visar sig att det gar att derivera

som “vanligt”, dvs

d
%etA = Aeth,

Sammanfattningsvis: Differentialekvationen

har 16sningen

X = e"“*xq, dar
1
tA k
=> (1A
k=0

Om A &r diagonaliserbar sa ér

ert 0 0
0 et ... .
P=[vy,va,...;vy], och B= och l6sningen kan da skrivas
0 0 e’

x =PBc =cie"tvi 4+ -+ cpe™ vy,
dar Pc = xg.

' = —4x+6y, z(0)=7

Exempel 1: Vi loser { y =-3x+5y, y(0)=4

Hér dr A = [ :;1 5 } och egenvirdena blir:
0= r—§4 T:65 ’ =7r2—r—2=(r+1)(r—2), r = —1, ry = 2. Egenvektorerna: v; = [ ? } , Vo = [ 1 }
Alltsa ar

_ 2 1
X = cye t[l]—l—chQt[l].

Losningen blir
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Vi skall nu lata Matlab anvinda denna metod for att losa system av differentialekvationer. I matlab skrivs e/*
som expm(A*t).

Eftersom expm inte kan rikna med objekt stérre dn matriser sa maste expm(A*t) riknas ut for ett t-virde i taget.

Exempel 2: Vi léser systemet av linjira differentialekvationer 2} = 1 +x2, 25 = xo—x1, 21(0) = 1,22(0) = -2
i intervallet [0,10] pa foljande sétt:
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A=[1,1;-1,1]1;x0=[1;-2];
t=linspace(0,10,400);
x=zeros(2,length(t));
for i=1:length(t)
x(:,i)=expm(t (i) *A)*x0;
end
plot(t,x(1,:),t,x(2,:))

Skriv in ovanstaende som en skript-fil och testa att den fungerar.

Uppgift 3:

a. Los differentialekvationssystemen x'(t) = Ax(t) x(0) = (1,2, —1)" med hjilp av expm(A*t) for
A= Aa, Ab, Ac, Ad ovan. Rita grafen till I6sningskurvorna. Los ocksa systemen med diagonaliser-
ingsmetoden och jamfor resultaten. Ténk lite extra pa Ad.

b. Gor om ekvationen y” + 2y’ +2y = 0, y(0) =1, ¢ (0) = —2 till ett system av forsta ordningens
differentialekvationer med hjélp av substitutionen y; =y, ys = 3’. Los detta med exponentialfunktionen
for matriser. Rita 1osningskurvan.
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