TMV166/186 Linjir algebra M/TD

1.

(a)

2 0 0 8
. . {1 =7 =5 0] . .
Avgér om matrisen A = 3 8 6 ol inverterbar.
0O 7 5 5

Vi berdknar determinanten genom foljande operationer: addera -4 ggr kolonn 1 till
kolonn 4, utveckla efter rad 1, addera rad 3 till rad 1, utveckla efter rad 1, berdkna

determinatenn av den aterstaende 2x2-matrisen. Alltsa:
2 0 0 0

—-7 -5 —4 00
detA:1_7_5 - =2/ 8 6 —12]|=2|8 6 —12 :286:
3 8 6 -—12 - 5 5 - s 75
0O 7 5 5

—4. Da determinanten dr # 0, &r matrisen inverterbar.

Vektorerna [ } } och [ _13

P och en diagonalmatris D si att A = PDP~!,

3
-3 5

ar egenvektorer till matrisen A = [ ] . Ange en matris

Vi testar egenvektorerna
3 -1 17 12 9. 1
-3 5 1] [2] 1’
3 -1 I 6 _6. 1
-3 5 -3 | | -18| -3 |’
och ser att motsvarande egenvirden dr 2 respektive 6. Darmed dr A = PDP~! med

e[t ) 0-[30]

. 1 1 1]0 11 171 1 1 1)1
MatrlsernaA—[O 0 11]73—{0 0 1 O]OChc_[o 0 0|1

triser till tre ekvationssystem. Ange 16sningarna till dessa ekvationssystem.

} ar totalma-

Sista systemet har en pivotposition i hogerledet och saknar ddrmed l6sning. I de
ovriga dr andra variabeln fri (icke-pivotkolonn) och sitts som parameter ¢. Dirmed
far vi I6sningarna

r=-—1—1
y= 13
z=1

r=1-—1
Y= t




(d) Visa att B = {[1 -1 1]T, [0 1 1]T, [-1 1 1]T} ar en bas for R3. Bestim

koordinaterna i standardbas for den vektor u vars koordinatvektor [ u } B= [ 2 -1 1 ]T.

Bestam koordinatvektorn [ v ]B for vektorn v = [ 3 -1 1 ]T

Lat A vara matrisen vars kolonner by, ba, bg &r de givna vektorerna. For att visa lin-
jért oberoende behover vi 16sa systemet Az = 0 och for att bestdmma koordinaterna
for v behover vi 16sa systemet Ax = v. Detta kan vi gora samtidigt:

1 0 -1/0 3 10 00 1
-11 10 -1 |~[0 100 2
1 1 1|0 1 00 1|0 -2

Loser vi det homogena systemet, ser vi att vektorekvationen x1by + x2ba +x3bg =0
endast har l6sningen 1 = x9 = x3 = 0, ddrmed &r kolonnvektorerna linjirt obero-
ende. Eftersom deras antal 6verensstimmer med rummets dimension, utgor de da en
bas for R3.

Loser vi systemet med v i hogerledet, far vi ut koordinatvektorn [v]s = [1 2 — 2]T.
Slutligen, koordinaterna i standardbasen for u &r 2b; — 1by + 1bg = [1 — 2 2],

(e) Vektorerna v; = [ 111 ]T och vy = [ 2 1 3 ]T
Bestdm en ortonormerad bas for detta plan.

spanner upp ett plan i R3.

Satt
Vo oV 2 6 -1 0
V,2:V2—2721V1: 1| -—= 1 =] -1
HVIH 3 3 1 1

Da #r {vy,v5} en ortogonal bas for planet. Det aterstar att normera vektorerna. Sétt

V1 1 1
uj = 7= )
il = V3|,

0
! 1
= 2= | -1

Nu &r {u;, uz} en ortonormerad bas for planet.




2.

(a)

Los ekvationssystemet

r1 + 3x9 — bxy = 4
r1 + 4dx9 — 8xgz = 7
—3xr1 — Txo + 8xr3 = —H

Vi skriver forst systemet i matrisform:

1 3 —5| 4
1 4 =8| 7
-3 =7 8 | -5

Efter ett antal radoperationer har vi 6verfoért systemet i en ekvivalent trappstegsform:

1 3 5|4
01 =313
00 —-1]1

Bakatsubstitution ger oss den entydiga losningen

r3=—-1, 29=0, x1=-1.

Skriv vektorn [ 4 7 =5 ]T som linjarkombination av vektorerna [ 1 1 -3 }T,

(3 4 7] och [ -5 —8 8]".

Enligt (a) har vi linjirkombinationen

1 3 -5 4
-1 1 +0( 4 -1 =8| = 7
-3 -7 8 -5

Ar{[1 1 -3 }T, [3 4 -7 ]T, [ -5 -8 8 }T} en linjért oberoende méngd
av vektorer? Motivera ditt svar.

Titta pa trappstegsmatrisen i (a). Motsvarande homogena system har bara triviala
l6sningen, vilket just innebér linjart oberoende mellan kolonnerna.

Ge exempel pa 2 x 2-matriser A och B sadana att AB # BA

Ta tva olika matriser vilka som helst, sa fungerar det troligen. T. ex: A = [ 8 (1) ] )

00 o pe . (10 100
B_[l 0].HarfarV1AB—[0 0],medanBA—[0 1].




(b) Los matrisekvationen AATX — X = ABT dsr A= | 0 | och B = { L }

Vi skriver om systemet som

(AAT — X = AB”. (1)
Forst beraknar vi
17 10 1
AAT =10 |[101]=|0 0 :
1| 10 1
sedan
1 0 17 100 0 0 1
AAT —IL=|l000|=]l010|=]0 —-10
10 1| 00 1 1 0 0

Denna matris &r uppenbarligen inverterbar, sa (1) har den entydiga l6sningen

X = (AAT —1)7tABT. (2)

Vi behover alltsa invertera matrisen AA”T — I. Vi anvinder utvidgad matris och
utnyttjar att [AAT — I|I] ~ [I|(AAT — )71

0 0 1j1 0 O 1 0 0|0 0 1
[AA'—TI]=]|0 =1 0|0 1 O0|~|0 1 0[0 —1 0 |=[]AAT -1
1 0 0|0 0 1 00 1|1 0 O
Matrisen AAT — I #r tydligen sin egen invers.
1 1 3
ABT =0 |[13=]0 0
1 1 3
Substituera allt i (2) sa erhalls
0 0 1 1 0 0 1 1 3 1 3
X=]10 -1 0 0[[13]=|0 -1 0 0 0f=(00
1 0 0 1 1 0 0 1 3 1 3

4. Lat V vara det underrum i R? som spinns upp av vektorerna [ 1 00 ]T och [ 3 0 4 ]T.

Bestdm den ortogonala projektionen av vektorn x = [ 1 2 3 ]T pa V. Bestdm avstandet
fran x till V.

Underrummet som spénns upp av de givna vektorerna maste vara zz-planet, eftersom de
bada har y-koordinaten 0 och inte &r parallella. Att projicera en vektor pa detta plan inne-
bér att man nollstéller y-koordinaten och det efterfragade avstandet &r absolutbeloppet av
y-koordinaten. Alltsa: den ortogonala projektionen &r [ 1 0 3 ]T och avstandet

ar 2.

Mera generellt far man annars ortogonalisera basen och anvinda projektionsformeln
X - U1 X - U2
u; +
up - up uz - uz

w=[100],w=[00 1]

ug, dir {u3, ug} dr den ortogonala basen. I detta fall skulle vi haft



5.

e Visa att avbildningen F': Py[z] — P2[x] som definieras genom

F(f(z)) = af'(x) + f(z +1)

ar linjar.

Man kontrollerar att F(f 4+ g) = F(f) 4+ F(g) och F(cf) = cF(f). Detta foljer av
konstruktionen av F', att (f+g)' = f'+¢', (f+9)(x+1) = f(x+1)+g(x+1) samt
att (cf) = cf’, (cf)(@+1) =cf(z+1).

Bestdm F:s matris M i basen {1,z, 2%}.

Vi opererar pa basvektorerna med F':
Flz)=z-14(x+1) =2z +1,
f@?) =z (22)+ (2 +1)2 =322+ 20 + 1.

Dirmed &r matrisen for F i basen {1, z, 2%}

1
0
0

SN =

1
2
3

Bestdam F':s matris i en bas som bestar av egenvektorer till M.

I en bas av egenvektorer, &r matrisen fér F' en diagonalmatris med egenvérdena langs
huvuddiagonalen. Men var matris &r triangulér, sa dess egenvirden star redan lings
huvuddiagonalen. Alltsa: matrisen for F' i en bas av egenvektorer dr

Definiera vad som menas med en symmetrisk matris.
Definiera begreppen egenvdirde och egenvektor till en matris.

Visa att om u och v &r egenvektorer som hor till olika egenvérden till den symmetriska
matrisen A sd dr u och v ortogonala.

Se laroboken!

Bevisa att en matris A &r inverterbar om och endast om det A # 0.

Se laroboken!

Vilka virden kan determinanten av en inverterbar matris A anta om alla element i
bade A och A~! &r heltal. Motivera ditt svar.

Vi konstaterar

1) Om en matris endast har heltalselement, sa &r determinanten ett heltal.
2) det A-det A=t =1

Om produkten i 2) ska bli 1, maste alltsa det A = +1.



e Lit A vara en kvadratisk matris. Bevisa att om A2 har egenvirdet A2 sa ar A eller
— )\ egenvirde for matrisen A.

Om A2 dr egenvirde till matrisen A2, sa dr A\? en karakteristisk rot for A%

0 = det(A2—)\21) = det((A—AI)(A+AI)) = det(A—\I) det(A+ \I) (produktsatsen
for determinanter). Dédrmed &r antingen det(A — AI) = 0 eller det(A+ AI) = 0, vilket
innebér att A har nagot av egenviardena A eller —A.




