MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 100313 kl. 08.30-12.30

Tentamen Telefonvakt:

Lésning till Linjir algebra M /TD

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Den linjira avbildningen F : R3 — R3 uppfyller F ([ 1 00 ]T> = [ 1 4 7 ]T,

F(lo10]")=[25 8] 0P ([0 0 1]7)=[3 6 9]" Angestan-
dardmatrisen for F.

1 2 3
Losning och svar: Standardmatrisen ges av [ F(e1) F(ez) F(es) |=|4 5 6
789
1 3 -1
(b) Beriikna A=, dir A= |0 1 2
00 -1
Lésning och svar:[ A ‘ 1 ] ~ [ 1 ‘ A1 ]
1 -3 -7
Al=10 1 2
0 0 -1

(c) Ett underrum H i R3 har basen B = {[ 11 4 ]T,[ 1 05 ]T}

Vissatt v=[1 3 2 ]T tillhér H och bestdm koordinatvecktorn [v]g.
Losning: v tillhor H om och endast om det finns skaldrer ¢; och ¢p sa att v =
al1 1 4] +ea[1 0 5]

Koordinatvektorn &r i s fall [v]g = [ ¢1 ¢ ]T.
(1 11 1 0] 3

Totalmatris: | 1 0|3 | ~ | 0 1| —2 [ visar att v tillhor H.
4 52 0 0|0

Svar:

Ms=| 2,

(d) Bestam den rita linje som dr bist anpassad till punkterna (—1,0), (0,1) och (1,3)
enligt minstakvadratmetoden.
Losning: Vi soker en linje y = kx +m sadan att y; = kx; +m da (x;,y;), i = 1,,2,3
dr de tre givna punkterna.

Detta ger ekvationssystemet

—k+m =0 [-1 1], 0 By 0
Oktm = 1 & 01[ }:1@4 }:1
k+m =3 |1 1[t™ 3 " 3

Systemet saknar 16sning, bista anpassning enligt minstakvadratmetoden ges av 16sningen
till den normaliserade ekvationen

eal 1w [ [2 0[] [2)

Svar: Bésta linjen &r: y = %x + %.

(e) Los matrisekvationen XA + B = X, dar

a5 0] m= 4]

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)



Losning: Under forutsidttning att I — A &r inverterbar har vi att: XA+ B =X <
X-XA=B& XUI-A)=B&X=BI-A)"!

I | 1-3 1 -2 1
HararIA—[ o 1+1]— [ 9 2].

2

-1 _
9 _9 ] vilket ger

Denna matris ir inverterbar med invers (I — A)~1 = L [

X:B(I—A)‘1=_12[Z _11H§ :;]:[:g ﬂ

Svar:X:[_3 2}

-3 1
Bestam skalédren p i matrisen (3p)
1 1 -1
A=1]1 -3 2
1 9 »p
sa att ekvationssystemet Ax = 0 har icke-trivial 16sning.
1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
Losning: A = | 1 -3 2 ~ 10 —4 3 ~ |10 —4 3 Svar:
1 9 p 0 8 p+1 0 0 p+7
Systemet har icketrivial 16sning om och endast om p = —7
Lat p = 0 i matrisen A. Los med hjialp av Cramers regel x3 ur ekvationssystemet (3p)
I -1
A i) = 0
I3 4

Lésning: Om p = 0 har systemet Ax = b entydig 16sning for alla b. Cramers regel

ger att 3 = dege‘ii(‘b)
1 1 -1 1 1 -1
detA3(b)={1 -3 0 |=-28,detA=|1 -3 2 | =-28.
1 9 4 1 9 0

Svar: z3 =1

Definiera vad som menas med ett egenvdrde och en egenvektor till en n x n matris A. (2p)

Svar: Det reella talet \ ségs vara ett egenvdrde till A om det finns en vektor v € R”
sadan att v # 0 och Av = Av. Vektorn v ségs da vara en egenvektor till A.

Bestdm en diagonalmatris D och en inverterbar matris P sadan att A = PDP~!, dér (4p)
-1 4 0
A=| -2 5 0
0 0 2

Losning: Vet att A= PDP~1 da P = [ Vi Vg V3 ] och D = diag(A1, A2, A3) dér
{v1, va, v3} ér en egenvektorsbas och Aj, A2, A3 éir motsvarande egenvérden.
Egenvirdena &r 1osningar till karakteristiska ekvationen: det(A — A\I) = 0.
det(A=AI) = (2=N)((—1=X)(B=N)+8) = (2—=A)(A2—4A+3) = 2= A)(A=1)(A-3).
Egenvérden 2, 1 och 3.
Egenvektorer till egenvirdet A ar de icketriviala 16sningarna till ekvationen Ax = Ax
eller ekvivalent (A — A\)x = 0.
-3 40 1 00 0
ForA=2arA—-X=| -2 3 0|~ |0 1 0 |.Enegenvektorérvy;= |0
0 00 000 1



-2 4 0 1 -2 0
Forx=1arA—-X=| -2 4 0| ~ |0 0 1 /|.En egenvektor dr vy =
0 01 0 0 0
2
1
0
-4 4 0 1 -1 0
ForA=3ar A-X[=]| -2 2 0 ~ |0 0 1 |.Enegenvektor ar vy =
0 0 -1 0 0 O
1
1
0
0 2 1
Svar: P=| 0 1 1 |, D =diag(2,1,3)
1 00
4. For matrisen
1 1 4
0o 2 2
A= 1 -2 1 ’
-1 2 -1
bestam:
(a) Rank A och en bas for Col A. (2p)
1 1 4 1 1 4 1 0 3
v s 0 2 2 0 1 1 011
Losning: A= 1 5 1 [~]0 =3 3| |00 0
-1 2 -1 0 3 3 00 0
Alltsa:
[ 1 1
0 2 N ..
Svar: Rank A = 2. B = {aj,as} = { L] 2o } dr en bas for Col A.
1 2
(b) En bas for Nul A. (2p)

Lésning: Enligt ovan dr Ax =0 < x = 0 vilket ger:

o O O
O O = O
S O~ W

-3
Svar: {| —1 |} &r en bas for Nul A.
1
En ortonormerad bas for Col A. (2p)

Lésning: En ortogonal bas for Col A ges av {vq, va} dir vi = a; och

Vg = ag — pI‘OjV1 ag.

1 1 2
Alltsa dr vo = a9 — 22Viy, = 2 3| 0 = 2 Normaliserin T
Sa ar vz = az — o V1l = _9 3 1 =1 1| ormalisering ge
2 -1 1
sedan en ortonormerad bas.
1 2
Svar: C = {% (1) ) %0 1 } &r en ortonormerad bas for Col A.
-1 1

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte podng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéantgransen. Normalt krivs for poang pa
deluppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda,

till malet.

5. Verifiera att matrisen (6p)
1 2 1 =2
A= 3 1 2 2
-2 2 -1

har egenvektorn [ 1 -1 2 ]T. Visa att A ar standardmatrisen for spegling i ett visst plan
genom origo; ange speciellt en ekvation for detta plan. Bestédm slutligen standardmatrisen
for ortogonalprojektion pa samma plan.

2 1 -2 1 -1 1
Losning: 3 | 1 2 2 -1 | =111 | = —=1-| —1 | vilket visar att v; =
-2 2 -1 2 -2 2

[ 1 -1 2 ]T ar en egenvektor till egenvéardet -1.

Denna vektor dr normal till planet 1 — x5 + 223 = 0 vilket &r enda mdgjlig kandidaten till
spegelplan. Vektorer i detta plan maste i sa fall vara egenvektorer till egenvérdet 1.

—2 1
En bas for planet 1 — x9 + 223 = 0 &r {vy = 0 |[,vs= |1 |}. For dessa vekto-
1 0
2 1 =2 —2 —2 2 1 =2 1 1
rer giller: 3 | 1 2 2 0 =] 0 |ochi| 1 2 2 1| =1
-2 2 -1 1 1 -2 2 -1 0 0

Alltsa ar A standardmatrisen for spegling i planet 21 — 29 + 223 = 0.

Om B ar standardmatrisen for ortogonalprojektion pa samma plan sa har B och A samma
egenvektorer men [ 1 -1 2 ]T ar egenvektor till egenvirdet 0 for B.

B kan nu beréknas genom B = PDP~! dir P = [ V1,Va, V3 ] och D = diag(0,1,1).

Ett alternativt séitt att beréikna B ges av observationen: diag(0,1,1) = 1(diag(—1,1,1) +
diag(1,1,1)).

Saledes ar B = 3 P(diag(—1,1,1) + diag(1,1,1))P~! =

5 1 =2
$(Pdiag(—1,1,1)P7! + Pdiag(1,1,1)P~1) = J(A+ 1) =} 1 5 2
-2 2 2
6. Visa att om ett vektorrum V har en bas B = {vy,va, - ,v,}, med n element, sa dr varje (6p)
méngd vektorer i V, {uj,ug, -+ ,up} med p > n, linjart beroende. Anvind sedan detta

for att visa att dimensionen av ett vektorrum &r véldefinierad, dvs att alla baser till ett
vektorrum innehaller lika méanga vektorer.

Losning: For att visa att {uj,us,---,up} &r en linjirt beroende méngd, skall visas att
ekvationen ziuy + zous + - - - + xpu, = 0 har icketrivial 16sning.
Lat [ u; ] 5 vara koordinatvektorer fér vektorerna w;, ¢ = 1,2,--- ,p relativt basen B.

Detta ar da vektorer i R"™.
Nugéﬂler:x1u1—|—x2u2—|—---—|—:vpup:0<:>x1[u1]B+x2[u2]8—|—---+:np[up]lg:
O [w]y [wlg - [w]z]x=0

Matrisen U = [ [ u ]B [ uy ]B [ u, ]B ] 4r en n X p-matris ddr n < p och
har darfér hogst n pivotkolonner. Saledes dr dim NulU > 0 och ekvationen Ux = 0 har
icketrivial 16sning. V.S.V.

Omnu B = {vy,vy, -+ ,vp}och C = {uj,uy, - ,up}ir baser for V sa dr bada méngderna
linjirt oberoende. D& kan inte p > n eller n > p, sdledes &r p =n. V.S.V.



7. Avgora vilka av foljande pastaenden som #Ar sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, dvs : Om du hivdar att ett pastaende d&r SANT sa maste du forklara varfor
(rétt svar utan motivering belénas ej). Du far citera satser fran boken i ditt resonemang.
Om du dédremot hivdar att ett pastaende dr FALSKT sa maste du illustrera varfér med ett
exempel.

(a)

Lat n vara ett positivt heltal. For alla n X n matriser A och B giller att

Rank(AB) < Rank(B).

Svar: Sant

Motivering: Eftersom Bx = 0 = ABx = A-0 = 0 sa &ar Nul B ett underrum
till Nul AB. Alltsa &r dimNul AB > dim Nul B. Av detta foljer att Rank(AB) =
n — dimNul AB < n — dim Nul B = Rank(B)

Alternativt: Antag att {u;,up,--- ,u,} &r en bas for Col B.

Da ér Col AB = Span{Auy, Auy, --- , Au,}. Saledes dr Rank(AB) = dim Col AB <
p = dim Col B = Rank(B)

Om A och B &r radekvivalenta 3 x 3-matriser sa har A och B samma egenvérden.
Svar: Falskt

Motivering: Om A = diag(2, 3,4) sa har A egenvirden 2, 3 och 4. Men A och I &r
radekvivalenta och I har egenvérde 1.

Lat A vara en diagonaliserbar 3 x 3 matris med egenviardena A1, Ay och A3. Da géller
att

det(A) = )\1 . )\2 . )\3.

Svar: Sant
Motivering: Vet att A = PDP~! diar D = diag(\1, A2, A3). Da #r det A = det(P) -
det(D) - det(P~1) = det(P) - det(D) - (det(P))"! =det D = A1 - Ay - A3

(2p)

(2p)

(2p)



