
MATEMATIK Hj�alpmedel: utdelad ordlista, ej r�aknedosaChalmers tekniska h�ogskola Datum: 2005-03-19 kl. 08.30{12.30Tentamen Linj�ar Algebra M, TD, V, Z , L�osningar1. Till denna uppgift ska du endast l�amna in svar, allts�a utan motiveringar.(a) A � 2664 1 0 �40 1 �20 0 00 0 0 3775) Rank(A) = 2 (2p)(b) Bas f�or Nul(A) �ar B = f24 421 35g. (3p)L�osningarna till ekvationssystemet Ax = b; �arx = 24 200 35+ t24 421 35 (2p)(
) B�1 = 12 24 1 �2 50 2 �60 0 2 35.(d) A = � 1 023 1 � � 6 90 �1 �. (2p)(e) (M,V,Z) A = 24 1 0 0 2 0�2 0 3 0 00 0 0 0 7 35. (2p)(TD) x1 = �2 (2p)(f) Egenvektorer v = t24 1�21 35, t 6= 0. (2p)
2. (a) Best�am alla egenv�arden o
h egenvektorer till matrisen A = � 11 24�4 �9 � (4p)L�osning: Egenv�arden �ar l�osningarna till karakteristiska ekvationen det (A� �I) = 0.Egenv�arden -1 o
h 3.Egenvektorer �ar i
ketriviala l�osningar till (A� �I)x = 0.Egenvektorer till egenv�ardet -1 �ar x = t � �21 � ; t 6= 0.Egenvektorer till egenv�ardet 3 �ar x = t � �31 � ; t 6= 0.(b) Antag att en partikel r�or sig i ett kraftf�alt o
h att dess l�agesvektor x satis�erar (3p)di�erentialekvationen x0(t) = Ax(t) d�ar A �ar som ovan o
h x(0) = � �11 � .L�os detta begynnelsev�ardesproblem.L�osning: L�osningarna till x0(t) = Ax(t) �ar x(t) = 
1 � �21 � e�t+
2 � �31 � e3t.Begynnelsevillkoret x(0) = � �11 � ger 
1 � �21 � + 
2 � �31 � = � �11 � varsl�osning �ar 
1 = 2; 
2 = �1Allts�a x(t) = 2 � �21 � e�t � � �31 � e3t.



3. Anpassa med hj�alp av minsta kvadratmetoden en r�at linje y = a+ b � t (6p)till f�oljande data ti -2 -1 0 1yi -2 1 0 3Ber�akna o
ks�a medelfelet.Obs: Om x̂ �ar minsta kvadratl�osningen till Ax = y o
h n �ar antalet m�atdata,s�a �ar medelfelet � = jjAx̂ � yjj=pnL�osning: De fyra m�atningarna ger upphov till fyra ekvationer yi = a + b � ti. P�amatrisform A � ab � = y d�ar A = 2664 1 �21 �11 01 1 3775 o
h y = 2664 �2103 3775.Ekvationssystemet saknar l�osning varf�or vi best�ammer b�asta linjen med minsta-kvadrat-metoden o
h best�ammer l�osningen till ATA � ab � = ATy allts�a till� 4 �2�2 6 � � ab � = � 26 �.Detta har l�osningen � ab � = 15 � 67 �.Den b�asta linjen har allts�a ekvationen y = 65 + 75 t.Medelfelet �ar 1p4 



A � 6575 �� y



 = p0:8 = 22p55 .4. Planet x1 + x2 + 2x3 = 0 sp�anns upp av vektorerna v1 = � 1 �1 0 �T o
h (6p)v2 = � 2 0 �1 �T . Best�am en ON-bas f�or planet o
h sedan matrisen f�or projek-tionen av en vektor x p�a detta plan.L�osning: Best�ammer f�orst en ortogonal bas f�or planet, antingen genom Gram-S
hmidts metod eller med hj�alp av � 1 1 2 �T som �ar normal till planet.Med u1 = v1 o
h u2 = v2 � v2�u1ku1k2u1 f�ar viu1 = � 1 �1 0 �T o
h u2 = � 1 1 �1 �TEn ortonormerad bas f�ar vi genom normering.b1 = 1p2 � 1 �1 0 �T o
h b2 = 1p3 � 1 1 �1 �T .B = fb1;b2g �ar allts�a den s�okta ON-basen.Projektionsmatrisen kan vi nu best�amma p�a 
era olika s�att.Projektionen Av en vektor x p�a planet W �ar xW = (x�b1)b1 + (x�b2)b2.I detta samband kan vi antingen l�ata x vara en godty
klig vektor x = � x1 x2 x3 �T ,ber�akna projektionen o
h identi�era matrisen. Eller ber�aknar vi projektionen avvektorerna i standardbasen o
h f�ar kolonnerna i projektionsmatrisen. Eller kan viskriva om sambandet till xW = BBTx d�ar B �ar 3� 2-matrisen B = � b1 b2 �.Projektionsmatrisen �ar allts�aM = 24 1=p2 1=p3�1=p2 1=p30 �1=p3 35� 1=p2 �1=p2 01=p3 1=p3 �1=p3 � = 16 24 5 �1 �2�1 5 �2�2 �2 2 355. Avbildningen T : P2 ! P4 de�nieras av (6p)T (p(t)) = Z t0 p(s)(s+ 1)ds:



Tolkning: F�or att f�orst�a uppgiften �ar det l�ampligt att konkretisera. Tag d�arf�or envektor i P2, allts�a ett polynom p(t) av grad h�ogst 2 o
h ber�akna T (p(t)). Med p(t) =1+t2 har vi T (p(t)) = R t0 (1+s2)(s+1)ds = R t0 (1+s+s2+s3)ds = t+ 12 t2+ 13 t3+ 14 t4som allts�a �ar en vektor i P4(a) Visa att T �ar en linj�ar avbildning.L�osning: Om p(t) o
h q(t) �ar tv�a polynom s�a �ar T (p(t) + q(t)) = R t0 (p(s) +q(s))(s+1)ds = R t0 (p(s)(s+1)+ q(s)(s+1))ds = R t0 p(s)(s+1)ds+ R t0 q(s)(s+1)ds = T (p(t)) + T (q(t))Om 
 �ar en skal�ar �ar T (
p(t)) = R t0 
p(s)(s+1)ds = 
 R t0 p(s)(s+1)ds = 
T (p(t)).Ovanst�aende likheter �ar direkt utnyttjande av r�akneregler f�or integraler.Vi har allts�a att T (p(t) + q(t)) = T (p(t)) + T (q(t)) o
h T (
p(t)) = 
T (p(t)) f�oralla skal�arer 
 o
h alla vektorer i P2. S�aledes �ar T linj�ar.(b) best�am matrisen M f�or T relativt baserna B = f1; t; t2g o
hC = f1; t; t2; t3; t4g:L�osning: AvbildningsmatrisenM ges avM = � � T (b1) �C � T (b2) �C � T (b3) �C �T (b1) = R t0 1(s+ 1)ds = 12 t2 + t. � T (b1) �C = � 0 1 12 0 0 �TT (b2) = R t0 s(s+ 1)ds = 13 t3 + 12 t2. � T (b2) �C = � 0 0 12 13 0 �TT (b3) = R t0 s2(s+ 1)ds = 14 t4 + 13 t3. � T (b3) �C = � 0 0 0 13 14 �TAvbildningsmatrisen �ar s�aledes: 266664 0 0 01 0 012 12 00 13 130 0 14
377775(
) Best�am koordinaterna f�or T (1� 2t+ 3t2) i basen C med hj�alp av en matris-multiplikation med M ovan.L�osning: � T (1� 2t+ 3t2) �C = 266664 0 0 01 0 012 12 00 13 130 0 14
37777524 1�23 35 = 266664 01�121334

3777756. Avg�or vilka av f�oljande p�ast�aenden som �ar sanna respektive falska. Du beh�over inte (6p)motivera dig. R�att svar ger 1p, inget svar 0p o
h fel svar -1p. Do
k ej mindre �an 0ptotalt.(a) Om en ut�okad matris redu
eras till trappstegsform o
h sista raden i denna �ar� 0 0 0 7 0 � s�a �ar det asso
ierade ekvationssystemet inte l�osbart.Svar: Falskt(b) Om A �ar en 3 � 4 matris s�a kan avbildningen x �! Ax inte vara en-entydig(injektiv).Svar: Sant(
) Om A o
b B b�ada �ar inverterbara n�n matriser s�a �ar x = A�1B�1 en l�osningtill matrisekvationen AX = XB:Svar: Falskt(d) Det �ar m�ojligt att konstruera en 3� 4 matris A s�adan att dimCol A = 2 o
hdimNul A = 2:Svar: Sant



(e) Om kolonnerna i en n� n matris �ar linj�art oberoende s�a m�aste o
ks�a radernavara det.Svar: Sant(f) Om Ax � Ay = x � y f�or alla x o
h y i Rn , s�a m�aste kolonnerna i A varaortonormerade.Svar: Sant7. Formulera o
h bevisa Pythagoras sats i Rn . (6p)Svar: Formulering: se sats 2 i kapitel 6.1.Beviset �ar en del av resonemanget f�ore satsen:kx+ yk2 = (x+ y)�(x+ y) = : : : = x�x+ y�y + 2x�y = kxk2 + kyk2 , x�y = 0
Ly
ka till!C-H F


