MATEMATIK
Chalmers tekniska hogskola

Losningar till tentamen

Hjidlpmedel: utdelad ordlista, ej rdknedosa
Datum: 2008-01-16 kl. 08.30-12.30
Telefonvakt:
tel.

Lésningar till Linjar Algebra, M1 (tmv165), TD1 (tmv185), V1 (tmv841)

1. Till denna uppgift ska du endast ldmna in svar, alltsa utan motiveringar.

Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mdgjligt) ett blad.
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En linjir avbildning F' : R? — R? avbildar vektorerna e; och ey pa respektive (2p)

e + 3es och e; — e5. Bestdm matrisen for ' samt bilden av vektorn 2e; + 5es.

Svar: Matrisen for F' ar [ 1

Bilden av 2eq + ey &r 7eq + eo
Lat A vara matrisen
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Bestdm baser till bade kolonnrumet, Col(A), och nollrumet, Nul(A4), for A.

Ange A:s rang, Rank(A).
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Bas for Col(A) ar {[1 -2 0], [0 1 —-1]"}.

Bas for Nul(4) ar {[ -3 -6 0 1]°, [2 0 1 0]}

Ange alla rella tal h sadana att vektorerna vi = [ 1 2 -3 ]

vo=[4 5 81", vy=[-1 4 5] ochvi=[5 4 h]

spanner upp R3.

Losning: Vektorerna vi, vo, V3, vy spianner upp R? om och endast om

Rank[vl Vo V3 V4]:3.
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Svar: Vektorerna spianner upp R? om och endast om h # —7
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(e) Basen B for R? bestar av vektorerna u; = [ 1 1 1 ]T, w=[2 3 2 ]T
och ug = uy; x ug. Vektorn v har koordinaterna [ v ]B = [ 2 -1 1 ]T i
basen B. Ange vektorn v:s koordinater i standardbas.

Loésning: uz = u; X ug = [ -1 0 1 ]T. v =2u; + (—1)uy + lug
Svar: v = [ -1 -1 1 ]T
(f) Ange alla l6sningar till ekvationssystemet
1 4 -1 57| ™
2 5 4 4| |=]-1
3 8 =5 —7||™
T4
L&sning:
1 4 -1 5|1 1 4 -1 5|1 1 0 7T =3|-3
2 5 4 4/ -1 | ~10 1 -2 2|1 |(~]0 1 =2 211
-3 -8 -5 —T] 1 0 0 0 0]0 00 O O0]O0
T1 -3 3 -7
. T2 | 1 —2 2
Svar: vs | T 0 + s 0 +t 1
Ty 0 1 0

Till resterande uppgifter skall du ldmna in fullstéindig 16sning, alltsa vil motiverat!

2. Los matrisekvationen
1 2 4 T1 o 9 3 2 =3
01 -2 Tr3 T4 1 1 = 1 2
0 0 2 T5 T¢ 0 -2

Losning: Ekvationen AX B = C #r, om B har invers, ekvivalent med AX = CB~!,
Om ocksa A har invers dr 16sningen X = A~1CB~1L.

Eftersom det(A) = 2 och det(B) = —1 &r A och B inverterbara.

1 -2 —4
Med hjélp av radoperationer erhalls litt inversen A1 = | 0 1 1
0 0 1/2
1 -3
. o -1 _
Vi har ocksa B~ = [_1 2].
Darmed ar
1 -2 —4 2 -3 1 -2

X=—-|0 1 1 12[_1_3}: -1 3
0 0 1/2][0 -2 -1 2

Ett alternativ till beriikning av A~! &r att 16sa ekvationen AX = CB~! med gausse-
liminering. Detta kriaver mindre kalkyler och &r enda alternativet om A inte ar inver-
terbar. Vi har da att om [ A ‘ CB~! ] ~ [ 1 ‘ E } sa har ekvationen unik 16sning
X = E. Om A saknar invers erhalls parameterlosning pa motsvarande sétt.

-5 12
I detta fall &r CB~! = 1 —1 | och
-2 4
1 2 4| -5 12 1 0 0] 1 -2
[A]¢B]=|01 -2{1 —-1|~|010|-1 3
00 21 -2 4 0 0 1|-1 2
1 =2
Svar: X = | -1 3



3. Bestdm en ortogonal matris P som diagonaliserar matrisen

5 -1 -1
M= -1 5 —1
-1 -1 )

Ange ocksa en diagonal matrisen D som uppfyller P~'MP = D samt berikna M"
for godtyckliga n > 1.

Losning: P = [ Vi Vg V3 ] déar {vi, va, v3} dr en ON-bas av egenvektorer till
M, MVZ‘ = )\ivi.

Vidare dr P! = PT och PTMP = D = diag(\1, X2, A3).
Dessutom ér PDPT = M och M™ = PD"PT = AT [ Vi ] [ Vi ]T+)\§ [ Vo ] [ Vo
Np[va][va]'

Egenvirden beréknas genom att ekvationen det(M — AI) = 0 16ses.

5-x -1 -1
det(M—)\I): -1 5—X\ -1 Z(RlHR1—R2,R3'—>Rg—R2)
-1 -1 5-2X
6-X (6—N) 0 1 1 0
=/ -1 5-X  —1[=6-X* -1 5-)X —1
-0 —(6-X) 6-—2A 0o -1 1
PN AN TP | —1 0\ _ p \\2a_
=(6—\) (‘ ot ) =606,

Det ger A1 = 3 och A2 3 = 6.
Egenvektorer berdknas genom att ekvationerna Mv; = A;v; lGses.

Detgervlzt[l 1 1]TsamtV2,3:7“[—1 0 1}T—i—s[—1 1 O]T.Omvi

harviiljeer:r[ -1 0 1 ]Tsékravsférortogonalitet attV3:s[ -1 0 1 ]T—
2s[ -1 1 0] " =s[1 —2 1]".
; =1 .1 S
Normering ger ¢ = el ﬂochS— NG
Saledes &r
4 1 1
V3 V2 Ve
P=| % 0 =2
oW
V3 V2 V6
1 _ 1
utligen ar = \{g V3 V3 3 + . V2 V2 +
1 v V2
6n Blr = .
x{é V6 Ve Ve | T
V6 _
1 11 3 0 -3 1 -2 1
bl 1 1 |+6t 00 Of+6"1] -2 4 -2
|11 1] -3 0 3 1 -2 1
(1 1 17 4 -2 -2 3" +2-6" 3" —6" 3" —6"
3l 1146t -2 4 -2 | =1 3M—6" 3"4+2-6" 3" —6"
|1 1 1] -2 -2 4 3" —6" 3" —6" 3"42-6"

4. Lat U vara det underrum i R* som spénns upp av foljande linjirt oberoende vektorer:
(122 1], [11 -5 3] 0ch[3 2 8 —7]".

(a) Bestdm en ortogonal bas i U.
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(b) Bestim det ortogonala komplementet U~.

Losning: Latvi=[1 2 2 —1] ,va=[1 1 -5 3

Vi anvinder Gram-Schmidts metod foér att ortogonaliserar vi, vo, vs:

!/
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P ME T o
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Vektorerna v/, v och v§ utgor en ortogonal bas for U.

(b) Vi soker nu underrummet

Ut ={xeR':v.-x=0, forallaveU}

Eftersom v/, v}, v§ dr en bas for U blir

Ut ={xecR":v)-x=0,i=1,2,3} = {x = [z] 22 23 24]" : Ax = 0},

dar
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Radoperationerna Ry — Ry — 2R;, R3 — R3 — 2R; och R3 +— %Rg — Ry tar A till

trappstegsformen
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Variabeln x4 dr alltsa fri och efter atersubstitution ser vi att nollrummet och ddrmed

underrummet UL ges av

Ut={xeR':x=t[3 -2 2 3

. Bestdm det plan z = ax 4 by + ¢ som &r bést anpassat, i minstakvadratmetodens
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mening, till punkterna (1,1,2), (1,2,2),
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(2,1,3), (2,2,4),

(3,3,5).

Lésning: Varje punkt (z;,y;, %) ger en ekvation z; = ax; + by; + ¢;. Dessa ger
tillsammans ett ekvationssystem

W N DN = =

W N = N =
— = =R
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Minstakvadratmetodens 16sning AX = B &r 16sningen till ATX = AT B som i detta
fall ar

19 18 9 a 33
18 19 9 b | =| 32
9 9 5 c 16
Eliminering ger
19 18 9|33 1 - 0] 1 1 -1 0|1 1 -1 01
819 932 |~1J0 1 -1/0 | ~]0 1 -1|0|~[0 1 =110
9 9 5|16 9 5116 0 18 5|7 0 0 237

Bista planet enligt minstakvadratmetoden har alltsa ekvationen z = %x—i— %y—i— 2—73,2

. Avgor vilka av foljande pastaenden som #r sanna respektive falska. Du behover inte  (6p)
motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om A dr en 3 x 3-matris sa &r det(3A4) = 3det(A)

Svar: Falskt

(b) Varje linjért ekvationssystem AX = B med fler obekanta #n ekvationer, har
oandligt manga losningar.

Svar: Falskt

(c) Om tre vektorer spinner upp R? si kan de inte vara linjirt beroende.

Svar: Sant

(d) Om A #r en n x n-matris och Row(A4) = R" s& #r AT inverterbar.

Svar: Sant

(e) Linjen z1 — 229 = 1 #r ett underrrum i R2.

Svar: Falskt
(f) (Col(A))* = Nul(AT).

Svar: Sant

(a) Definiera begreppen egenvektor och egenvirde till en kvadratisk matris. (2p)
(b) Bevisa att om A* = 0 for nagot k sa har A endast noll som sitt egenviirde. (2p)

(c) Lat A vara ett egenvérde till en inverterbar matris A. Visa att A # 0 och att (2p)
A1 dr ett egenviirde till matrisen A71.
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