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1. Till denna uppgift ska du endast ldamna in svar, alltsa utan motiveringar.
Skriv svaren tydligt och i ordning pa (om mdéjligt) ett blad.

1011
(a) Berikna determinanten | 201 (2p)
a) Berékna dete anten | _, , 4 ¢ p
-4 4 0 6
Losning: Om vi utfor radoperationerna
Ro— Ry + 2Ry, R3— R3+2R;, R4+— R4+ 4R;,
R3+— R3— Ry, R4+— R4— 2R,
sa andras inte determinanten, medan matrisen forvandlas till
1 011
0 2 2 3
0 0 35
0 0 0 4
Denna matris ar trianguldr sa dess determinant dr bara produkten av elementen
pa huvuddiagonalen, ndmligen 1-2 -3 -4 = 24.
(b) Ange en kvadratisk matris som inte #r diagonaliserbar. (2p)
s 1 17 . .. R
L&sning: o 1| & ett exempel. Den har bara ett egenvéirde, ndmligen
A = 1, och motsvarande egenrum &ar bara 1-dimensionellt och spénns upp av
[1 0]
(c) Ange en ortogonal bas for (2p)

Span{[1 1 1 0]",[1 -2 1 1]",[1 3 2 —4]"}.

Losning: Kalla de tre vektorerna for vi, vo resp. vs. Notera att vi - ve =0
redan. Déarfor behover vi bara byta ut v3 mot

’ V3 -V V3 - Vo
V3:V3— V1 —
Vi1 V1 Vo V9
1 1 1 0
I e B B
- 2 3|1 7 1 B 1
—4 0 1 -3

(d) En linjir avbildning A : R? — R? avbildar vektorerna e; och es pa respektive (2p)
e + 2ey och e; — ey. Bestdm matrisen for A i basen {ej, ez} och bilden av
vektorn 2e; + 5es.

L&sning: Matrisen for A i denna bas ér [ ] . Da beréknar vi

2 -1

B

som innebir att A(2e; + Heq) = Te; — ea.



L . . 10 -1 1 1] [2
(e) Ange alla losningar till ekvationssystemet 00 10 2 } X = [ X } (2p)

Losning: Lat x = [ T1 X2 X3 T4 Ts ]T. Koeflicientmatrisen dr redan i

trappstegsform och variablerna xo, x4 och x5 &r fria. Den andra raden ger
r3+ 205 =1= 23 =1—2x5.

Inséttning i den forsta raden ger

T —T3+x4+ax5=2=>2x1=2+2x3 — x4 — 5

:2+(1—2x5)—x4—:c5:3—x4—x5.

Darfor ges 16sningsméngden av

3—b—3c
a
1-—2c ta,b,ce R

b

c
1 1 1

(f) Losningsmingden till ekvationen | 1 z 2% | = 0 &r tre linjer i xy-planet. (2p)

1oy o

Ange ekvationer for var och en av dessa.

Losning: Determinanten blir noll om tva av de tre raderna i matrisen &r
identiska. Man ser direkt att detta intréffar da antingen z = 1, y = 1 eller
x =y, som &r ekvationerna for de tre linjerna i losningsméangden.

2. Lat A= (6p)

O = O =
= o = O
O = O =
_ O = O

Matrisen A har egenvirden A = 0 och A = 2, bada av multiplicitet 2.
Ge argument som visar att A &r diagonaliserbar.

Bestdm en bas for R* bestaende av egenvektorer till A. Ange en matris som diago-
naliserar A och ange motsvarande diagonalmatris.

Losning: Det enklaste sittet att inse att A ar diagonaliserbar &r att konstatera att
den dr symmetrisk, ty alla symmetriska matriser dr diagonaliserbara (Theorem 2,
Section 7.1 i Lay). Egenvirdena till A dr givna. Vi soker nu motsvarande egenvek-
torer.

A2 = 0: Vi har

101 0 1 010

0101 01 01

A=0Li=A=11 06101710000

0101 00 00

Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spénns upp av vektorerna vy =

1 0
1
1 och vy = 0

0 -1



Asz4 =2 : Vi har

)

1 0 1 0 1 0 10
0 -1 0 1 0 -1 0 1
A=2L=117 o 1 o ™10 o0 0o
0 1 0 -1 0 0 00

Efter atersubstitution ser vi att matrisens nollrum spinns upp av vektorerna v =
1 0

O =

1 och v4 =

0

=

Vektorerna vi,vs,vs och vy utgér en bas for R?* bestaende av egenvektorer till
A. En matris P som diagonaliserar A och motsvarande diagonalmatris D viljs nu

enligt

| | | | 1 0 10
p_ o 0 1 01
0 -1 0 1

A 0 0 0 0000

D— 0O & O O] |100O0O0

10 0 X O |00 20

0 0 0 M\ 0 0 0 2

Dé giller att A = PDP!.

. Betrakta foljande fyra vektorer i R*:
u; = []-a 2apa 3}T7 u2 = []-a ]-a ]-a ]-]Ta us = [25 ]-a Oap]Ta uy = [35 25 _57 ]-]T

Om p = 0 sa dr u; en linjirkombination av de tre 6vriga vektorerna. Bestdm denna
linjirkombination. For vilka andra virden pa p &r nagon av vektorerna en linjér-
kombination av de dvriga.

Losning: (a) Siatt p = 0 och arbeta med den utékade matrisen

u uz w | uw | =
|

—_ = = =

Efter utférandet av radoperationerna

Ry — Ry — Ry, R3w— R3— Ry, Ri— R4y— Ry,
1
R3— R3 — 2Ry, Ry~ Ry—2R;, R3w~— —5337

s& erhalls trappstegsformen

1 2 3 |1
0 -1 -1 | 1
00 2 |1
00 0 |0



5.

som innebir att, da p = 0,

u; = 5 (5112 — 3us +U4) .

(b) De fyra vektorerna &r linjirt beroende om och endast om

o 13 12
Uz U4 U3 ug 1221_0
. 1 =5 p 0 '
o 11 3 p

Radoperationerna

Ry — Ry — Ry, R3w— R3— Ry, Rir— R4y— Ry,
Rs — Ry —8Ry, Ry Ry— 2R,

dndrar inte determinanten, men férvandlar matrisen till

1 3 1 2
0 -1 1 -1
0 0 p—9 6
00 0 p

Sa determinanten &r just p(9—p), och vektorerna &r linjirt oberoende om och endast

om detta &r noll, dvs om och endast om p = 0 eller p = 9.

(a) Antag att A #r en 2 x 2-matris som har egenvektorerna v; = [1 1]7 och

vy = [~1 1]7 med egenviirdena 1 respektive 2.

Bestdm x,, for n = 1,2,... da xo = [0 1]7 och X341 = Axy, k=0,1,2,....

(b) Med samma A som i (a) betraktar vi systemet av differentialekvationer

x'(t) = Ax(t) med x(0) = [0 1]%.
Bestdm x(t).
For full poéng skall du motivera din l6sningsmetod vél.

Lésning: For mer utforlig motivering, se avsnitt 5.6 och 5.7 i Lay. Det &r givet att

A= PDP~! dir

e<[1 7] o= (8]

x, = A"xy = PD"P 'xq
1 -1][r o]t —1]'[o]_ _1[1-2n
111 027 |1 1 1| 2f 142" |
(b) x(t) = Cretvy + Coe?lvy

T 1 1 et_€2t
x(0)=Civi+Cova=[0 1] :>01_C2_2:>X(t)_2{6t+62t

(a) Bestdm ekvationen for den linje som i minstakvadratmetodens mening anpassar

bést till punkterna (-2,-2), (-1,-1), (0,2) och (1,3).

(2p)

(4p)

(4p)



(b) Lat (4p)

1 -2 -2
1 -1 -1
A= I och y= 9
1 1 3

Bestdm den vektor i A:s kolonnrum som ligger ndrmast y. Forklara sambandet
mellan dessa tva deluppgifter.

Loésning: (a) Kalla de fyra givna punkterna for (x;,;), ¢ = 1,2, 3, 4. Vi soker linjen
y = kx + m saddan att x = [ m k ]T dr minstakvadratlosningen till ekvationssy-
stemet som i matrisform ges av Ax = b dar

1 T 1 -2 Y1 —2

N O - I I S | oy | -1
A= 1 T3 o 1 0 ’ b= Y3 o 2
1 x4 1 1 Ya 3

Minstakvadratlosningen % uppfyller AT A% = ATb. Vi beriiknar

T, | 4 -2 T | 2
was[ 2] a2,

Déarmed ar

S BT N HE H H R A
Svar : y = 1 (924 7).

(b) Den vektor i Col(A) som ligger nérmast y ér, enligt del (a),

1 -2 ~11/5
I O I RS N O 0 T ¥/
=511 0 [9}_ 7/5
11 16/5

. Avgor vilka av foljande pastaenden som #r sanna respektive falska. Du behover inte  (6p)
motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

(a) Om A och B ir tva kvadratiska matriser av samma typ, sa géller

det(A + B) = det(A) + det(B).

Losning: Falskt. T.ex. tag A = [ é 8 }, B = [ 8 (1) ] Da #r det(A4) =

det(B) =0, men A+ B = Iy sa det(A+ B) = 1.

(b) Om {v1, v, V3, vy, vs} dr linjirt oberoende vektorer i R% sa giller
Span{V17 V2,V3,Vy, V5}:R5'

Loésning: Sant, ty dim(R%) = 5.

(c) Om A #r en matris sddan att ekvationen Ax = b har 16sning for varje b i R%,
sa har matrisen A minst fyra kolonner.

Lésning: Sant. Att Ax = b har 16sning for varje b € R* medfor att Col(A)
har dimension 4, och da maste det uppenbarligen finnas minst 4 kolonner i A.



(d)

Mingden av polynom p av formen p(t) = t2 +at + b dir a och b &r godtyckliga
reella tal bildar ett tvadimensionellt underrum till Py, rummet av alla polynom
av grad hogst tva.

Lésning: Falskt. Nollpolynomet finns inte med.

Om A ir en 3 x 3-matris sadan att A% = I, sa giller antingen A = I eller
A=-1.

Losning: Falskt. Vilken som helst speglingsmatris uppfyller A2 = I. T.ex. tag

01 0
A=1|1 0 0 |,som ar matrisen for spegling i linjen x = y i zy-planet.
0 0 -1

Om A &r en 3 x 3-matris sadan att systemet (A — 27)x = 0 har icke-triviala
l6sningar, sa dr 2 ett egenvirde till A.

Lésning: Sant, per definition av begreppet egenvdirde.

7. Definiera begreppen ortogonal matris och symmetrisk matris.

Lat A vara en n X n matris och betrakta foljande egenskaper hos A:

(1) A &r ortogonal,

(2) A &r symmetrisk,
(3) A2=1.

Bevisa att tva godtyckliga egenskaper ovan alltid medfor den tredje.

Losning:

(a)
(b)

En kvadratisk matris A ségs vara ortogonal om den #r inverterbar och A=! =
AT En kvadratisk matris A siigs vara symmetrisk om A = AT,

Det finns tre saker att gora.
Fall 1: Visa att (1) och (2) medfor (3).

A ar bade ortogonal och symmetrisk sa déarfor giller att A = AT = A1
Dirmed ér I = AA™ = AAT = AA = A% vs.v..

Fall 2 : Visa att (2) och (3) medfor (1).

A #r symmetrisk sa A = AT, Att A% = I innebér att A = A~!. Dirfor maste
A=t = AT dvs A &r ortogonal, v.s.v.

Fall 3 : Visa att (3) och (1) medfor (2).

Att A2 = ] medfor att A = A~! som ovan. Att A #r ortogonal innebér att
At = AT Darfor hirleder vi att A = AT, dvs A dr symmetrisk, v.s.v.



