MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 150318 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Frida Svelander

0703-088304

TMV166 Linjir algebra

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkéint pa tentan krivs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran kryssuppgifter 2015 riknas
med, men maximal poidng pa denna del dr 32.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Bestdm lsningen till foljande begynnelseviirdesproblem

l‘l(t) = 2I1(t) — SCQ(t)
21(0) =4, xz2(0)=1

(b) Skissa fasportrittet till dynamiska systemet.

(c) Ar origo en stabil nod, en instabil nod eller en sadelpunkt?

Losning: (a) x = Ax, da x(t) = [21(t) ;Ug(t)]T och

Egenvérdena till A &r Ay = 1 och A2 = 4 med egenvektorer vy = [1 I]T, Vg = [1 72]T. Dérmed

ges den allménna l6sningen till dynamiska systemet av

x(t) = &1 H e + o3 {_12] e

0= o]+ | 5] = ]

som innebér ¢; = 3 och ¢, = 1. Darmed ges 16sningen till begynnelsevérdesproblemet av

Alltsa

z1(t) = 3e' + et xy(t) = 3et — 2

(b) Se bilden pa sista blad

(c) Instabil nod, eftersom egenvirdena &r bade positiva

3. (a) Definiera vad som menas med nollrummet till en m x n matris A.

(b) Lat
1 -2 0 1
A=1]2 -2 1 1},
0 -4 -2 2

Bestédm en ortogonal bas till Nul(A).
(c) Bestdm rank(A).



Lo6sning:

(a) Nollrummet till A #r méingden av alla vektorer x som uppfyller Ax = 0.

(b)

1 -2 0 1 1 01 O
2 -2 1 1| ~1]0 2 1 -1
0 -4 -2 2 0 00 O
Nollrummet utgors av alla vektorer av formen
—s -1 0
(=s+1)/2 _ -1/2 Lt 1/2
s 1 0
t 0 1

med s och t godtyckliga reella tal, vilket ger basvektorerna

Toob=1[0 12 0 1]"

by=[-1 —1/2 1 0]
som inte &r ortogonala. Skapa ortogonal bas med Gram-Schmidt.

b2"l}1 ]T

’Ulzbl, ’U2:b2— 'U1:[—1/9 4/9 1/9 1

V1 - U1

(¢) Rank(A) =4 —dim(Nul(A)=4—-2=2

4. (a) Bestdm linjédra transformationen T'(x) = Ax som deformerar triangeln med hérn (0,0), (0,1),(1/2,1) (3p)

till triangeln med hérn (0, 0), (0,2), (3,4).

(b) Dekomponera matrisen A som A = BCD, da D ir en skjuvning och B, C ér expansioner.

Losning: Vi letar efter en matris A = [i Z] sa att

Apl=B 7] =0

6 0 .
4 2] . Genom att sitta

S IR

vilket ger a = 6,b=0,c=4,d = 2. Alltsa A = {

farvik=2,m=06,n=2.

Del 2: Overbetygsdelen

Poidng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéntgransen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig l6sningsgang, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som ér sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras, ritt
svar utan motivering belonas ej. Du far citera satser fran boken i ditt resonemang. Om du hivdar
att ett pastaende dr FALSKT sa maste du dven illustrera varfor med ett exempel som motsiger
pastaendet.

Ortogonala vektorer i R™ &r linjirt oberoende

(a)
(b)
(c)
(d) Lat A, B vara n X n matriser. Om X &r ett egenvirde till A och u ett egenvirde till B da ar
U ett egenvirde till AB

Om T'(x) = Ax dr en rotation omkring origo i planet da dr matrisen A ortogonal

Om A #r en ortogonal 2 x 2 matris sa dr T(x) = Ax en rotation omkring origo i planet

(e) A =0 dr alltid ett egenvirde for en nilpotent matris

(f) Determinanten av en diagonaliserbar matris ér lika med produkten av egenvirdena till matrisen

(3p)



Lo6sning:

(a) SANT. Lat u,v € R” vara ortogonala. Om en av dessa vektorer &r noll dr pastaendet uppen-
bart, alltsa kan vi anta att u och v inte &r noll-vektorer. Lat w = au + v vara en linjir
kombination av u, v. Da har vi w = 0 < ||w|| = 0. Men ||w|]? = (au+ 8v) : (au + pv) =
a?||ul|? + 82||v||? = 0 om och endast om a = 3 = 0.

~ |cos(f) —sin(0) T
(b) SANT. A = Lin(@) cos(6) och AA" = Is.
(c) FALSKT. Motexempel:
1 0
A=l 4]

A ar ortogonal men inte en rotation, utan en spegling i x-axeln.

(d) FALSKT. Motexempel:

01
et
det(A — M) = (A+1)(A— 1) dvs egenvirdena 1 och -1.

1 0
wly s

dvs bara egenvirdet 1. Alltsa tex: 1 egenvirde till A, -1 egenvérde till B, men 1*(-1)=-1 inte
egenvarde till AB.

(e) SANT. Eftersom det A = 0 giller for nilpotent matriser, da har Av = 0 icke-triviala 16sningar.

(f) SANT.
det(A) = det(PDP™') = det(P) det(D) det(P~1) = det(D) = II; \;,

eftersom D &r en diagonal matris med diagonala elementen lika med egenvirdena till A.

6. Sparet (Trace pa engelska) av en n X n matris A med element a;; defineras av
n
TI“(A) = Z Ak
k=1

d.v.s, Tr(A) &r summan av diagonala elementen i matrisen A.

(a) Visa att Tr(AB) = Tr(BA), for alla n x n matriser A, B

(b) Anvind (a) for att visa att Tr(A) &r lika med summan av egenviirdena till A néir A dr diago-
naliserbar.

Losning:

(a) Beteckna elementet pa rad ¢ kolumn j i matrisen M med m;;. Beteckna rad ¢ ur en matris M med
M7 och kolumn i ur en matris M med Mg

Tr(AB) = Y (A7) - (Bi) = 303 auby = 30 D biasy = D (B} - (45%) = Tr(BA)

i J

Tr(A) =Tr(PDP™') = Tr(PP™'D) =Tr(D) = Y \;



Anonym kod
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Poiéng

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

For vilka virden av h € R ar vektorerna linjirt oberoende?

T

vi=[h -2 -3]"

, va=1[0 b 6], vsz=[-2 -1 1]

L6sning:
Lat V = [vl Vo V3]. Vi har

h 0 -2
det(V)=det | =2 h —1| = h(h+6) —2(—12+3h) = h? + 24.
-3 6 1
Eftersom det(V') # 0 for alla h € R da ér vektorerna alltid linjért oberoende.

Svar: For alla h € R.

Visa att matrisen A &r ortogonal

1 -7 —6 6
A:ﬁ -6 9 2
6 2 9
Losning: Vi har
1 -7 —6 6| |-7 -6 6 1 00
AAT7HH—692—692:010
6 2 9 6 2 9 0 0 1
I 2 1 PN
Berdkna om mojligt inversen av matrisen
1 2 00
3700
A= 00 3 2
0 0 7 5

Losning: Eftersom matrisen A dr en blockdiagonal matris da har vi

1 2]7" 0 (7 -2 0 0
41 [3 7} |3 1 0 o
- 3 217 |0 O 5 -2 |°
0 [7 5} 0 0 -7 3
]~ d —b]
da anvinde vi att {a = (ad — bc)~1 [
c dj —c a |

...........................................................................

Var god vind!

(2p)



(d)

Los systemet Ax =b, da b = [1 0 3]T och A dr matrisen i uppgiften (b)

Loésning: Eftersom A dr ortgonal da &r A~! = AT, dirmed x = A~'b ges av

L [-7 -6 6] [ 1
x:ATb:ﬁ -6 9 2| |o|=]o0
6 2 9|3 3

.
I Y7 PN

Bestdm den rétta linjen som, enligt minstkvadratmetoden, bést ansluter till punkterna

(_13_1)7 (071)7 (273)’ (375)'

-1 1 -1
w o .| 0 1 |1 . (14 4 T |22 . ..
Losning: A = 5 1 y=13 A A—[4 4} Aty = {8} Den rétta linjen
3 1 5

letar vi efter 4r y = mx + k, da

a3 4 -4 [ G-
dvs linjen blir y = 72/5 + 3/5.

Svar: y = 7z/5+3/5

For vilka varden av a,b € R dr matrisen A diagonaliserbar?

OO O
S O N
O = o QR
N O N

Lo6sning: Egenvirden kan ldsas av som diagonalelement i trianguldra matriser, dvs 1 ar ett
egenvirde med multiplicitet 2 och 2 &r ett egenvirde med multiplicitet 2. Bada egenvektors-
rummen Ey = Nul(A — A\I;) maste ha dimension 2 for diagonaliserbarhet.

0 4 a 2 0 1 b 0
01 b 0 0 0 a—4b 2
A=Li=1g 004/ 00 o 1
0 0 0 1 0 0 0 0
Dirmed dim(Nul(A — 1)) =2=a —4b=0.
-1 4 a 2 -1 4 a 2
_of 0 0 b Of |0 0 -1 4
Y700 0 -1 4 0 0 0 b
0 0 0 O 0 0 0 O
Dirmed dim(Nul(A — 21,)) = 2 = b = 0. Alltsa maste dven a = 0.

Svar: a =b=0.

(2p)
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