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Losning till Linjér algebra M/TD

1. (a)

Notera forst att det(AB) = (det A)(det B). Eftersom matrisen B #r triangulédr sa &r
dess determinant lika med produkten av talen léings diagonalen, dvs det(B) = 2-3-4 =
24. For matrisen A utfor vi radoperationerna

Ry — Ry — 2Ry, R3+— R3— Ri, R3— R34+ 2Ro,

och forvandlar den ddrmed, utan att dndra determinanten, till triangulédrformen

1 1 2
0 -1 -3
0o 0 -7

Detta innebér att det(A) = 1-(—1)-(—7) = 7. Slutligen har vi det(AB) = 7-24 = 168.

Vi stiiller upp den utékade matrisen [A|I3] och forvandlar den till [I|A~!] genom att
utfora foljande sekvens av radoperationer :

RQHRQ—Rl, R3F—>R3—R1, Rg*—>R3—2R2,
Ri— R{+2Ry, Ri— R —R3, Ro+— —R».

Detta ger
-2 4 -1
Al=11 -1 0
1 -2 1
Da man utfor radoperationerna
Ro— Ry + Ry, Rs+— Rs—2R;, R4— Ry—4R;,
1
Ry +— §R2, Rz +— R3+ Rz, Ry R4+ Ry,

sa forvandlas matrisen till trappstegsformen
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Pivoterna ligger i de tva forsta kolonnerna och motsvarande kolonner i A &r en bas
for dess kolonnrum. Alltsa

Col(A) =Span{[ 1 —1 2 4]7,[1 5 -1 1]"}.



For att hitta en bas till nollrummet méaste vi fortsitta och losa ekvationen Ux = 0,
dar x = [ 1 To X3 T4 ]T. Variablerna z3 och w4 ar fria och bakatsubstitution

leder till

5)
Tl = —T3 — 54,

3 To = —I3 + §:E4.

En godtycklig vektor i nollrummet ges ddrmed av

T -1 —5/3

X9 o —1 2/3

x3 | SCH T 0 ’
Tyg 0 1

som 1 sin tur medfor att

Nul(4) = Span{[ -1 -1 1 0]",[-5/3 2/3 0 1]"}.

(d) Vi ortogonaliserar forst basen genom att byta ut v mot

. 18
V/2:V2—<V2 V1>V1=V2—<>V1=V2—2V1= 0
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Vi normaliserar och producerar ON-basen {u;, us} dér

V1 1 —2
w=oa=a 1]
vill 3]
\ 1 (1)
Uy = = —
AR

(e) Minstakvadratlosningen ges av % = (AT A)~'ATb. Vi beriiknar forst

Vidare har vi

Slutligen,

2. (a) Vi berdknar forst

det(A — )\12) = ‘

8—A
—10
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2 3 1 14 8
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som innebér att egenvéirdena dr Ay = —2 och Ao = 3.

. 10 5 2 11 . 1] .
)\1—2.V1harA+2IQ[_1O _5]»—>[0 O]savl__z_arenegen—
vektor.

. 5 5 1 17 ., 1] .
)\2—3.V1harA—313—[_10 _10}'%{0 O}saVQ—__l_arenegen—
vektor.

Dirmed har vi diagonaliseringen A = PDP~! dir

(4 3] oo [3 8]

(b) Losningen ges av
3] (211 AN 2107 71 [

. (a) Associativitet betyder att (AB)C' = A(BC') under forutsittning att alla produkterna
ar definierade.

(b) Det finns oéndligt manga exempel, hir ar ett : tag A = [ (1) } }, B = [ é 8

- 110 11
Da giller att AB = [ 0 0 ] medan att BA = [ 0 0 ]
(c) Forst kan vi transponera bada leden och erhaller

AX +B=XTo)'=cTx =cX, tycT =cC.

Detta medfor att B = CX — AX = (C — A)X sa, under forutséttningen att C' — A &r
inverterbar, har vi féljande uttryck for 16sningen :

X=(C-A)"B

Nu réknar vi. Forst

Dérmed &r
1o 1]t 1] _Jo —1/2
X__2[2 OHO 1]_[1 1 ]

. (a) Vi stéller upp vektorerna i en matris

1 2 1
2 -1 0
1 3 a

Radoperationerna

RQ'-)RQ—QRl, R3D—>R3—R1, R3I—>5R3+R2



forvandlar denna till trappstegsformen

1 2
0 -5 =2
0 0 ba—-7
De ursprungliga tre vektorerna &r dérmed linjidrt beroende om och endast om 5a — 7 =
0=a="7/5.
(b) Vihar [wjg=[a b ¢ ]T dér
1 2 1 a 3
2 -1 0 b | =111
1 3 1 0

Vi l6ser systmemt genom att arbeta pa den utdkade matrisen

1 2 1|3
2 -1 0|11
1 3 1|0

Samma tre radoperationer som ovan férvandlar denna till trappstegsformen

1 2 1 3
0 -5 =2| 5
0 0 -2|-10

Via bakatsubstitution hérleder vi att ¢ =5, b= —3, a = 4.
Dérmed ér [wljg=[4 -3 5 ]T.
(@)1 K1) ={veV:T(w)=0w}och R(T)={weW:3veVsa T(v)=w}.
ii. T ségs vara linjdr om, for alla v1,ve € V och alla c¢1,co € R giller
T(c1v1 + cova) = 1T (v1) + 2T (v2).
(b) Vi kan riikna m.a.p. standardbasen {1,¢,#2} for Po. Man kan kontrollera att
T(1) =2, T(t)=-1, T(t*) =2.
Dérmed ser man direkt att
R(T) = Span{1}, K(T) = Span{l + 2t,1 — t*}.

Rummet K (T)' spinns upp av ett polynom a + bt 4 ct? som satisfierar

Z To
=1l
c
Man kontrollerar latt att 16sningsrummet spanns upp av [ -2 1 =2 ], som medfor att
K(T)* = Span{—2 4t — 2%},

1 2 0
1 0 -1

. Foljer man metoden i MATLAB 4 sa far man

1/v/2 1/V3 1/V6 1/vV2 —1/V/2 0
P=| —-1/vV2 1/v/3 1/V/6 |, M=|1/V2 1/vV2 0
0 1/vV3 —2/V6 0 0 1

Eftersom vektorn v ligger lings rotationsaxeln sa géller att T'(v) = v.



7. (a) En n x n matris A sigs vara en ortogonalmatris om AT A = I,,.
(b)
|Ax||? = (Ax)T(Ax) = (xTAT)(Ax) = xT (AT A)x = xTI,x = xTx = ||x]|>.

(c) Lat X\ vara ett egenvirde till en n x n ortogonalmatris A. Da finns det en nollskild
vektor x € R” s.a. Ax = Ax. Men fran (b) har vi da att

[Ixl| = [1Ax(| = []Ax[] = [Al[[x]],

och eftersom ||x|| # 0 sa maste || = 1.



