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1. (a) Vihar
2a a a 0 0 1 9 1
2a a 1 |=a|2a—-2 a—1 1 |=ala—1) 1 1 ‘ = —a(a—1)?,
Ja+1 a+1 2a l—-a 1—-a 2a

dér vi i forsta steget brot ut a fran férsta raden och gjorde ett par kolonnoperationer,
och i nésta steg brét ut @ — 1 fran forsta och andra kolonnen och sedan utvecklade
lings forsta raden. Vi kan nu lédsa av losningarna ¢ = 0 och a = 1.

(b) Upprepade radoperationer ger

1 11 2 1 03 5
-1 2|1 1 0 1{2 3|’
1 2|4 1 02
1 113 0 1{1|°

O )

(c) Upprepade radoperationer ger

Alltsa ar

1 2 31 1 2 3 1 1 2 3 1
231 4|~10 -1 -5 2 ~10 -1 -5 2
3 2 1 1 0 -4 -8 -2 0 0 12 —-10
Harifran kan vi lasa av
1 00 1 2 3 1
L=|21 0/, U=|10 -1 -5 2
3 4 1 0 O 12 —-10

(d) Upprepade radoperationer ger
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1 2 3
1 1 1 |~--n~
-1 1 a
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Vi ser att vektorerna bildar en bas om och endast om a # 3.



(e) Vi observerar att A dr inverterbar med invers

13 -2
_1_7
4 _7[2 1}

Multiplikation av matrixekvationen med A fran vinster och A~! fran hoger ger da

18 -3
— -1 _ el — —
xoapai= L 9]
2. (a) Systemets koefficientmatris kan skrivas
1 p—1 1 1 p—1 1
0 1 2 ~ |0 1 2
p 2 p 0 2+p—p* 0

Systemet #r 16sbart for alla hogerled om och endast om 2+ p —p? # 0, dvs. for alla p utom
p=—1ochp=2.

(b) For p = 2 &r den utokade matrisen

11 1/ 1 1 1 b1
0 1 2{ba| ~ 1|0 1 2 by )
2 2 2|bs 0 0 0]bs—2b
och vi ser att systemet &r 16sbart om och endast om b3 — 2b; = 0. Viljer vi istéllet p = —1
far vi pa samma sétt villkoret by + b3 = 0.
3. (a) Vi har
1 1
1 1
Ax =0 <— x =13 |, + x4 0
0 1

Vektorerna u = [1 1 1 0]7 och v = [1 1 0 1]7 bildar en bas for nollrummet. For att hitta
en ortogonal bas véljer vi forsta basvektorn som u och kan ta andra basvektorn som

1

u-v 111
V——u= -

u-u 3 |—2

3

For att fa enklare rédkningar i del (b) multiplicerar vi denna vektor med 3 och véljer
e=[1110%,f=[11 —2 3] som ortogonal bas fér nollrummet.

(b) Den sokta vektorn #r ortogonala projektionen av x = [0 1 1 0]7 pa nollrummet, och
kan berdknas som
3
_X-e +x-ff_l 3
Yo e e Tt 54
~1

Det sokta avstandet ges da av ||y — x|| = H%[—?) 21 1]TH =+15/5.



4. (a) Vi bersiknar
= 112

For a =1 #r u = 3[1 1]7, det vill siiga [1 1]7 &r en egenvektor med egenvirde 3. For andra
virden pa a &r u inte parallell med [1 1]7 och alltsa ingen egenvektor. Vi viljer alltsa a = 1
och berdknar

det(A—=X)=(1-XN2—4=A\+1)(\-23).

Aven A = —1 &r alltsa ett egenviirde. Slutligen léser vi Ax = —x och finner lésningarna x =
w2[—1 1)7. Sammanfattningsvis har A egenviirden 3 och —1, med respektive egenvektorer
[1 1]7 och [-1 1]T (samt alla nollskilda multipler av dessa).

(b) Systemets allménna losning &r
x(t)=A ! e+ B -1 et
1 1
Inséttning av begynnelsevillkoret ger A = 1/2, B = —1/2, sa 16sningen &r
1 {631& 4 et:|

x(t) = 9 €3t — et

5. Om linjen ifraga ges av y = ka + [ sa #r vektorn x = [k []7 den entydiga 16sningen till

AT Ax = ATy, (1)
dar
1 1 0
0 1 1
A=17 4] y=|
2 1 a

Att y = kx + [ gar genom punkten (—1/3,1/2) betyder att k = 31 — 3/2, det vill séga

.o {31 _53/2] .

Med detta virde pa x blir

. [200-9 . [2a+1
AAX_LOZ—?)’ AY=\ai2|

Vi ser att (1) géller for [ = (a + 5)/10. Oavsett valet av a definierar alltsa 1osningen till
(1) en linje genom punkten (—1/3,1/2), vilket skulle visas.

Anmirkning: Alternativt kan man forst 16sa systemet (1) och sedan kontrollera att 15s-
ningen gar genom (—1/3,1/2). Detta &r kanske enklare att komma pa men kréver nagot
mer réaknearbete.



6. (a) Det foljer av vanliga deriveringsregler att T'(p + q) = T'(p) + T'(¢) och T'(cp) = ¢T'(p),
dér c dr konstant.

(b) Vi beréknar
T(1) =1, T@)=1+t,  T(t*) =1+ 2+ 2t%

och kan ldsa av avbildningsmatrisen

S O =
O =
N DN

(c) Vi skriver

T(t+2)=T() +20(1) =3+t =1+ (t+2)
T(?) =142+ 26 = 1+ 2((t +2) — 2) + 267 = =3 +2(¢ + 2) + 2¢°,

sa avbildningsmatrisen blir nu

1 1 -3
01 2
00 2
7. (a) Se kursboken.
(b) Vi maste visa att om
ax + bAx + cA’x = 0, (2a)

s& #r a = b = ¢ = 0. Multiplicerar vi (2a) dels med A, dels med AZ, far vi
aAx + bA%x = 0, (2b)

aA’x =0, (2¢)

diir vi anviinde att A%x = 0. Eftersom A%x # 0 ger (2¢) a = 0. Inséttning av a = 0 i (2b)
ger b = 0 och slutligen far vi ¢ = 0 fran (2a).



