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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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1. Ange hur manga losningar foljande ekvationssystem har:

2¢1 + 30 4+ x3 = 5
3r1 + 229 — x3 = 0
—1lzy — 4x9 + 4dx3 = 4

Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.

Lésning: Radreducera totalmatrisen:

2 3 115 1 4 —4| -4
3 2 -1|10|~|0 5 —-9|-13
-1 -4 4|4 0 0 1] 2

Alltsa finns en unik 16sning. Fortsatt till radkanonisk form:

1 4 —4| -4 1 0 0]0
05 -9/-13|~]010]1
00 1] 2 0 0 1|2

Den unika l6sningen dr (x1, x2,x3) = (0, 1,2).

2. Lat 2 x 2-matriserna A, B och C ges av

23] s-[23] e=[33)

Bestiam X € R2%2 g3 att AXB = C.

Losning: Vi har X = A~'CB~!. Via t.ex. formeln for matrisinvers i 2 x 2-fallet far vi att

A_lz[ 1 _2} och B_lz[_l 1},

~1 3 1/2 0
. 9/2 5
X = [ 5/ -5 } ‘
2 -1 a
3. For vilka virden pa a dr vektorerna | 3 |, 7 | och | 8 | linjdrt beroende?
1 2 4

Losning: Beteckna vektorerna med vy, v och vs. Da v; och vy &r uppenbart linjért obe-
roende sa ar de tre vektorerna linjirt beroende omm v3 = cijv1 + covg for tva tal ¢; och

. : c R
co. Detta dr ekvivalent med att ekvationssystemet [ vl Vg ] [ Cl ] = v3 har en 16sning.
2

Radreducera darfor totalmatrisen:

2 -1]a 1 2 4
3 78| ~]101 —4
1 214 0 0]a—28

Alltsa &r systemet konsistent endast om a = 28. (Och da &r vs = 12v1 — 4v,.)

(3p)

(3p)

(3p)



. Berakna determinanten av matrisen A =

1 —1
4. Lat W = Span {bl,bg} = Span{ 2 |, 2 } vara ett underrum av R3. Ange tva
3 -1

vektorer y € W och z € Wt sa att y + 2 = [ 7 3 5 ]T.

Lésning: Eftersom by och by dr ortogonala kan vi anvianda projektionsformeln direkt:

. _$'b1 $'b2 i - 3
projy T = by + by = 2b1 — by = 2
b1 - b1 b - by 7

Vidare vet vi att den unika uppdelningen av x som efterfragas ges av

T = Projy T + (:B — projy x),

sa vi far
3 4
y=1 2 och z= 1
7 -2
. Lat W, by och by vara som i féregaende uppgift. Da ar B = {bl,bg} en bas for W. Om
mojligt, bestdm B—koordinaterna for vektorn v = [ -7 6 -11 ]T.
Lésning: Lat Pg = [ b1 b ] vara basbytesmatrisen fran standardkoordinater till B—
koordinater. Da giller att v = Pg[v]p. Radreducera totalmatrisen
1 1] =7 1 1| -7 1 —-1| -7
[Pelv]=|2 2| 6 |[~]|0 4[{20|~|0 1|5
3 —1]-11 0 2|10 0 0] 0

Alltsa ligger v i planet W, och genom att fortsétta till radkanonisk form far vi [v]p =
T
[-2 5]

1 2 4
1 2 3
4 5 7

Lésning: Enklast &dr att anvinda det faktum att subtraktion av en rad fran en annan rad
inte &ndrar determinanten, och sen kofaktor-expandera. Detta ger

1 2 4 0 01 1 92
1 2 3|=]1 2 3 :1-‘4 5‘:1-5—24:—3.
4 5 7 4 5 7

. Matriserna A och B nedan &r radekvivalenta. Ange en bas fér Col A och en bas for Nul A.

4 -3 1 101
A=]0 -2 -2 |, B=|011
5 -3 2 000

Lésning: Matrisen B ar pa trappstegsform, och vi ser att det finns en pivotposition i kolonn
1 och i kolonn 2. En bas for Col A ges av A:s pivotkolonner, alltsa

4 -3
{ o |.| 2 }
) -3

En bas for Nul A far vi genom att skriva lésningarna till Az = 0 pa parametrisk form.
-1

Dessa dr desamma som losningarna till Bx = 0 och ges alltsda av oz = z3 | —1 |, dér z3
1

ar en fri variabel. En bas for nollrummet ar saledes méangden

()

(3p)

(3p)

(3p)



8.

10.

Lat A vara matrisen i foregaende uppgift. Ange rank A, dim Nul A och dim Row A. (Endast
poéng om alla tre talen ar ratt.)

Liosning: Rangen av A dr antalet bundna variabler, dvs. 2, och dimensionen av nollrummet
dr antalet fria variabler, dvs. 1. Dimensionen av radrummet dr enligt Rang-satsen lika med
matrisens rang, dvs. 2. Svar: 2,1, 2.

Alternativ 16sning om man gjort féregaende uppgift: Observera att rank A = dim Col A = 2
eftersom det finns tva baselement i basen fér Col A. Basen fér Nul A innehaller bara en
vektor, sa dim Nul A = 1. Enligt Rang-satsen &r dim Row A = dim Col A = 2. Dvs. svar:
2,1,2.

-1 1

1
.Lat X =12 0 | ochy= | 0 [.Bestdm en minstakvadrat-1osning till X3 = y.
3

1 1
Lésning: En minstakvadrat-16sning B erhalls genom att 16sa normalekvationerna X7 X B =
XTy. Vi far

T | 14 2 r |4
XX[22 octhfO,

. . . .. 5 1
sa enkel radreducering eller anvindning av formeln fér matrisinvers ger att 8 = [ —1;2 ] .

En matris A kallas idempotent om A? = A. Vilka egenvirden kan en sidan matris anta?

Losning: Om A ar ett egenvérde till A sa finns ett x £ 0 sa att Az = Azx. Men da ar
A’z = A(Az) = Adz = MMz = Nz

och eftersom A%z = Az = Az far vi att (A2 — A\)z = 0. Detta ger A2 = X\ da = # 0, och
alltsa ar A antingen 0 eller 1. En idempotent matris kan saledes endast ha egenvérdena 0
och 1.

11.

12.

Man kan latt visa att V = R™ ", dvs. méngden av alla n X n-matriser, ar ett vektorrum.

Lat U = {A e R™" | det A = 0} vara en delméngd av V.

(a) Definiera vad som menas med ett underrum till ett vektorrum. (2p)

(b) Ar U ett underrum till V? T sa fall, motivera varfér. Om inte, ge ett motexempel.
(3p)

Lésning: a) U &r ett underrum till V' ifall det &r en delméngd av V som uppfyller att
0eU,u+wveU for alla u,v € U och cu € U for alla u € U och ¢ € R. b) Nollmatrisen
ligger visserligen i U, men i allménhet géller for tva matriser A och B att

det (A + B) # det A 4 det B.

Alltsa ar U inte ett underrum. Ett motexempel ges t.ex. av matriserna

10 0 0
A—[O 0] och B_[O 1].

Dessa uppfyller det A = det B = 0, men det (A + B) =1.

2 -2 0 1 2
Matrisen A= | 1 —1 0 | har atminstone tva egenvektorer, | 1 | och | 1
3 -2 -1 1 2

(3p)

(3p)



13.

14.

Diagonalisera A, eller ange varfor det inte gar.

Lésning: Den karakteristiska ekvationen for A &r

0 =det (A— ) = (~1— /\)<(—1 — N2 - A+ 2)
— (~1— M)A - 1),

sa egenvirdena dr A1 = —1, Ao = 0 och A3 = 1. Genom att multiplicera A med de givna
vektorerna ser vi att vo = [ 1 11 ]T hor till Ao och vg = [ 2 1 2 ]T hor till A3. Det
aterstar att undersoka egenvektorerna for A;. Men (A — A1)z = 0 ger att 1 = zo = 0 och
xg ar en fri variabel. Alltsa spanner vy = [ 0 0 1 ]T upp egenrummet for A;. Da de tre
egenrummen tillsammans spinner upp hela R? &r A diagonaliserbar, och en diagonalisering

ges t.ex. av A = PDP~! dir

01 2 1 00
P=]1011 och D= 0 0 0
1 1 2 0 01

Betrakta féljande MATLAB-kod:
x1 = [1; 1; 0];

x2 = [-1; 0; 1]1;

vl = x1;

v2 = x2 - x2°*vl / (v1’*v1) * vi;

vl = vl / norm(vl);
v2 = v2 / norm(v2);

(a) Vilken metod implementerar den? (1p)
(b) Vad beriknas? (1p)

(¢) Visa att vilka 21 och x9 vi dn viljer sa blir v; och v9 linjért oberoende. (3p)

1 -1
Lésning: a) Gram-Schmidts metod. b) En ortonormal bas for Span{ 14, 0 }
0 1
(som ir en parametrisk beskrivning av det plan i R? som ges av ekvationen z —y+ z = 0).
c) Antag att cjv; + cove = 0. Eftersom vy och v dr ortogonala (per konstruktion) sa far
vi att
0= - (611)1 + 02’1)2) = C1V1 - V1 + CoV1 - Vg = C1V1 - V1

Men eftersom v; och vy har normerats sa dr v1 - v1 = 1 och dérmed far vi ¢; = 0. Genom
att istéllet ta skaldrprodukten med v far vi pa samma sitt att co = 0. Alltsa ar v1 och v
linjéart oberoende.

Lat P™ beteckna vektorrummet som bestar av alla polynom p av grad hégst n. Standard-
basen for P ges av B,, = {bg,b1,...,b,} dir by(t) = t*¥ for k = 0,1,...,n. Vidare, lat
T : P? — P* vara den linjira avbildningen som avbildar andragrads-polynomet p(t) pa
fjirdegrads-polynomet p(t) 4 t2p(t).

(a) Om p(t) = 2+, vad & (T(p))(t)? (1p)

(b) Bestdm matrisen for T relativt standardbaserna for P? och P*. (4p)

Lésning: a) (T(p))(t) =2+ 2+ t2(2 + %) = 2 + 3t + ¢4
b) Matrisen fér 7" &r den matris M som uppfyller att

[T(p)l, = M[plB,-

(5p)



Den ges av
M=1[[T(bo)lz, [T(b1)B, [T(b2)]p, | € R
da dimP? = 3 och dimP* = 5. Vi har

(THo))(t) =1+ =bo(t) +bo(t) = [Tz, =[1 0 1 0 0]
(TO))(H) =t -+ =bi() +bs(t) =  [TO)ls,=[0 10 1 0]
(Tlo)(t) = 2+ t" =bo(t) +ba(t) = [T(b)lg,=[0 0 1 0 1],

sa

Il
OO~ O
O~ O~ O
— O =k O O
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