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TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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1. Ange hur manga losningar f6ljande ekvationssystem har: (3p)
—2{[}1 — 31’2 — 73)3 = 4
207 — 4z 4+ 3x3 = —4
6xr1 — S5r9 + 1323 = 3

Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.
Lésning:

Radreducera totalmatrisen:

-2 -3 —-7| 4 2 3 7|4 2 3 7|4
2 4 3|-4|~]10 =7 —-4]0 ~10 =7 —41] 0
6 -5 13| 3 0 —-14 -8| 15 0 0 O0]15

Alltsa finns inga losningar.

2. Lat B = [ (1) ; ] och bestdm alla matriser A som kommuterar med B, dvs. AB = BA. (3p)
Liosning: Vi anséitter A = [ CCL Z ] och riknar ut AB och BA:
| a 2a+3b | a+2c b+2d
AB_|:C 2c+3d}’ BA_[ 3c 3d

Fran detta ser vi direkt att ¢ = 0 eftersom ¢ = 3c. Erséitter vi ¢ med 0 sa far vi de tre
ekvationerna a = a, d = d och 2a + 3b = b + 2d. Alltsa har vi tva fria parametrar, t.ex. a
och b, och den sista ekvationen ger d = a + b. Alla matriser som kommuterar med B ges

alltsa av
a b
A_[O a+b]'

a/V6 —2/\c 3/V/14
3. Matrisen U = 1/v/6  4/\/c d/v14 | &r ortogonal. Bestéim talen a,b, ¢ och d. (3p)

“2/VB  bjve 2/VI

Léosning: Att U ar ortogonal betyder att kolonnerna &r ortonormala. Kalla kolonnerna w1,
ug och uz. Da har vi att
UL - U =Up - U3 =Ug -uz =0

och u;-u; =1 fori = 1,2,3. Eftersom u-v =0 = (au)-(fv) = 0 ger de forsta ekvationerna

att
2a + 2b + 0d =

4
3a + 0b + 1d = 4 .
4a + 20 + 0d = 6
Enkel radreduktion eller motsvarande ger att a = b = d = 1. Det kvarstar att hitta c,

men via ug - ug = 1 far vi direkt att ¢ = 4 + 16 + 1 = 21. De kvarvarande ekvationerna
u1 - up = us - ug = 1 kan anvindas for att kontrollera att ekvationssystemet 16sts korrekt.



. Transformera den kvadratiska formen Q(z1, z2) = —Bx% +6z129 + 5:U% via ett variabelbyte
till en annan kvadratisk form R(yp,y2) utan nagon korsterm yiy2. Ange R(y1,y2).

I

Lésning: Skriv forst @ pa matrisform: Q(z1,22) = Q(z) = 2T Az déir z = [ .
2

} och

A= [ _g g ] . Eftersom A dr symmetrisk #r den ortogonalt diagonaliserbar, A = PDPT,

sé med y = PTx far vi direkt att Q(z) = y* Dy. (Detta ir satsen om principalaxlar.) Vad
som aterstar ar att rdkna ut egenvirdena till A. Eftersom den karakteristiska ekvationen
ar

O=det (A=) =(-3-N)(B-X)—-9=2—2\—24=(A—1)? — 25,
s& far vi egenviirdena A\ = 1 4 5. Svaret blir R(y1,y2) = —4y? + 6y3. (Kvadratkomplet-
terar man istéllet sa kan man fa andra giltiga svar, men denna metod ger det “bésta”
variabelbytet.)

.LétB:{[;],[3]}ochC:{[_i’},[_i]}Varatvébaserfer2ochlfit
T

v € R% Bestém [v]c givet att [v]p=[1 —1 |

Lésning: Lat Pp = [ ; 3 ] och Po = [ _i’ _? } vara basbytesmatriserna fér B och
C. Da géller att
—1
Pelule = Palils = | 77 |.
och genom att 16sa detta ekvationssystem far vi [v]c = { i ] Alternativt kan detta

skrivas som [v]c = £ glv|p dir £ g = P;' Py t.ex. kan beriiknas genom att radreducera
[ P ‘ Pg ] Detta leder till lite mer arbete dn det forsta alternativet men betalar sig ifall
vi behover gora fler basbyten med samma baser.

. En kvadratisk matris kallas for en permutationsmatris om varje rad och varje kolonn
innehéaller precis ett element med virdet 1, och alla 6vriga element &r 0. Vilka viarden kan
determinanten av en sadan matris anta?

Losning: Determinanten av en matris byter tecken om vi byter plats pa tva rader. Eftersom
vi kan byta plats pa raderna i en permutationsmatris tills vi far enhetsmatrisen (som har
determinanten 1) kan dess determinant bara anta vérdena +1. Samma resultat fas genom
upprepad kofaktorexpansion och induktion 6ver storleken pa matrisen.

. Lat u = [ Uy - Up ]T och v = [ V1 v Up ]T vara n X l-matriser. Ange vad man
brukar kalla det som beriknas av MATLAB-kommandot >> u’*v, samt en matematisk
formel for resultatet.

Losning: Kommandot berdknar skalarprodukten av vektorerna u och v. En formel ges av

n
u-v = E Uj?)j.
Jj=1

-1 -2 4 1 1 1
. Matrisen | —2 —1 4 | har egenvektorerna | 1 |, | —3 | och | 1 |. Bestdm dess
1 -1 5 0 -1 2

egenvirden.

Losning: Kalla matrisen A och egenvektorerna v1, vy och v3. Om A &r ett egenvérde sa &r
Avp = vy, for nagot vg. Genom att berdkna Avy for k = 1,2, 3 far vi

-3 1 5
Avi = | =3 | ==3v1, Avg=| =3 | =1lvg och Avy= 5 | = buvs,
0 -1 10

(3p)

(3p)

(3p)



sa A har de tre egenvéirdena —3, 1 och 5.

9. Berdkna determinanten av matrisen i féregaende uppgift.
Lésning: Determinanten av en matris fordndras inte om vi adderar multipler av en rad till
en annan rad, sa vi far
-1 -2 4 0 -3 9 3 9
—2 —-1 4|=|0 -3 14 :1‘ s L ‘:—3-14—9.(—3):—15.
1 -1 5 1 -1 5
Alternativ 16sning: Om foregaende uppgift 16sts kan vi anvianda att det karakteristiska
polynomet det (A - A ) kan skrivas som
det (A — )\I) = A1 =AN)A2 =N (A3 = A).
Alltsa giller att
det A =AM A3=-3-1-5=—15.
10. Lat A € R™*". Bestdm dim Nul A — dim Nul AT.
Lésning: Enligt rangsatsen ér dim Col A = dim Row A = dim Col A7 och n = dim Col A +
dim Nul A. Eftersom AT € R™™ far vi dven att
m = dim Col AT + dim Nul A” = dim Col A + dim Nul A"
och dédrmed blir
dimNul A — dimNul A" = n — dim Col A — (m — dim Col A)
=n-—m.
11. Lat T : R? — R? vara den ortogonala projektionen pa linjen z; = x5 och lat S : R? — R?

beskriva en rotation medurs med vinkeln ¢. D& &r bade T och S linjéra avbildningar.
Bestdm

(a) standardmatrisen for T (1p)
(b) standardmatrisen for S (1p)
()
(d)

standardmatrisen fér 7S (1p)

matrisen for T relativt standardbasen for R? och nagon bas for den givna linjen. (2p)

Losning: Standardmatrisen for T ges av | T(e1) T(e2) | dér e; och ey &r enhetsvektorerna
i R2. Eftersom linjen delar den forsta kvadranten i tva lika stora delar och ortogonal

V2/2
e |

]. Standardmatrisen fér S blir pa samma

betyder ritvinklig i 2D sa ger t.ex. Pythagoras sats att T'(e;) = T'(e2) = [

1

11
cos¢ sing

—sin¢g cos ¢

Alltsa far vi standardmatrisen A = @ {

sétt (med lite trigonometri) B = [ } Notera tecknen: vi roterar medurs.

Standardmatrisen for T'S ges av

V2 [ cos ¢ —sin¢ cos ¢ + sin @ ]

AB = "2 | cosp—sing cos¢ +sing

Slutligen tar vi basen B = {b} for linjen, dér b = { !

1 ] Da ges matrisen for T relativt

standardbasen for R? och B av

[ [T(eD)ls [T(e2))s ] =[ v2/2 v2/2 ] eRV2

(3p)

(5p)



12.

13.

14.

1 1 -1
Finns det ett heltal a sa att médngden U = { 3| +s 7T+t =5
2 —6 a

s,te]R}

ar ett underrum av R™? I sa fall, ange bade a och n.

1 1 -1
Losning: Lat x = | 3 |,y = 7 | och z=| =5 |. Eftersom U &r en delméngd av
2 —6 a

R3 (alla vektorer i U har tre komponenter) kan U endast vara ett underrum till R3. Vi
kontrollerar de tre kraven; att 0 € U, u +v € U och cu € U om u,v € U och ¢ € R. Att
0 € U ar ekvivalent med att —x € Span {y, z}, dvs. x, y och z &r linjart beroende. For att
undersoka detta radreducerar vi matrisen

1 -1]1 1 —1 1 1 -1 1 1 0 -1
[y z|a]=]| 7 =53 |~|0 24| ~]|0 1 -2 |~101 -2
—6 a2 0 a—6| 8 0 0|2a—14 0 0|2a—14

Alltsa &r vektorerna linjéart beroende om a = 2 och i sa fall &r x = —y — 2z. Men om detta

haller sa &r dven de andra tva kraven uppfyllda. Om t.ex. u,v € U sa finns det tal uq, us
och vy, vg sé att uw = x+uy+ugz och v = r+v1y+vez. Men da dr u = (u1 —1)y+ (ue —2)z
sa

utv=x+ (ur+vi —y+ (ug +v2 —2)z € U.
Alternativt kan man séga att om ¢ = 2 sa har vi U = Span {y, z}, och det linjéra holjet
av en méngd vektorer i R™ &r alltid ett underrum av R".

Sparet (eng. trace) av en matris A = (a;;) € R™*™ definieras som

n
trA = Z Ay,
=1

dvs. summan av diagonalelementen. Man kan visa att om B och C &r tva godtyckliga n x n-
matriser sa géller tr BC' = tr CB. Anvénd detta for att visa att om A ar diagonaliserbar
sa ér tr A summan av egenvérdena till A, rdknat med multiplicitet. (Detta géller faktiskt
dven da A inte dr diagonaliserbar.)

Liosning: Om A &r diagonaliserbar sa finns en inverterbar matris P och en diagonal matris
D sa att A= PDP~!. Alltsa far vi
tr A=tr PDP™!' =tr P"'PD = tr D.

Eftersom diagonalelementen i D &r egenvéirdena till A, upprepade lika manga ganger som
deras (algebraiska) multiplicitet, sa har vi nu visat pastaendet.

Lat uq,...,u, vara vektorer i R". Definiera vad som menas med att u1,...,u, ar

(a) ortogonala, (1p)
(b) ortonormala. (1p)

Bestdm en ortonormal bas for det plan i R? som ges av ekvationen x + y + z = 0. (3p)

Losning: a) Vektorerna ar ortogonala om u; # 0 och w; - uj = 0 for alla i # j.

b) Vektorerna ér ortonormala om de &r ortogonala och det dessutom giller att HUzHQ =
u; - u; = 1 for alla 7.

Lat W beteckna planet som anges i uppgiften. Da ges en bas for W av vektorerna

-1 -1
T = 1 | och zy = 0 |. For att fa en ortogonal bas {u1,us} tillimpar vi Gram-
0 1
Schmidts metod. Detta ger v;1 = x1 och
I9 U1 _(1] 1 _i 1 _i
Vg = Tg — v = - = =—-| —
2 2 V1 - U1 ! 2 2

(5p)

(5p)

(5p)



En ortonormal bas for W ges alltsa av
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Svar till tentamensuppgifter 1-10
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