MATEMATISKA VETENSKAPER TMV166 2017
Chalmers tekniska hégskola 2017-08-19 kl. 08:30-12:30 (H)
Examinator: Tony Stillfjord Hjidlpmedel: ordlistan fran kurshemsidan, ej riknedosa
Telefonvakt: Adam Malik, ankn. 5325

TMV166 Linjir Algebra for M

Tentamen

Tentamen bestar av 10 st uppgifter vardera virda 3p och 4 st uppgifter vardera virda 5p, vilka
tillsammans ger maximalt 50p. Till detta ldggs de bonuspoéng (maximalt 6p) som tjénats ihop
genom presentation av kryssuppgifter. Betygsgrianser dr 20p (betyg 3), 30p (betyg 4) och 40p
(betyg 5) for det sammanlagda resultatet.

Till de forsta tio uppgifterna (3p-uppgifter) skall endast svar ges. Svar maste anges i rétt ruta
pa den bifogade svarsblanketten. Ladmna ej in 16sningar eller kladdpapper till dessa uppgifter!

Till de sista fyra uppgifterna (5p-uppgifter) skall utforliga, tydliga och vélskrivna losningar ges.
Renskriv dina lésningar, lamna ej in kladdpapper! Podngavdrag ges for daligt motiverade,
svartolkade eller svarlésliga losningar.

Lycka till!

Tony
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Tentamensuppgifter

1. Ange hur manga losningar foljande ekvationssystem har:

4y + 4dxy — 4dxz3 = 4

5r1 4+ 2x9 — 4x3 = 3
11‘1 + 5583 = 6
Om det finns precis en 16sning, ange dven denna.
Lésning: Radreducering ger
[4 4 —414 1 0 56 10 5 6
5 2 —4(3|~]11 1|1 |~|01 —-6| =5
|1 0 5|6 5 —4 13 | 0 2 —29|-27 |
(1 0 5 6 10 5| 6 1 0 0[1]
~{01 —-6| -5|~]01 —-6|-5|~]1010]|1
| 0 0 —17| —17 00 1 1 0 0 1|1 |
T 1
dvs. ekvationssystemet har 16sningen | zo [ = | 1
T3 1
5 —10 0
2. Bestdm en bas for ColAda A=| 2 -4 0
2 15
Lésning: Radreduktion ger
2 15 2 1 5 2 15 2 0 4
A~12 -4 0|~ |0 -5 5 |~]1011|~]01 1],
5 —10 0 0 —25/2 —25/2 0 00 000

dvs. det finns tva pivotpositioner och en bas fér Col A ges ddrmed av de tva forsta kolon-

5 —10
nerna i A: { 21, —4 }
2 1

3. Bestam det karakteristiska polynomet och egenvéirdena for matrisen A i féregaende uppgift.

Lésning: Det karakteristiska polynomet dr det(A — AI). For att rdkna ut determinanten
ar det enklast att kofaktorexpandera lings kolonn 3 (p.g.a. nollorna). Vi far att

det(A — M) = (5 — \) ((5 N (=4 A) + 20)
=(5— A)()\Q —)\)
=B-M)AA-1).

Egenviirdena ges av det(A — A\I) = 0, dvs. de &r 0, 1 och 5.

(3p)

(3p)



10

4. LatB:[2 3

] och bestdm alla matriser A som kommuterar med B, dvs. AB = BA.

Losning: Vi ansétter A = [ CCL b ] och riknar ut AB och BA:

d

| a+2b 3b _ a b
AB_[0+2d Sd]’ BA_[2a+30 264+ 3d |’

Fran detta ser vi direkt att b = 0 eftersom ¢ = 3b. Ersétter vi b med 0 sa far vi de tre
ekvationerna a = a, d = d och 2a + 2¢ = 2d. Alltsa har vi tva fria parametrar, t.ex. a och
d, och den sista ekvationen ger ¢ = d — a. Alla matriser som kommuterar med B kan alltsa

skrivas som
a 0
A= [ d—a d ] ’

dar a,d € R.
7 3 2 5
. Lat planet P ha basen B = { 21,13 } ochlat p = | —4 | och g = | =5
1 1 0 —1

Avgor vilken av punkterna p och ¢ som ligger i P och bestdm dess B-koordinater.

Lésning: Vi radreducerar [ b1 bs p ¢ ]:

T3 2 5 11 0 -1 1 1 0 -1 11 0 -1
23 4 5| ~|7T3 2 H|~[0 -4 2 12|(~(0 1 —4 -3
11 0 -1 12 3 -4 -5 0 1 —4 -3 0 -4 2 12
(11 0 -1 11 0 -1 100 2
~({01 -4 -3|~]010 -3|~]010 -3
L0 0 —-14 O 001 O 001 0
Hérur ser vi att p inte ligger i planet, men att ¢ gor det. Vi ser ocksa att ¢ har B-
koordinaterna [¢]p = _3
1 2 -7
. Bestdm en minstakvadratlosning till Az =bda A= | 0 1 | och b= 0
3 2 5

Lisning: Vi far en minstakvadratlosning @ genom att losa normalekvationerna AT A% =

ATh. Vi har
7, |10 8 T, 8
AA—[8 9} och Ab—{_él].

Radreduktion ser omsténdligt ut da siffrorna inte gar “jamnt ut”, sa lat oss anvinda
2 x 2-formeln for matrisinvers:

1 9 -8 8] 1 [ 104] [ 4
T=90—6a| =8 10 || 4|7 26| —104 || =4 |

. Matrisen A har en diagonalisering som ges av

1 2 2 1 00 -1 0 -2
A= 2 2 1 0 -1 0 1 1 3
-1 -1 -1 0 0 2 0 -1 -2

Bestam A7b for b = [ 5 6 —3 ]T.

Lisning: Lat diagonaliseringen vara A = PDP~!. Da blir A" = PD'"P~1 s4 vi behover
bara utfora tre enkla matris-vektor-multiplikationer:

(3p)

(3p)

(3p)



8.

10.

[ 1 2 17T o o][-1 0 -2 5
A= 2 2 1 0 -1 0 1 1 3 6
| -1 -1 -1 ][0 02T 0 -1 -2 -3
1 2 [ 1 011
= 2 2 1 0 -1 0 2
| -1 -1 -1 ][0 o0 27]]0O
1 2 [ 1
= 2 2 1 -2
-1 -1 -1]] O
[ -3
=1 -2
1
1 0 1
Ortonormalisera basen{ 1{,]11],]0 }fbr R3 medelst Gram-Schmidts metod.
0 1 1

Lésning: Lat de ursprungliga vektorerna betecknas vy, vy och vs. Gram-Schmidt ger nya
ortogonala bas-vektorer by, by och bg dér by = vy,

Vg * by v3 by v3+bo

b = _— h b‘ — —_— - .

2T T e Y BT T by b
—1/2 4 1
Vi far b2 = Vg — %bl = 1/2 och b3 = V3 — %bl — %bg = % —4 = % -1
1 4 1

Rékningarna underlittas lite om vi istéllet for be tar 2bs, och detta spelar ingen roll for
det sista normaliserings-steget: en ortonormal bas ges av

1 -1
1 1 1
b1 — b2 — 1 och bs — | -

oall vz | o | T le2ll V6 losll — V3 |

. Ange standardmatrisen for den linjéra avbildning som forst roterar en vektor i planet 45°

moturs och sedan forldnger den resulterande vektorn med en faktor 2.

Losning: Kolonnerna i standardmatrisen &r resultatet av transformationen applicerat pa

1 0 . ..
enhetsvektorerna e; = och ey = [ 1 ] Roterar vi e; 45° moturs far vi vektorn

0
[ 1/vV2 ~1/V2

V3 ] och rotationen av ey ger [ 13 } Efter forlingning med faktorn 2 hamnar

V2i taljaren istéllet for ndmnaren. Matrisen blir alltsa V2 [ 1 _i } .

Antag att A € R™*™ och att Az = 0 har k st. linjirt oberoende l6sningar som alla andra
16sningar &r linjart beroende av. Vad ar det minsta mdjliga vardet pa k som later oss
garantera att Ax = b &r losbart for alla b?

Lésning: Antagandet betyder att dimNul A = k. Enligt Rang-satsen #r dim Col A +
dimNulA = n, dvs. £ = n — dimCol A. For att vi skall kunna 16sa Ax = b maste
dim Col A = m, sa vi maste ha k = n — m. For storre virden spénner inte Col A upp
hela R™, sa det finns b for vilka Az = b inte &r losbart. Mindre virden dr inte mojliga,
da Rang-satsen #ven siger att dimColA = dimRow A och dimRow A < m eftersom
Row A C R™.

(3p)

(3p)

(3p)



11. Lat A € R™*™.

a) Definiera vad som menas med ett underrum av R¥. (2p)

b) Definiera vad som menas med Nul A. (1p)

c) Visa att Nul A dr ett underrum av R¥, for ett visst k. Vilket? (2p)
Lésning:

a) Ett underrum W av R™ &r en delméngd av R"™ som uppfyller féljande tre krav for
godtyckliga u,v € WochceR: 0 W, u+ve W ochcu e W.

b) Med beteckningen Nul A avses nollrummet till A, dvs. méngden
NulA = {z € R" | Az = 0}.

c¢) Eftersom Nul A &r en delméingd av R™ sa dr k = n. Vi har direkt att A0 = 0, dvs.
0 € NulA. Om u,v € Nul A sa géller Au =0 och Av = 0. Alltsa far vi A(u+v) =
Au + Av = 0 via linearitet av vektoraddition, dvs. u +v € Nul A. Pa samma sétt har

vi for alla ¢ € R att A(cu) = cAu = c0 = 0 sa att dven cu € Nul A.

12. Lat planet P; ges av ekvationen = + 2y 4+ 3z = 2, planet P» av ekvationen 3x +4y+5z =0
och P3 av x + z = 0. Skdrningen mellan P; och P &r en linje, lat oss kalla den L.

a) Bestdm L. (2p)
b) Bestdam den ortogonala projektionen av L pa Ps. (3p)

Tips for b): skriv forst Ps pa parametrisk form.

Lésning:

a) Linjen L ges av de punkter som uppfyller ekvationerna fér P; och P, samtidigt. Detta
ar ett ekvationssystem i 3 variabler och 2 ekvationer. Radreduktion ger

1 2 3|2 1 2 3| 2 1 2 312 1 0 —-1|—-4
3 4 5|0 0 -2 —4| -6 01 2|3 o1 2] 3|

dvs. L ges av punkterna

T 1 —4
y | =s| =2 | + 3
z 1 0

b) En parametrisk form fér Ps ges (t.ex.) av punkterna sby + tbe dér s,t € R och

0 -1
bir=1|11|, b= 0
0 1

Vektorerna by och by utgor en ortogonal bas for P3 d& by » by = 0. Déarfor ges den
ortogonala projektionen av en punkt p pa Ps av

b b
b 1bl+p 2

— by.
by« by by« by >

projp, p

For att fa den ortogonala projektionen av L pa Ps s& anvidnder vi helt enkelt den
formeln pa alla punkter i L. Den ortogonala projektionen av L pa P ges saledes av

punkterna
0 -2
—2s+3 Os+4
1 b1 + 5 bo=s| =2 | + 3
0 2

dar s € R.

(5p)

(5p)



13. Lat P™ vara vektorrummet bestdende av alla polynom av grad n. Standardbasen B,, for

P" ges av de n + 1 polynomen by(z) = z¥, k = 0,...,n. En annan bas C, ges av de sa
kallade Chebyshev-polynomen c¢. De forsta fyra ar

colz) =1, ci(x) ==z, co(x)=22>—-1, och e3(z)=42®— 3z
a) Visa att {co,c1,co,c3} #r linjirt oberoende och att C3 dirmed utgér en bas for P3.

Varfor behover vi inte kontrollera att de spinner upp P3? (3p)

b) Bestdm basbytesmatrisen o, 533. (2p)
Lésning:

a) Vi antager att 0 = agcp + ---ascs for ap € R. Eftersom cy,...,c3 dr polynom sa
betyder 0 hér noll-polynomet, dvs. den givna summan maste vara noll éverallt. Men

3
Z ajci(z) = ag — ag + (a1 — 3az)x + 2a22” + 4aza®
=0

ar ju ett polynom av grad 3 och dédrmed nollpolynomet. (Eftersom annars skulle det
ha max. 3 reella nollstéillen.) Alltsa far vi att ag — ags = a1 — 3ag = 2as = 4az = 0,
vilket dr ekvivalent med att ap = a; = ag = az = 0. Saledes dr {co, c1, c2, c3} linjért
oberoende.

Eftersom vi vet att dimensionen av P3 &r 3 4+ 1 = 4 (och vi har precis fyra vektorer)
sa behover vi enligt dimensionssatsen inte kontrollera att de spanner upp P for att
se att de utgor en bas for P3.

b) Basbytesmatrisen Cs 533 uppfyller for varje polynom p € P? ekvationen

C3£Bg[p]83 = [p]c3'

Alltsa ges kolonn nr. ¢ av [b;]¢,. Genom att skriva varje by i termer av ¢, ¢1, ¢z och
c3 far vi darfor direkt att

10 1/2 0
p_ _ |01 0 3/4
Cs¢—Ds 00 1/2 0
00 0 1/4

14. Formulera och bevisa Pythagoras sats i R™.

Lésning:

Sats: Lat 2 och y vara vektorer i R™. D4 giller att ||z + y||* = ||lz||* + ||y||* om och endast
om z och y dr ortogonala, dvs. -y = 0.

Bevis: Vi har att

2
lz+yl” = (@ +y)(z+y)
:x.x+x.y+y.x+y.y
= |l2|* + 2z -y + [ly]*,

och satsen foljer direkt.

(5p)

(5p)
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