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TMV166 Linjar algebra for M

Veckoprogram 4: Vektorrum, bas, dimension, rang

Lay: 2.8-2.9, 4.1-4.7. Vektorrum, bas, dimension och rang.

Innehallet i avsnitten 2.8 och 2.9 técks av kapitel 4, men presenterar begreppen pa ett mer
konkret sétt. Samtidigt behdvs den mer abstrakta synen som ges i kapitel 4. Dérfor kommer
vi att behandla kapitlen samtidigt och i viss man hoppa fram och tillbaka. (Vi borjade med
detta redan i F9, Vecka 3.) Aven om du koncentrerar dig pa 2.8-9 sa bor du lbsa
en stor del av 6vningsuppgifterna ur kapitel 4. Centrala begrepp dr underrum, bas for
underrum, dimension och rang, som preciserar en del av det vi mott tidigare. Underrum i R3
ar linjer eller plan genom origo, dessa har dimension 1 respektive 2, en bas for linjen bestar av
en vektor som spinner upp linjen. En bas for ett plan bestar av tva vektorer som spéanner upp
planet. I kapitlet generaliseras detta till hogre dimensioner. Aven hela R® och mingden som
bara innehaller nollvektorn &r underrum.

Basbegreppet dr oerhort viktigt. Ténk pa att en bas ar en mdngd av vektorer. Lite oegentligt
talar vi om de enskilda medlemmarna i en bas som basvektorer vilket kan ge intrycket att de
ensamma har nagon speciell egenskap. Sa &r det inte, varje vektor utom nollvektorn kan inga i
en bas. Det &r visentligt att du lar dig bestimma baser fér nollrum och kolonnrum fér matriser.
Sats 13 i 2.8 beskriver hur man gor.

Jag kommer att introducera datorévningen om fackverk pa en av féreldsningarna. Denna redo-
visas i Dugga 2.

I F12 kommer jag att presentera Kap 3, Determinanter. Ovningar pa detta kommer niista vecka.

Rekommenderade uppgifter

(PP é&r forkortning av Practice problems. Hiar menas att du bor inleda med att gora alla dessa.
Du hittar dem direkt fore évningarna till respektive avsnitt.)

Avsnitt
28 | PP, 1,3, 6,709 1516, 17, 1820, 23, 21, 22, 27, 31
29 | PP, 1, 5,7, 11, 13, 15, 17, 18, 19-27
41 | PP 1,3, 4,7 11, 15,17, 24, 19, 20, 33, 34
4.2 PP, 1, 3,5,7,9, 15, 17, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 34
4.3 PP, 3, 4,9, 10, 13, 11, 15, 21-23, 29, 30, 36-38
4.4 PP, 1, 3, 7, 10, 11, 13, 15, 16, 23-25, 27, 33
4.5 PP, 1, 6, 11, 14, 8, 19, 20, 29 (med V = R"), 33, 21, 27, 31
4.6 PP 1,3,5,7,9,13, 15, 17, 18, 21, 23, 30, 35
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Datorévningar

Anvind MATLAB flitigt nédr du gor de vanliga 6vningsuppgifterna for att kontrollera och jamfora
med dina handrakningar.

Foljande 6vning handlar om hur man stéller upp och l6ser ett (ganska) stort linjirt ekvations-
system fran mekaniken. Du far &ven ldra dig hur man anvinder MATLAB’s datastruktur sparse
for glesa matriser. Du kommer att redovisa denna 6vning i Dugga 2 i Vecka 5.

Fackverk

Ett fackverk &r en konstruktion dér sténger/balkar sétts samman for att ge en latt men &nda
stabil konstruktion. Normalt handlar det om ett tredimensionellt bygge, men for enkelhets skull
studerar vi hir endast plana fackverk. For att enkelt fa stabilitet sdtter man samman sténgerna
sa att fackverket bestar av ett antal trianglar. Punkterna dér stingerna sitts samman kallas
knutpunkter eller noder.

Det enklaste fackverket bestar av en enda triangel. Vi skall nu se hur man kan bestdmma krafter-
na i fackverkets sténger da det belastas av en yttre kraft F=8 kN (samma enhet i fortséttningen).

Alla stangkrafter betraktas som dragkrafter. En tryckkraft ses som en negativ dragkraft. Vid
friliggning av fackverket kommer alla stangkrafter att verka ut fran noden i riktning léngs
stangen, mot den motsatta noden. Stodkrafterna véljer vi hédr ocksa utatriktade.
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I varje nod maste kraftsumman vara lika med nollvektorn, 0.
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Denna vektorekvation motsvarar tva koordinatekvationer:

{\}iflJr ro — Hy + 04 = 0
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I nod 1 innebéar det att z;

%xl + O0z2 + 0H; - Vi = 0.



I nod 2 far vi ekvationerna

I nod 3 far vi ekvationerna

—xz—%xsﬁ- Hy + 0V = 0
Oxo + %xg 4+ 0H, — Vo, = 0.

Det rorliga stodet i nod 3 innebér att Hy = 0.

Vi har nu totalt sex ekvationer och sex obekanta, x1, x2, 3, Hy, Vi och Vs:

%aﬁl + X2 + Oxrs — Hy, + 0V + 0V 0
%l’l + Ox9 —+ Oxs + 0H1 — Vi + 0V = 0
—%xl + Oxzg + %xg + 0H;y + 0Vi + 0V, = 0
—%xl + Oxg — %1’3 + 0H, + 0Vi + 0V, = 8
0x; — xg—%x3+0H1+0V1+OV2:O
0$1+0x2+%x3+0H1+0V1— Va 0
Detta systems koefficientmatris ar
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Med rref far vi att lésningen blir x1 = —5.66, z9 = 4, 3 = —5.66, H; = 0, V1 = —4 och
Vo = —4. Vi kan ocksa anvianda x=inv (A) *b eller x=A\b; det senare dr mest effektivt.

I problem av den hir typen kommer koefficientmatrisen alltid att ha manga nollor. Det blir d&a
lite trist att skriva in alla dessa. Ett sdtt att minska skrivarbetet &r att borja med att lata alla
element i matrisen vara nollor, A=zeros(6,6), och sedan &dndra de element som inte &r noll:
A(1,1)= 1/sqrt(2); A(1,2)= 1; A(1,4)= -1; och sa vidare.

Ocksa detta skrivsdatt blir trist om matrisen ér stor. Da utnyttjar man begreppet gles, sparse
matris. Med kommandot A=sparse(R,K,E,6,6) dir R, K, E dr radmatriser som innehaller
radindex, kolonnindex och element for alla nollskilda positioner i A skapas en 6 X 6-matris med
nollor pa alla andra platser. I exemplet ovan har A 13 nollskilda element. Radmatriserna R, K,

E skall alltsa innehalla 13 element som uppfyller att E(i)= A(R(i), K(i)). For att forenkla
inleder vi med u=1/sqrt(2) ; sa att vi slipper skriva in hela kvoten gang pa gang. Sedan tilldelar
vi foljande:

R=1[111223344556 6];
K=1[124151313233 6];
E=[ul -1u -1 -uu-u-u -1 -uu -1];




Man far emellertid inte se matrisen A om man definierar den med A=sparse(R,XK,E,6,6) och
uteldmnar semikolon. Man ser bara en lista 6ver positioner och nollskilda element. Med kom-
mandot full(A) far man se matrisen pa vanligt sitt och med spy(A) far man en grafisk bild
av var de nollskilda elementen finns. Detta kan ibland ricka som kontroll att man skrivit rétt.
Med tréaning, systematik och eftertanke kan man ange matriserna R, K, E utan att skriva upp
hela ekvationssystemet. Varje rad i A svarar ju mot en nod, antingen de horisontella eller de
vertikala krafterna i noden. Varje kolonn svarar mot en bestdmd stangkraft eller stodkraft.

Uppgift 1. Bestdm stang- och stodkrafter i nedanstaende plana fackverk. De horisontella och

vertikala stdngerna dr alla lika langa. O
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Facit

Med de angivna krafterna blir x=[ -19.7990 14.0000 8.0000 -20.0000 8.4853 14.0000 O
-20.0000 5.6569 16.0000 12.0000 -22.6274 16.0000 O -14.0000 -16.0000]



