Nagot om kombinatorik

1. Inledning

Kombinatoriken &r den gren av matematiken som forsoker underscka pa hur
manga olika sitt nagot kan utforas. Det kan vara fraga om mycket olika slag
av problem. Kombinatoriska problem kan ibland vara mycket komplicerade.
Ofta &r det svart att avgdra om problemet &r enkelt eller svart. En svarighet
ar att man ofta forst maste analysera sjélva problemet innan man kan borja
rikna. Detta bygger mycket pa fortrogenhet med problemstéllningarna och
ett stort matt av 6vning. Det giller ofta att analysera problemet i termer
av sadana problem man kénner 16sningen pa och sedan formulera en strategi
for att tackla problemet utifran detta. Hér géller det forstas att vara pahit-
tig och det &r svart att lara ut hur man &r det. En annan svarighet med
kombinatoriska problem &r att det ofta &r svart att kénna pa sig om svaret
ar rimligt eller inte. Ur praktisk synvinkel &r detta speciellt viktigt nar det
finns ett mycket stort antal mojligheter att genomfora nagot. Det kan vara
vasentligt att forsta om det finns 100 miljoner mojligheter eller bara 100.000,
men intuitivt dr det svart att forsta skillnaden.

Vi ska analysera fyra typer av standardproblem som férekommer inom kom-
binatoriken. Med kombination av dessa och en ibland finurlig analys, kan
man komma at en del problem.

Vi ténker oss att vi ska vélja k element ur en méngd med n element. For
enkelhets skull kan vi tdnka oss att elementen &r kulor i en urna numrerade
med talen 1,2,...,n. Vid denna process kan vi gora valet med eller utan
aterldggning. Vid aterlaggning ldgger man tillbaka den kula man just dragit
sa att den kan forekomma flera ganger. I det andra fallet kan varje kula
bara dras en gang. Vid dragning i ett bingolotteri dr det fraga om val utan
aterlaggning, vid dragning av en siffra i taget i ett numerlotteri &r det fraga
om val med aterlaggning.



Vid valet av k kulor bland n givna kan ordningen som kulorna dras pa vara
ovisentlig eller mycket viktig. I dragning till ett bingolotteri &r ordningen
ovasentlig medan den forstas ar viktig i dragningen till ett nummerlotteri.
Man skiljer pa val med eller utan hdnsyn till ordning.

Kombination av de tva typerna ger fyra kombinatoriska problem som vi ska
analysera: val med/utan aterliggning och med/utan hénsyn till ordningen.
Det &r inte ofta man kan losa kombinatioriska problem i vardagen med dessa
typer, men man kan ofta komma pa en strategi for 16sning av problemet sa
att en kombination av de fyra typerna leder till en 16sning.

2. Val med aterlidggning och hinsyn till ordningen

Ett typexempel ar antalet tipsrader som ar mojliga. Vi ska vélja mellan sym-
bolerna 1, x, och 2 tretton ganger. Vid varje tillfalle har vi tre val. Multipli-
kationsprincipen ger att svaret dr 3'2 eller ungefir 1.6 miljoner olika rader.

Mer generellt ger multiplikationsprincipen att det finns n* olika méjligheter
att vélja k element bland n givna med aterliggning och med hénsyn till
ordning.

Exempel 1 Hur manga delméngder finns det till en méngd med n element?

En lamplig strategi ér att lata elementen i méngden avgora om de ska vara
med i delméngden eller inte genom att rosta ja eller nej. Det betyder att vi, i

tur och ordning, ska vilja mellan tva objekt, “ja” eller “nej”, n ganger. Svaret
blir darfor 2.

Exempel 2 Tio personer téivlar i tre olika grenar. Pa hur manga olika sétt
kan forstaprisen delas ut om den som vunnit tva grenar inte far stélla upp i
den tredje?

Vi ténker oss att forstaprisen véljer sin pristagare (i tur och ordning). Vi
bortser, till att borja med, fran inskréinkningen att den som vunnit tva grenar
inte far stilla upp i den avslutande. Vi har da 103 olika méjliga utfall. De
som inte ar giltiga under de givna férutsidttningarna ér 10 stycken, dvs de
dér samtliga forstapris tas av en och samma person. Svaret blir 990.

3. Val utan aterliggning men med hénsyn till ordning.

Ett typexempel har dr antalet mojliga staplar bestaende av fyra klotsar som
kan byggas med sju olikfirgade byggklotsar. Understa klotsen kan véljas pa
7 sétt. Nésta klots kan, oberoende av forsta valet, viljas pa 6 sétt, osv.



Multiplikationsprincipen ger att svaret dr 7-6 -5 - 4 = 840.

Mer generellt ger multiplikationsprincipen att det finns n-(n—1)--- (n—k+
1) = n!/(n — k)! sétt att vilja k element ur n givna utan aterliggning men
med hénsyn till ordning.

Om speciellt n = k har vi att det finns n! sétt att ordna n givna objekt. En
sadan ordning kallas en permutation av objekten.

Exempel 1 Hur manga “ord” kan bildas av bokstdverna i ordet “ankfot”?

Ord av “langd” 1 &r 6 till antalet, eftersom det finns 6 olika bokstédver att
véalja mellan. Antalet ord av langd 2 &r 6 - 5 enligt multiplikationsprincipen,
etc. Svaret blir

6
6+6:5+65-4+6:5:4:3+6-5:4-3-2+6:5:4:3-2.1 = »_ 61/(6—k)! = 1956.
k=1

Ovning 1 Om orden av lingd 6 skrivs i bokstavsordning, vilket kommer dé
pa plats 7117

Exempel 2 [ beséttningen pa en fyra med styrman (en roddbat) har bara
tva ritt att vara styrman. Pa hur manga sétt kan baten bemannas?

Vi viljer forst en av de tva mojliga styrméannen. Detta kan ske pa 2 sitt. De
aterstaende fyra platserna kan beséttas pa 4! olika séatt. Multiplikationsprin-
cipen ger att svaret ar 2 - 4! = 48.

4. Val utan aterldggning och utan hénsyn till ordning

Ett typexempel pa detta dr hur manga godispasar med tio karameller man
kan komponera om man har trettio (olika) karameller att véilja mellan. Om
x betecknar detta antal har vi att = - 10! = 30!/(30 — 10)!. Hogra ledet
berdknar antalet sitt att véilja ut 10 karameller i ordning, dvs antalet sétt
att dta upp tio karameller (en i sénder!) givet trettio olika. Processen kan
genomforas sa att man forst stoppar tio karameller i en pase, vilket kan goras
pa x sétt, och darefter inmundigar innehallet. Detta kan goras pa 10! olika
séatt. Multiplikationsprincipen ger nu likheten z - 10! = 30!/(30 — 10)!. Vi far
alltsa z = 30!/(10!(30—10)!) = 30045015. Drygt trettio miljoner méjligheter.

Allmént anvéinder man beteckningen (Z) for antalet sitt att vélja en del-
méngd med k element ur en méangd med n element. Eftersom det &r fraga om
delmdngd spelar ordningen ingen roll. Vi har generellt att (Z) k' =nl/(n—k)!



eller

(1) =

Uttrycken (Z) kallas binomialkoefficienter eftersom de dyker upp i utveck-

lingen av det binomiska uttrycket (z + y)™.

Exempel 1 Hur manga olika ord kan bildas om samtliga bokstéver i ordet
“PARALLELL” ska anvéndas?

Vi ténker oss att vi har nio tomma platser uppradade fran vénster till hoger
som ska fyllas med bokstédverna. Vi véljer ut fyra platser och placerar ut de
fyra L:en ((Z) mojligheter). Vi viljer sedan tva platser bland de aterstaende
fem och placerar ut de tva A:na ((g) mojligheter). Dérefter placerar vi ut de
aterstaende tre bokstéverna pa de kvarvarande tre platserna (3! mojligheter).

Multiplikationspsrincipen ger att svaret &r

(oo

Alternativt, och enklare, kan man forst betrakta de tva A:na och fyra L:en
som olika, genom att t.ex. sidtta index pa dem: Ay, A,, L, Lo, L3, Ly. Antalet
ord ar nu 9!. Efter strykning av index kommer det alltid vara 2!4! (= antalet
sitt att ordna A:na och L:en) som ger samma ord utan index. Detta ger
svaret 91/(2!4!).

Exempel 2 Vid dragning av fem kort ur en kortlek, vad &r sannolikheten
att fa precis tre ruter? (Om alla utfall &r lika sannolika (jadmn sannolikhets-
fordelning) definieras sannolikheten som antalet gynnsamma utfall dividerat
med antalet mojliga.)

Om vi ténker oss att vi drar korten i tur och ordning, placerar dem fran
vanster till hoger och skiljer pa kortens valorer blir alla utfall lika sannoli-
ka. Antalet mojliga dragningar blir 52!/(52 — 5)!. For att berdkna antalet
gynnsamma utfall viiljer vi forst tre platser bland fem ((g) mojligheter) och
placerar ruterkort dar (13-12-11 mojligheter). Pa de aterstaende tva platser-
na placerar vi kort av annan farg (39 - 38 mojligheter). Antalet gynnsamma
utfall &r () - 13-12-11- 39 - 38. Svaret ir

10-13-12-11-39-38 2717
52-51-50-49-48 33320

~ (), 082.

Vad édr sannolikheten for samma héndelse om man tillater aterldggning av
kort? De gynnsamma fallen &r nu (3)13339% = 10 - 13°32, medan de méjliga
utfallen &r 52° = 4513°. Svaret blir alltsa 45/2° ~ 0, 088.
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Man kan ocksa 16sa (det forsta) problemet genom att konstatera att antalet
mojliga utfall &r (552). De gynnsamma &r (133) (val av tre ruter) multiplicerat

med (329), vilket ger (133) (329) / (552).
Exempel 3 Pa hur manga séitt kan en skolklass bestaende av 3n elever delas
in i grupper om tre?

Vi ténker oss forst att grupperna numreras med 1 upp till n och att varje
grupp i tur och ordning viéljer sina medlemmar. Vi later y beteckna antalet
mojligheter att gora detta. Detta kommer inte att ge ratt svar eftersom det
i uppgiften inte forutsiatts nagon “etikettering” av grupperna. Om det sokta
antalet &r x kommer vi att ha n! - x = y, eftersom det finns n! olika sétt
att fordela etiketterna 1,2,...,n pa n grupper. Vi berdknar y. Den forsta

gruppen kan viéljas pa (‘?) siatt. Den andra gruppen kan sedan véilja pa

(3"3_3) = (3(”3_1)) olika sdtt. Den tredje gruppen kan vilja pa (3(”3_2)) sétt,

etc. Vi far enligt multiplikationsprincipen

nlezmy— (3;) (3(n3— 1)) (3(77,3— 2)) o (g) _ (3n)1/(31)".

Svaret #r alltsa x = (3n)!/(n!(31)™). Om 12 elever ska delas i grupper om 3
ir saledes antalet majligheter 12!/(416%) = 15400.

Ett alternativt sétt att bestdmma y ar att forst rada upp eleverna i en rad
och sedan bestdmma att de tre forsta bildar forsta gruppen det tre foljande
den andra gruppen etc. Antalet sétt att rada upp eleverna ér (3n)!, sa antalet
siatt att dela in eleverna i grupper om tre dér varje medlem har ett nummer
1 —3ar y(3h)™ = (3n)l. Detta ger y = (3n)!/(31)".

5. Val med aterlidggning men utan hinsyn till ordning.

Ett typiskt exempel pa detta ar antalet valresultat som kan forekomma nér 75
personer rostar pa en av fyra kandidater A, B, C och D. Ett séitt att téinka sig
problemet ar att sdtta sig in i valsammanriknarens situation nér han éppnar
urnan for att rdkna ut valresultatet. Det forsta han gor ar (lampligen) att
sortera rostsedlarna i fyra hogar, en for A, en for B, en for C och en for D. Lite
mer orealistiskt, men strategiskt vettigt, ar det att tédnka sig att han sedan
lagger ut dem i en lang rad (med 75 platser). Man kan ténka sig att man drar
ett streck mellan A’s, B’s, C’s och D’s sedlar och att dessa streck upptar 3
platser. Totalt har vi nu 78 platser dér 3 streck ska placeras in. De platser
som kommer fore forsta strecket upptas av A’s valsedlar, de som kommer
mellan forsta och andra strecken upptas av B’s, etc. De mgjliga valresultaten



blir antalet sétt att placera in 3 = 4 — 1 streck pa 75+ (4 — 1) platser, dvs att

vélja 4 —1 objekt bland 75+ (4 — 1) givna. Detta antal ar (752(741_1)) = 67525.

Generellt har vi att antalet sétt att vilja k objekt bland n givna med ater-
ldggning och utan hénsyn till ordningen ges av

k+n—-1\ (n+k-1
n—1 N k '
Metoden att sédtta “streck i rdkningen” &r ett standardtrick i kombinatorik.

Exempel 1 Hur manga olika kast kan goras med fyra térningar? (Man bort-
ser fran vilken térning som visar de olika valorerna.)

Hér ar det fraga om att gora fyra val (av 1 till 6) med aterldggning och dar

ordningen dr ovésentlig. Svaret blir alltsa (6+i_1) =9-8-7-6/4! = 126.

Exempel 2 Man viljer pa mafa ut sju kulor ur en burk med ett stort antal
bla, gula, grona och roda kulor och stoppar dem i en pase. Pa hur manga
siatt kan detta goras?

Hér ar det fraga om att vélja sju objekt bland fyra givna med aterliggning
och utan hénsyn till ordning. Svaret blir (4+§71) =10-9-8/3! = 120 olika
satt.

Exempel 3 Hur manga positiva heltalslosningar har ekvationen x +y+ z =
91, dar x > 13 och y > 107

Vi tanker oss 91 dgg som ska fordelas pa 3 korgar. Antalet 4gg i forsta korgen
ar x antalet dgg i andra korgen &r y och antalet dgg i den tredje korgen &r
z. Vi lagger 13 &dgg i forsta korgen 10 i den andra och 1 i den tredje. Det
aterstar att fordela 67 dgg i de tre korgarna. Vi radar upp de 67 dggen och
placerar in tva streck. De som hamnar fore forsta strecket placeras i forsta
korgen, de som hamnar mellan de bada strecken placeras i andra korgen och
de som hamnar efter tredje strecket placeras i tredje korgen. Vi ska alltsa
berdkna antalet sétt att placera ut tva streck i raden av 67 dgg. Vi ska vilja
tva platser bland 67 + 2 sa svaret blir (629) = 2346.

Om man allmént soker antalet icke-negativa heltalslosningar till ekvationen
$1+I2+"‘+Ik:n

sa blir svaret (med samma resonemang som i forra exemplet) antalet sitt att

placera in k — 1 streck pa n + k — 1 platser dvs (n:ﬁ;l)



6. Nagra exempel.

I praktiken &r det séllan fraga om att direkt tillampa nagot av de fyra stan-
dardresultaten ovan. Oftast far man hitta pa en strategi for att 16sa proble-
met genom att dela upp i olika fall och tillimpa kombinationer av de fyra
metoderna. I val av strategier kan man vara mer eller mindre finurlig. Réatt
angreppssitt kan leda till verkligt enkla 16sningar medan andra kan ge rétt
resultat forst efter stor moda.

Exempel 1 Hur manga olika sjusiffriga tal kan skrivas med anvéndning av
siffrorna 0, 4, 4, 5, 5, 5, 67

En mojlig strategi &r att tdnka sig att sju platser i rad ska fyllas med siffrorna.
Det kan vara lampligt att forst placera ut 0. Eftersom talet inte far borja
med O finns det sex sétt att placera ut denna siffra. Dérefter placerar vi
ut 5:orna pa de tre av de aterstaende sex platserna. Det finns (g) séitt att
valja ut tre platser bland sex utan hénsyn till ordning. Dérefter placerar
vi ut de tva 4:orna pa de aterstaende tre platserna. Detta kan goras pa
(3) olika sétt. Till sist placerar vi ut 6:an pa den enda aterstaende platsen.

2
Multiplikationsprincipen ger resultatet 6 - (g) . (‘;) -1=6-20-3-1=360.

Nedan foljer tva exempel pa “streck i rdkningen”.

Exempel 2 Genom att hissa vimplar (under varandra) i masterna pa en
tremastad bat kan man sdnda meddelande till andra sjéfarande. Hur manga
olika meddelanden kan sdndas om man har tretton vimplar, var och en av
olika slag, att tillga? (Olika ordning pa vimplarna pa en mast anses ge olika
meddelanden.) En mgjlig strategi hér ar att ténka sig att man radar upp
vimplarna i masterna pa marken fran hoger till vanster och later tva streck
markera 6vergang fran masterna fran for till akter. Eftersom inget sédgs om
hur manga vimplar som ska anvéndas maste vi utga fran att detta tal, lat oss
kalla det k, kan variera mellan noll och tretton. Fixerar vi k finns det k + 2
platser att fylla, dels med k& vimplar och dels med tva streck. Vi placerar forst
ut strecken genom att vélja tva platser bland k4 2 utan héansyn till ordning.
Detta kan goras pa ("“;2) siatt. Déarefter placerar vi ut k av de 13 vimplarna
pa de aterstaende k platserna. Detta kan goras pa 13!/(13 — k)! sétt. Totalt
kan man sinda (*3?)131/(13 — k)! = (k + 2)!(}?) /2 olika meddelanden som
anvinder precis k stycken vimplar. Totala antalet mgjliga meddelanden blir
alltsa

13 /13
- Z ( B ) (k4 2)! = 1548801969976.
k=0



Antalet meddelanden som anvénder sju vimplar &r 9! (173) /2 = 1801800.

Exempel 3 Froken H ar nyinflyttad i stan och har fatt tag i en lagenhet
med tre fonsterbankar. Hon har rad att kopa tolv olika krukvéxter. Pa hur
manga sétt kan de placeras ut pa fonsterbankarna?

Vi tanker oss forst en fonsterbiank, som vi sedan brutalt kapar med tva snitt.
De tva snitten tillsammans med de tolv blommorna ger fjorton platser. Vi
valjer forst tva platser for snitten ((124) mojligheter) och dérefter placerar vi
ut de tolv blommorna pa de aterstaende platserna (12! mojligheter). Multi-
plikationsprincipen ger svaret (124) 12! = 43.589.145.600 mojligheter.

En anvéndbar teknik dr ibland att berdkna storleken pa komplementet till
de héndelser man &r intresserad av.

Exempel 4 En forening bestar av sju herrar och nio damer. Pa hur manga
sitt kan man tillsétta en styrelse bestaende av fyra medlemmar om minst
tva maste vara damer?

719). Antalet av dessa

dér ingen dam ingar &r (Z) och antalet med en dam &r (;) - 9. Svaret blir

dirfor (1)) = ((7) + (3) - 9) = 1470.

Antalet sétt att tillsdtta en styrelse utan villkor &r (

Vi kan ocksa resonera sa att antalet styrelser med 2 damer &r (g) (;) Antalet
styrelser med 3 damer &r (3)7 och antalet med 4 damer &r (Z). Svaret blir

ditor () () + ()7 + )
Exempel 5 Hur manga femsiffriga tal innehaller minst en sjua?

Vi berédknar forst antalet femsiffriga tal och subtraherar antalet tal som inte
innehaller ndgon sjua. Antalet femsiffriga tal dr 9-10* = 90.000. Antalet som
inte innehaller ndgon sjua &r 8 - 9%, sa svaret blir 9-10* — 8 - 9* = 37.512.

7. Ovningar

Ovning 2 Hur manga “ord” med tre bokstéver kan man bilda av bokstéiverna
a,b,c,d,e och fom

a) upprepningar av bokstéverna inte &r tillatna?

b) upprepningar av bokstiverna #r tillatna?

c¢) om ordet ska innehalla e och upprepningar inte &r tillatna?
d) om ordet ska innehalla e och upprepningar #r tillatna?



Ovning 3 Pa hur manga sétt kan man vilja

a) tva frukter,
b) nio frukter,
c) ett godtyckligt antal (minst en) frukter,

fran fem (lika) &pplen och atta (lika) apelsiner?
Ovning 4 En pokerhand bestar av fem kort. Vad &r sannolikheten att fa

a) en stege (dvs korten har pa varandra f6ljande valérer, men har inte alla samma
firg)

b) en kak (dvs en triss (tre kort av samma valor) och ett par (tva kort av samma
valor))

pa given i poker?

Ovning 5 En kommitté ska bildas i en forening som bestar av sju kvinnor och
fyra mén. P& hur manga sitt kan det goras om

a) kommitten ska besta av tva kvinnor och tva méan?

b) kommitten kan vara godtyckligt stor men ha lika manga kvinnor som mén?

c¢) kommitten ska ha fyra medlemmar varav minst tva &r kvinnor?

d) kommitten ska ha tva kvinnliga och tva manliga medlemmar och herr Johansson
ska inga?

e) kommitten ska ha tva kvinnliga och tva manliga medlemmar och herr och fru
Johansson ska inte bada vara med?

Ovning 6 Du ska képa tio flaskor 6l i en affir som har tre olika sorter. P& hur
manga sitt kan du gora det om du skall ha minst tva av varje sort?

Ovning 7 En dominobrickas framsida #r delad i tva kvadrater som var och en
bestar av ingen, en, ...eller sex prickar. Hur manga dominobrickor finns det?

Ovning 8 Hur méanga termer far man da man utvecklar (z1 + z2 + - - - 4+ 2)"?

Ovning 9 Hur manga icke-negativa heltalslosningar finns det till ekvationen z; +
To + 13 + x4 = 147

Hur manga med z1 > 2,20 > 2,23 > 4,24 > 07 Hur manga med z; > 2,29 >
2,03 > 4,24 <37



Forslag till svar

1. Tokfan

2. a) 120 b)216 ¢)60 d)91

3.a)3 b)5 ¢)53

4. a) 10(4° —4)/(552) ~0,0035 b) 13-12() (;)/(552) ~ 0,0014
5.a)126 b)329 ¢)301 d)63 e) 108

6. 15

7. 28

8. (n+k—1)

n

9.a)680 b)84 )74
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