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1. Los den diofantiska ekvationen 8x + 15y = 100. (6p)
Lsn. Ta (zo,v0) = (2, —1) som l6ser ekvationen 8z + 15y = 0. Eftersom sgd(8,15) = 1 ar
den allménna 16sningen till 8z 4 15y = 100

=200+ 15n, y = —100— 8n.

2. Vi definierar en talfoljd L(1), L(2), - - - enligt foljande rekursiv formel:
L(0)=2, L(1)=4, Ln)=3Ln-1)—2,n>2.

Bevisa med induktion att L(n) = 3™ + 1 {or alla naturliga tal n. (6p)

Bevis. L(0) = 2,0ch 3° + 1 =1+ 1 = 2, s4 giller pastdendet fér n = 0. Antag det giller for
n = k,dvs L(k) = 3k + 1, skall vi bevisa det for n = k + 1. Engligt den rekursiva formeln
och induktionsantagandet

Lk+1)=3L(k)-2=33"+1)—-2=3"4+3-2=3" 41

dvs past. édr bevisat for k£ + 1. Darmed géller det for alla n.

3. Hur manga av heltalen 1,2, --- , 300 dr relativt prima med 300? Hur manga dr relativt prima
med 10?7 (6p)

Lsn. Berikna Eulertal ®(300) for 300. Primtalfaktorisering: 300 = 3 - 100 = 3 - 2% - 52,
D(300) = P(3)P(2%)P(5%) = 2 -2 - 20 = 80. Svar: Det ér 80 st av talen ir relativt prima med
300.

Vi berdknar antalet N av heltalen z, 1 < x < 300 som ej &r relativt prima med 10, dvs dessa
x med sgd(z,10) > 1. Eftersom 10 = 2 - 5, ett sadant = har en faktor 2 eller 5. Antalet av x
som har en faktor 2 dr 150 (dvs dessa jimna tal mellan 1 och 300); antalet med faktor 5 &r 60.
Snittet av dessa tva méangder &r heltalen som har faktor 10, vars antal dr 30. /N blir nu

N =150 + 60 — 30 = 180.
Svar: 300 — N = 120.
4. Har kommer 3 pastaenden. Ange S (Sant) eller F (Falskt). Ge ett resonemang for de sanna

pastaendena och ett motexempel for de falska pastaendena. Endast svar med ritta argument
ger nagot poing. Universum ir mingden Z™* av positiva heltal. (7p)

[a] Vx,Vy,Vz : zlyz = x|y eller x|z.
[b] Vx,Vy,Vz : sgd(z,y) =1 och sgd(z,z)=1= sgd(z,yz) =1
[c] Lat p och ¢ vara tva heltal, p # ¢. Det finna x sadant att

r=0modp och x=1modg.



Lsn.[a] Fz =6,y =3,z =2.

[b] S. Allmént: Om p &r ett primtal som delar = och yz, sa delar p en av y och z, dvs, p delar
sgd(x,y) eller sgd(x, z). Nu eftersom sgd(x,y) = 1, sgd(z,z) = 1, sa finns inget primtal
som delar = och yz. Dvs, sgd(z,yz) = 1.

[c] F. (Paminnelser: Kinesiska restsatsen.) Lat p = 2, ¢ = 4. Sa har ekvationssystemet ingen
16sn., eftersom om = = 1 mod 4 sa dr x = 1 mod 2, som motsdger x = 0 mod 2.

. Hur manga olika 6-siffriga tal kan man bilda av sifforna i talet 1233457 (6p)

Lsn: § =23.32.5.

. Lat A vara en midngd med m element och B = {by, b, - ,b,} med n element. Hur ménga
funktioner f : A — B som har b, i sin bild (dvs, det finns a € A, f(a) = by) finns det?  (6p)

Lsn. Allmint: Antalet funktioner fran A med m element till B med n element ar

n---n=n"
——

m st.

eftersom varje element i A har n st. val och det dr m st element i A. Antalet funktioner fran A
till B som inte triffar b; dr exakt antalet funktioner fran A till B\ {b;}, vars antal dr (n — 1)™.
Svar: n™ — (n — 1)™.

. Kan du rita de fullstindiga grafen K, med 4 noder utan att lyfta pennan och utan att ga pa
samma kant flera ganger? Kan du gora det for K5 med 5 noder? Forklara varfor du kan eller
inte kan. (6p)

Svar: Grafen K, har gradtal 3 pa alla sina noder, medan K5 har gradtal 4. Enligt Eulersatsen
kan vi rita K5 men inte K.

. Lat p, ¢ vara tvd heltal. Vi definierar en avbidning: f : Z,, — Z, X Z, fran Z,, till produkt-
mingden Z, X Z,, genom f([x],,) = ([z],, [],)- Bevisa att f dr vildefinierad (dvs oberoende
pa representater). Antag p och ¢ &r relativt prima. Bevisa att f &r en bijektion. (1+6p)

Bevis. Paminnelser: Z,, ir heltalen mod n dvs ekvivalensklasser av heltal mod n. Om [z],, =
[Y]pg» dvs ©—y = 0 mod pg, som enligt definitionen betyder att pg delar talet = —y, med p delar
pg, sa delar p ocksa x — y, dvs [z], = [y],; likadant far vi [z], = [y],. Att f dr véldefinerad &r
bevisat.

Antag sdg(p, q) = 1. For varje ([r],, [s]y) € Z, X Z,, enlight Kinesiska restsaten sa finns ett
heltal z sa att
r=rmodp och x=smodg.

dvs [z], = [r],, [x]; = [s],- Med andra ord: f([z],,) = ([r]p,[s],) och f dr pa (surjektiv).
Men méngderna Z,, och Z, x Z, har samman antal element, pg stycken, maste f vara injektiv.
(Man kan bevisa injektiviteten sjavstandigt ocksa.)



