MATEMATISKA VETENSKAPER

Tentamen i Diskret matematik, TMV200, 2016-08-26 kl. 14.00-18.00
Hjélpmedel: Inga, €j heller rdknedosor.

Examinator: Seidon Alsaody.

Telefonvakt: Johannes Borgqvist, ankn 5325

For betyg 3, 4 och 5 krdavs 20, 30 resp. 40 poéng, inklusive eventuell bonus fran veckout-
maningarna under HT2015. Maxpoédngen &r 6 poidng pa varje uppgift, utom uppgift 4 dar
maxpoéngen ar 8 poing.

Skriv tydligt och strukturerat och motivera vdl; dina resonemang dr minst lika viktiga som
dina svar! Lycka till!

1.

(a)

(b)

Argumentet &r giltigt: den sist hypotesen medfér att p &r sann och w falsk. Fran
forsta hypotesen foljer da att r &r sann, och fran den tredje att s dr sann. Andra
hypotesen ger da att t 4r sann.

Pastaendet dr falskt. Oavsett vad x och y &r, existerar det z sa att xy+ 2z # 1 (vélj
tex z =2 —zy).

2. Vi har att 16sa foljande kongruenssystem

4.

z =1 (mod 3)
x =2 (mod 5)
z =3 (mod 7).

Genom provning eller berdkning ses att en 16sning &r x = 51. Da 3, 5 och 7 &r relativt
prima och 3 -5-7 = 105 ger kinesiska restsatsen att samtliga 16sningar ges av ¢ =
51 4+ 105m, n € Z.

Viardeméngden &r alla heltalspotenser av 2, dvs ...,1/4,1/2,1,2,4.... Funktionen &r
darfor inte surjektiv, ty t ex virdet 3 inte antas. Den &r dérfor inte heller bijektiv.
Diremot &r den injektiv, ty om 2% = 2¥ sa dr 2*°Y =27 /2 =1, dvsx—y = 0,sa x = y.

(a)

Om man forst tar hdnsyn till gruppernas namn (kalla grupperna A, B, C och D),
sa kan man forst vélja vilka 4 lag som ska vara i grupp A pa (146) sitt, sedan vilka
som ska vara i grupp B pa (142) sitt, sedan vilka som ska vara i grupp C pa (i)
sitt, och de sista hamnar automatiskt i grupp D. Foér att bortse fran gruppernas
namn maste man sedan dividera med antalet permutationer av de 4 grupperna,

som ar 4!. Antalet satt blir darfor

(0 -5

Nu bestdms grupperna av att lag 1-4 spelar i dem, vilket betyder att vi bland de 12
kvarvarande lag ska vélja 3 som ska spela med lag 1, sedan bland de 9 kvarvarande
lagen 3 som ska spela med lag 2, och sedan bland de 6 kvarvarande lagen 3 som
ska spela med lag 3. Detta kan goras pa

(O0 -t




5.

7.

satt.
(c) Vi ska vilja 2 bland 4, och upprepa detta 4 ganger, vilket kan goras pa

4 4
= 6% = 1296
(5)

(d) For varje grupp kan man, efter att tva lag valts, rangordna dem pa 2 sitt. Utifran
svaret i (c) kan alltsi detta goras pa sammanlagt 2* - 1296 = 16 - 1296 sitt.

satt.

Basfallet for n = 1 dr 1+a > 1+a, vilket stdmmer. Antag nu att vi visat (1+a)"™ > 14+na
for ett visst n. Da géller

(1+a)™! = (14 a)"(1+a) = (1+na)(1 +a),
eftersom (14 a)” > 1+ na enligt induktionsantagandet, och 1+ a > 0. Vidare géller
(1+na)(1+a)=1+a+na+na® =1+ (n+1)a+ na?
vilket #r storre én eller lika med 1+ (n + 1)a ty na® > 0. Sammantaget har vi visat
(1+a)" "t >1+(n+1a

och induktionssteget dr klart. Tillsammans med basfallet ger detta enligt induktion-
sprincipen att pastaendet &r sant.

Den ir reflexiv om och endast om x = x + 3 (mod n), dvs n|(z + 3) — x, dvs n|3, dvs
n=3.

For symmetri, antag att xRy och undersck nir detta medfor att yRx. Om zRy géller
x=y+3 (modn), ochdaérxz+3=y+6 (modn), sa y=xz+3 (modn) om och
endast om y = y + 6 (mod n), dvs n|(y + 6) — y, dvs n|6, dvs n = 2 eller n = 3 eller
n = 6.

For transitivitet, antag att xRy och yRz och undersck nér detta medfor att zRz.
Om xRy och yRz giller x = y + 3 (mod n), och y = 2z + 3 (mod n), och da ar x =
246 (mod n). Det medfor att = z+3 (mod n) om och endast om 246 = z+3 (mod n),
dvs n|(z+3) — (2 +6), dvs n| — 3, dvs n = 3.

(Fotnot: néir n = 3 &r relationen inget annat dn kongruens modulo 3.)

(a) Funktionen ¢ : Z; — Z4 definieras av att ¢(n) &r antalet positiva heltal mindre
an eller lika med n som &r relativt prima med n, och ¢(2) = 1.

(b) Talet n kan primtalsfaktoriseras som n = p'fl -..phr ddr py,...,p, dr olika primtal
och ky ... k, ar positiva heltal. Eftersom primtalspotenserna &r parvis relativt prima
ar ¢(n) = qb(p’fl) -+~ ¢(p¥). En produkt av heltal #r udda om och endast om varje
faktor ar udda, sa vi maste visa att om n > 2 sa 4r minst ett qﬁ(pf") jadmnt. Men
om p dr ett primtal och k ett positivt heltal sa ar

o(p*) = p* —pF = pF 1 (p - 1).

Om p dr udda dr p—1 jamnt, och om p = 2 (det enda jimna primtalet) och k—1 > 0
ar pF~! jamnt. Eftersom n > 2 maste minst en faktor pfi uppfylla att antingen p
ar udda eller p =2 och k& > 1, och da ar ¢(p?i) jimnt. Beviset ar fullbordat.



8.

(a)
(b)

Det finns 6 mojliga grafer som fas genom att ta bort nagon av de 6 kanterna i X.

De ar alla isomorfa. De 4 som fas genom att ta bort en ytterkant &r uppenbart
isomorfa med varandra (“vrid” en av dem ett kvarts varv, ett halvt varv eller tre
kvarts varv for att fa de andra). Pa liknande sitt dr de tva graferna med varsin
diagonal borttagen isomorfa med varandra. Om man tar grafen med toppkanten
borttagen och vinder upp den ena toppnoden 6ver bottenkanten, far man en graf
med ena diagonalen borttagen. Dérmed &r alla grafer isomorfa med varandra. (Vill
man kan man formulera detta i explicita isomorfismer genom att numrera noderna.)

For var och en av graferna giller att Eulercykler saknas, eftersom tva noder har
gradtal 3, som ar udda. Det finns dérfor en Eulervig som borjar i den ena sddana
noden och slutar i den andra, eftersom de 6vriga noderna har gradtal 2.



