Losningar for tenta i TMV200 Diskret matematik 2018-04-05 kl. 14:00-18:00

1.

3.

Vi forsoker hitta ett motsdgelsebevis (eller ett motexempel). Vi antar darfor att
slutsatsen ¢ V t ar falsk, dvs att ¢ = F och t = F', och ser om detta kan ske medan
de tre hypoteserna ar sanna.

Om tredje hypotesen skall vara sann maste r = F och p = F, och vi har da
tilldelat sanningsvéirden till alla de ingaende variablerna. Med dessa vérden blir
forsta hypotesen sann, men andra hypotesen blir falsk, dvs vi har fatt en motségelse.
Argumentet dr saledes giltigt.

Svar: Argumentet ar giltigt, enligt motségelsebeviset ovan.

. Svar: Ja, det galler, vilket kan visas pa exempelvis genom ett induktionsbevis.

Vi infor predikatet

2 12
P(n): 13+23+...+n3:%,

med universum Z, . Eftersom 13 = w ar P(1) sann, och vi har alltsa ett giltigt
basfall.

Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att P(n) = P(n + 1). Antag déarfor att P(n)
ar sann. Det galler nu att

+(n+1)° = +(n+1)° =

2

:(n+1)2(%+n+1) :(n+1>2‘n2+4n+4: (n+1)%(n +2)?

4 4 ’

dér de fagert gyllenglansande deluttrycken ovan ar lika enligt antagandet att P(n)
ar sann. Vi har funnit att

5 _ (n+1)*(n+2)°

P(n): 1P4+2°+.. . 4+n°+n+1) 1

ar sann sa fort P(n) ar sann, dvs induktionssteget P(n) = P(n + 1) géller.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger darfor
att P(n) ar sann for allan € Z,.

(a) Vi sétter ihop LINGON till en symbol £. Forutom £ har vi nu ett E; tva I,
ett L, och tva S. Dessa sju symboler kan permuteras pa 7! satt, men vi maste
sedan dela med 2! - 2! pa grund av de tva dubbletterna.

Svar: Det finns 2,7—'2, = 1260 olika sadana "ord”.

(b) Det finns atta olika bokstaver att vélja pa, varav fyra kan férekomma som
dubletter. Om alla fyra bokstaverna véljs olika sa finns (i) = 70 varianter, och

dessa kan sedan bilda 4! - 70 = 1680 olika ”ord”. Om en bokstav férekommer

dubbelt finns det 4(;) = 4-21 = 84 varianter, eftersom vi kan vélja dubbletten
pa fyra séitt och skall dérpa vélja tva olika bland de kvarvarande sju bokstéa-
verna. | fallet med dubletter far vi ‘2% - 84 = 1008 olika "ord”, totalt alltsa

1680 + 1008 = 2688.

Svar: Det finns 2688 olika sadana “ord”.



(¢) Vi klumpar ihop E, G, och V till symbolen &, som alltsa kan betyda antingen
GEV eller VEG. Forutom & finns det tio bokstaver, dar dock vissa forekommer

i fler &n ett exemplar. Vi far totalt 2 - ﬁg,y = i—g, = 1663200 olika "ord”.

Svar: Det finns i—g, olika sddana ”ord” (behéver ej forenklas, felaktig forenk-

ling ger inte avdrag).

4. Lat x beteckna antalet resendrer som akte med taget. Med informationen i uppgiften
kan vi stédlla upp kongruenserna

r =11 mod 57
= 9 mod 52.

Eftersom sgd(57,52) = 1 bedyrar kinesiska restsatsen att detta system av kongru-
enser har 16sningar, och av uppgiftsformuleringen framgar att vi soker ett x sadant
att 0 < x < 1000 (om det nu finns). Det finns flera sitt att bestimma detta .

Alternativ 1: Av forsta kongruensen, x = 11 mod 57, far vi att x = 11 + 57s for
nagot heltal s. Insattning av detta i den andra kongruensen ger

114+57s=9 modb2 <« 5s=-2=50 mod 5H2.

Eftersom sgd(5,52) = 1 blir s = 10 mod 52, dvs s = 10+52¢ for nagot heltal £.
Detta ger nu x = 11 + 57s = 11 + 57(10 + 52t) = 581 + 57 - 52¢, och vi ser att
den sokta losningen ar x = 581.

Alternativ 2: Vi finner forst en godtycklig 16sning till den diofantiska ekvationen
57u+5H2v = 1, och far sedan utifran denna loésningarna till kongruenssystemet
ovan som x =9 - 57u + 11 - 52v 4+ 57 - 52k for k € Z.

Euklides algoritm ger oss

57=1-52+5

52=10-5+2
5=2.241
2=2.140,

och genom att ga baklinges i dessa berdkningar far vi att

1=5-2.2
—5-2.(52—10-5)=21-5—2-52
=21-(57—1-52) —2-52=21-57— 2352,

och vi kan alltsa ta u = 21 och v = —23. Med losningsformeln ovan far vi for
nagot heltal k att

=9-57-21+11-52-(—23)+ 5752k =
— 10773 — 13156 + 2964k = —2383 + 2964k.

For k =1 far vi x = —23834-2964 = 581, som ar enda losningen till problemet.

Svar: Antalet passagerare dr z = 581.



5.

(a)

(b)

Eftersom a#b = (2a+ 1)b—a(b—1) = ab+ a + b géller det att (a#b) — (bf a)
forenklas till noll, dvs (a£b) = (b# a), och ¢ ar alltsa en kommutativ operator.
Svar: Ja, £ ir kommutativ.

Vi soker ett element e sadant att afe = a for alla @ € R (vi behover inte
undersoka e £ a = a, eftersom vi vet fran (a) att operatorn ar kommutativ). Vi
far

ate=asaet+at+e=a< (a+1)e=0,

och eftersom detta skall gélla for alla a maste e = 0.

Svar: Identiteten med avseende pa ¢ ar e = 0.

Om afb = e, dar e = 0 ar identiteten, sa ar b invers till « med avseende pa #.
Vi far
atb=0ab+a+b=0< (a+1)b+a=0.

a

—+7» och om a = —1 saknar a invers.

Om a # —1 blir inversen b = —

Svar: Ja, alla a # —1 har en invers med avseende pa #. Inversen till a ges

(da den existerar) av b = —-—%-.
a+1

Primtalsfaktorisering ger 432 = 2% - 33, och vi kan nu berikna

P(432) =2"1(2-1)3"1(3-1)=8-1-9-2 =144

Svar: $(432) = 144.

Med hjalp av primtalsfaktoriseringen i (a) ser vi att sgd(432,5) = 1 (al-
ternativt kan vi anvinda Euklides algoritm for att avsléja detta). Eftersom
sgd(432,5) = 1 ger nu Eulers sats att

52082) =1 mod 432, dvs 5" =1 mod 432.
Enligt divisionsalgoritmen &ar 723 = 5 - 144 4 3, sa vi far
g =57 =571 = (5145 . 58 = 15. 125 = 125 mod 432.
Detta betyder att x = 125 4+ 432k dar k € Z.

Svar: Alla sddana tal ges av x = 125 + 432k dér k € Z.

Svar: Nej, exempelvis géller bade 4R3 (4% — 3% = 7) och 3R2 (32 — 22 = 5),
men inte 4R2 (4% — 22 = 12).

Eftersom hogst en av aRb och bRa kan vara sann ar (aRb) A (bRa) alltid falsk,
sa det géller att (aRb) A (bRa) = a = b, och R &r sdledes antisymmetrisk.
Svar: Ja, R ar antisymmetrisk.

Om aRb s ér a®> —b* = p & (a + b)(a — b) = p for ndgot primtal p. Ett
primtal p har endast tva positiva faktorer (1 och p), och eftersom p > 1 maste
a+b=pocha—b=1.

Svar: Ja, om aRb sa ar dven a + b ett primtal.



8. (a) Ett nédvéndigt och tillrackligt villkor for att M skall ha en Eulercykel ér att
samtliga noder i M skall ha ett jamnt gradtal, vilket inte stdmmer for A och C.
Genom att liagga till en kant mellan A och C' far alla noder ett jamnt gradtal,
och det kommer da finnas en Eulercykel.

Svar: Nej, M har ingen Eulercykel. Genom att lagga till en kant mellan A
och C far grafen dock en Eulercykel.

(b) Ett trad ar en sammanhingande graf som saknar cykler. Fragan ar alltsd om
det gar att ta bort tva noder, och alla kanter som ansluter till dem, pa ett
sadant satt att den nya grafen dr sammanhiangande men saknar cykler. Enda
mojligheten till detta ar att eliminera F' och antingen H eller I, vilket ger de
tva mojliga traden nedan:

=27 7

Svar: Ja, om vi plockar bort F' och antingen H eller I blir den inducerade
delgrafen ett trdd med atta noder.




