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Losningar

1. (a) Primtalsfaktoriseringen ges av 450 = 2-3-3-5-5. Alla positiva delare
ges av alla mdjliga produkter av dessa faktorer och om man successivt
tar de som innehaller 0,1, 2, 3,4 respektive 5 faktorer sa far man:

{1,2,3,5,6,9,10, 15,25, 18, 30, 45, 50, 75, 90, 150, 225, 450} .

(b) Euklides algoritm ger:

301 = 3-84+49
84 = 1-49+35
49 = 1-35+14
35 = 2-144+7
14 = 2-7.

Alltsa dr sgd(301,84) = 7. Vi ersétter successivt de erhallna resterna
och far:
7 = 35-2-14=35—-2-(49—-1-35)=3-35—2-49
= 3-(84—-1-49)—2-49=3-84—5-49
= 3-84—-5-(301—-3-84)=18-84 —5-301.

2. Vi gor ett induktionsbevis.
Basfall: n =0
Da giller att

Y F(2i—1)=0=F(2-0),

och alltsa géller likheten for n = 0.

Induktionssteget: Antag nu att det géller for ett fixt naturligt tal n. Visa
att da giller det ocksa for n 4+ 1. Vi far

n+1

Y F2i-1)= zn:F(m' —1)+F2Mn+1)-1)

=1

=F2n)+F2n+1)=F2n+2)=F(2(n+1))
och alltsa géller likheten ocksa for n + 1.

Enligt induktionsprincipen géller darmed likheten for alla naturliga tal.



3. (a) Om vi bortser fran villkoret s finns det (}') olika arbetsgrupper. Ifran
detta tal far vi sedan subtrahera det antal grupper som innehaller
bade Herr V och Fru M. En sadan grupp viljs ut genom att de ovriga
3 medlemmarna viljs bland de aterstaende 12. Det finns alltsa (132)
sadana grupper. Svaret ar alltsa

(4)-(5) -

(b) Samma resonemang som ovan ger

n n— 2
k k—2)
4. Minimalt och minsta element: 1

Maximala element: 5 och 286
Storsta element saknas.

286

22 143

Figur 1: Hasse-diagrammet till mangden M.

5. (a) Lat universum vara de naturliga talen och infor féljande tva predikat:
P(n):5|n
Q(n): n* =1 (mod 5).
Da kan utsagan skrivas som

vn(=P(n) = Q(n)).
(b) Negationen ges av

=(Yn(=P(n) = Q(n))) < In—(P(n)
< dn(—=P(n)

> <
]
Q
S



Héar anvidnde vi en vilkidnd ekvivalens for implikation och rakneregeln
for negation av kvantorer i det forsta steget, och deMorgans lag i det
andra.

Negationen dr sann, for t ex ar P(2) och Q(2) bada falska.

Vi primtalsfaktoriserar 132 = 22 - 3 - 11 och multiplikativiteten for ®
och formeln fér dess viirde pa primtalspotenser ger att

B(132) = B(22)D(3)P(11) =2 (2—1)- (3 —1) - (11 — 1) = 40.

Vi ser direkt att varken 2 eller 3 delar 1121 och eftersom 1122 = 11-102
sa géller ocksa 11 ¢ 1121. Alltsa &r sgd(1121,132) = 1. (Man kunde
forstas ocksa visat detta med Euklides algoritm.) Vi far ocksa (forsta
steget i Euklides algoritm, sa dar hade man lite nytta av om man gjort
detta redan) att

1121 = 8- 132+ 6584 1121 =65 (mod 132).

Vi utnyttjar Eulers sats, a®™ = 1 (mod n) om sgd(a,n) = 1, med
a = 1121 och n = 132 och far

11211120 = 11218401 — (11210)%.1121' =1%.65 =65 (mod 132).
Svaret ar alltsa m = 65.

Reflexiv: Tag @ € G. Da har vi att axa™! = e € H sa aRa.
Symmetrisk: Antag att aRb, dvs axb™! € H. Eftersom H &r en grupp
sa giller att (axb~1)"t € H. Men (axb™1)"t = bxa~! si alltsa har vi
att bRa.

Transitiv: Antag att aRb och bRe, dvs axb™!t € H och bxc™! € H.
Men x ér en operator pa H si (axb~!)x (bxc™!) € H. Men fran
associativiteten hos x far vi nu att

1 1

(axb DNxbxc ) =ax(btxb)xct=axexc=axc ™t

Alltsa far vi att aRe.

Nollan ar identitet och det &r valként att addition ir associativ. Vidare
om n € Z sa dr —n € Z en invers for addition. Addition ar en operator
pa Hy, ty N | moch N | n ger N | (m + n). Vidare giller att Hy
har en identitet eftersom 0 € Hp. Till slut &r inversen av ett element
i Hy ocksa i Hy, ty N | n implicerar att N | —n.

Definitionen av R ger i specialfallet G = Z och H = Hy att mRn om
och endast om m —n € Hy. Men m — n € Hy om och endast om
N | m—n, dvs om och endast om m =n (mod N). I detta specialfall
ar alltsa R ingenting annat dn kongruens modulo N.



