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Losningar

1.

2.

3.

Argumentet dr giltigt och en motivering kan se ut sa har.

Enligt den andra premissen dr antingen s sann eller r falsk. Vi antar forst
att s dr sann och tar sedan fallet da r ar falsk.

Om s dr sann sa ar enligt den fjarde premissen da ¢ sann. Men da &r —pV q
sann och da ger den forsta premissen att v dr sann.

Antag nu istéllet r falsk. Da ger den tredje premissen att p ar falsk. Men
da ar —p V ¢ sann och da ger aterigen den forsta premissen att v dr sann.

Déarmed har vi visat att argumentet ar giltigt.

(a) Forutom de givna siffrorna ska man vilja ytterligare en siffra bland de
ovriga 8 vilket kan goras pa 8 sdtt om man for tillfdllet bortser ifran
att forsta siffran inte far vara en nolla. Man har sedan 6 siffror som
ska permuteras med en triplett och en dubblett. Det ger

6! ~8:6-5-4
3121 2
tal. Fran detta ska vi subtrahera antalet tal som startar med en nolla.

Dessa bestar av 5 6vriga siffror med aterigen en triplett och en dubblet.
Det ger

8 = 480

5! 5-4
—_— = = 1
312! 2 0
och alltsa blir det 480 — 10 = 470 sexsiffriga tal som innehaller exakt

3 tvaor och 2 femmor.

(b) Tal delbara med 5 dr som bekant de som slutar pa en femma eller en
nolla. Om vi forst tar de som slutar pa en nolla sa blir det lika manga
som de som startar pa en nolla vilket vi fick till 10 i forsta deluppgiften.
For de som slutar pa en femma blir kalkylen liknande den i a), med
skillnaden att vi nu inte har en dubblett utan bara en triplett fér de
som ska permuteras. Om man bortser fran att forsta inte far vara en
nolla far vi nu

5!
8-528-5-4:160.
De som borjar pa en nolla blir
4!
g
3!

sa totalt 160 — 4 = 156 som slutar pa en femma. Tillsammans blir det
alltsa 166 av talen som ar delbara med 5.

Vi gor total induktion 6ver n.

Vi behover 3 basfall eftersom rekursionen har 3 startvirden. Eftersom vi
har Ty = Ty, = T3 = 1 och 2! = 2, 22 = 4 respektive 2° = 8 si stimmer
olikheten for n = 1,2, 3.



Antag nu att olikheten galler for alla n < k for nagot £ > 3. Da far vi for
n==Fk+1 att

T =T+ T 1+ T 2 < oF + okl + k=2
=2M2(22+241) <2V .8 =28,

Alltsa géller olikheten for n = k + 1.

Med stéd av bastfallen och induktionssteget ovan sa ger induktionsprincipen
att olikheten géller for alla n > 1.

. Euklides algoritm ger:

97 = 1-54+43
b4 = 1-43+411
43 = 3-11+10
11 = 1-10+1

Alltsa dr sgd(97,54) = 1. Vi ersétter successivt de erhallna resterna och
far:

1 = 11-1-10=11—-(43—-3-11) =4-11—1-43
— 4(54—1-43)—1-43=4.54—5-43
— 4-54—5(97—54)=9-54—15-97.

En 16sning ar alltsa x = —5-6 = —30 och y = 9-6 = 54. Alla 16sningar ges
darmed av x = —30 + 54n och y = 54 — 97n med n € Z.

. Vivet fran kind sats att det finns en Euler-cykel om och endast om graden
av alla noder ar jimn, samt att det finns en Euler-vig om det finns hdgst 2
noder med udda grad.

(a) For K, har vi att graden hos varje nod &r n — 1. Alltsa finns det en
Euler-cykel om och endast om n dr udda. Om n = 2 finns det 2 noder
med udda grad, sa for n = 2 finns det en Euler-vig. For ovriga med
jdmnt antal noder finns det inte heller nagon Euler-vig.

For K, har vi att graden hos alla noder utom den “i mitten” ar 1
samt for den “i mitten” &r den n. Det betyder att det aldrig finns
nagon Euler-cykel samt att det finns en Euler-vig bara da n = 1 och
n=2.

(b) Antag forst att n > 4 &r jaimnt och betrakta K,,. Eftersom alla noder
har udda grad, sa behdver vi minska graden med minst 1 for alla.
Genom att dela upp noderna godtyckligt i n/2 par och ta bort kanten
mellan varje par sa far vi en delgraf med n/2 farre kanter som har
en Euler-cykel och detta ar forstas minsta mojliga eftersom vi maste
minska den totala graden med (minst) n. Svaret ar alltsa n/2 for K,
med jdmnt n > 4. Om n = 2 gar det inte att fa nagon Euler-cykel.
Betrakta nu K;,. Om n = 1 finns det ingen Euler-cykel. Om n ar
jamnt sa kan vi analogt med K, dela upp noderna i den stora gruppen
i n/2 par och ldgga till en kant mellan noderna i varje par. Da far



vi jamn grad for samtliga noder. Om n > 3 4r udda sa ar graden f6r
noden i mitten udda, och eftersom den redan har en kant till alla andra
noder, s& maste vi ta bort en kant (om vi inte tillater att det blir en
multigraf). For att den ska vara sammanhéngande och graden jamn
for noden som forlorade sin enda kant, sid maste vi dra en kant fran
den isolerade noden till tva andra noder. Det finns nu n — 3 noder kvar
som fortfarande har grad 1. Vi delar upp dessa i (n — 3)/2 par och
drar en kant mellan varje par av noder. Da har varje nod jamn grad.
Totalt far vi alltsd att man ska ligga till n/2 kanter om n &r jAmnt
respektive ta bort 1 och lagga till 24 (n —3)/2 = (n+ 1) /2 kanter om
n ar udda.

6. (a) Vikontrollerar att den #r reflexiv, symmetrisk och transitiv.
Reflexiv: aRa <= a = a - 2!, t € Z och det stammer for ¢ = 0.
Symmetrisk: aRb <= a = b 2! <= b = a - 27" <= bRa eftersom
—t € Z.

Transitiv: aRbADRc <= a=0b-2" ANb=c-2° dir s,t € Z. Men det
ger att a = (¢~ 2%) - 2! = ¢+ 257" = aRc eftersom s + t € Z.
Alltsa dr det en ekvivalensrelation.
(b) Vi kollar forst vad ekvivalensklasserna for de efterfragade talen blir.
Vi far
1]={beZ,:1=b-2teZ}={beEZ :27"=bt €L}
={beZ, :b=2"teZ}
och speciellt ser vi att 2 =2' € [1] sa [1] = [2]. For 3 far vi
B]={beZ,:3=b-2"tcZ}={beZy:3-27"=btecZ}
={beZ,:b=3-2"teZ}.

I allménhet far vi nu att
k] ={beZ, b=k 2"t e Z}.

och den bestar helt enkelt av alla positiva heltal som skiljer sig fran k
med en faktor som dr en potens av 2. Tex far vi [1] = [2] = [4] = [8],
3] = [6] = [12], [5] = [10] = [20].
7. Eftersom 56 = 2% - 7 s galler att 56 | k om och endast om 8 | k och 7 | k.
Vi delar darfor upp i tva olika steg.

Visa forst att 8 | n® —n® —n?+ 1. Eftersom sgd(n, 14) = 1 si dr n udda och
alltsa kongruent med 1,3, 5 eller 7 modulo 8. Det ger att n?> = 1 (mod 8)
(testa alla fyra fallen). Vi far da

n’—n—n*+1=m>)"n—n*)P?-n*n+1=n—-1-n+1=0 (mod 8).
Visa nu att 7 | n? —n% —n3 + 1. Eftersom sgd(n, 14) = 1 s ir sgd(n,7) = 1
si Eulers sats siger att n® =1 (mod 7). Vi far da

n—nS—ndr1=n®nP-n®-nPri=nP-1-n*+1=0 (mod?7).

Alltsa giller att 8 | n® —n® —n®+ 1 och 7 | n® — n® —n® + 1 och diirmed
att 56 | n® —nb —n3 + 1.



8. Om vi beteckningar a:s entalssiffra med ag sa dr b = (a — ag)/10 — 2ag. Det
ger att
200 a—ag 20a9 2la— 2lag a— ag

g 4 b — _ _ 91 — 21(b + 2ay).
R TRT) 10 10 10 (b+ 2ao)

Vi ser darmed att 2a + b dr delbart med 21 och speciellt da delbart med
7. Vi har alltsa att 2a + b = Tk. Om 7 | a s& kommer 7 dela b = 7k + 2a.
Omvént om 7 | b s& kommer 7 dela 2a = 7Tk — b men da géller att 7 | a
eftersom sgd(2,7) = 1. Darmed &r beviset klart.

Observera att resultatet ger en rekursiv algoritm att kontroller om ett tal
ar delbart med 7. Man upprepar proceduren att skapa b fran a tills man
har ett tal som man latt kan avgora om det dr delbart med 7. Analog regel
gar att konstruera for godtyckligt primtal.



