Losningar for tenta i TMV200 Diskret matematik 2018-08-31 kl. 14:00-18:00

1.

3.

Svar: Ja, det géller, vilket visas med induktion nedan.
Vi betecknar

VL(n)= i 3k(k —1) och  HL(n)=(n—-1)n(n+1),

och later U(n) vara utsagan (pastaendet) att VL(n) = HL(n).

Eftersom

—_

VL(1) =Y 3k(k—1)=3-1-(1-1)=0=(1—-1)-1-(1+1) = HL(1)
k=1

ar U(1) sann, och vi har alltsa ett giltigt basfall.

Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att U(p) = U(p + 1). Antag darfor att U(p)
ar sann for nagot visst p, dvs att V L(p) = HL(p). Det géller nu att

p+1 p

VL(p+1)=> 3k(k—1)=3p+1)(p+1-1)+ > 3k(k—1)
k=1

k=1
=3(p+1p+VL(p) =3p(p+1)+ HL(p)
=3p(p+ 1)+~ plp+1)=pp+1)B+p-1)
=plp+1)+2)=@+1-Dp+)p+1+1)=HLp+1),

dér de coelinbla uttrycken ovan ér lika enligt antagandet att U(p) ar sann. Vi har nu

funnit att U(p+1) &r sann sa fort U(p) &r sann, dvs induktionssteget U(p) = U(p+1)
galler.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger darfor
att U(n) ar sann for alla heltal n > 1.

. Vi forsoker hitta ett motsagelsebevis (eller ett motexempel). Vi antar darfor att

slutsatsen ¢ ar falsk, och ser om detta kan ske medan de tre hypoteserna ar sanna.

Om g = F maste p = S enligt tredje hypotesen, och da blir férsta hypotesen alltid
sann. Av andra hypotesen far vi att » = S. Da kan inte fjarde hypotesen vara sann,
da detta ger en motsagelse.

Om slutsatsen ar falsk maste alltsa nagon av hypoteserna vara falsk, och argumentet
ar saledes giltigt.

Svar: Argumentet ar giltigt, enligt motségelsebeviset ovan.

(a) Det finns fyra farger att vélja bland, och vi skall vilja tre valorer av tretton.
Dett kan alltsa goras pa 4 - (133) sétt.

Svar: Det finns 4 - (133) sadana utfall.
(b) Hér skall vi vélja en valor och tva farger, och sedan en till valér av nagon férg.

Detta kan goras pa (;) - 13- 12 - 4 = 3744 siitt.

Svar: Det finns 3744 sadana utfall.



()

Vi kan vélja de tre valorerna pa tolv sitt, och for varje kort kan dess farg véljas
pa fyra sitt. Detta ger oss 12 - 43 = 768 sitt.

Svar: Det finns totalt 768 olika utfall.

4. Lat = beteckna antalet hattar i karavanen. Av informationen i uppgiften kan vi
stalla upp kongruenserna

5.

2r =3 mod 15
=5 mod 14.

Eftersom sgd(15,14) = 1 utlovar kinesiska restsatsen att detta system av kongru-
enser har l6sningar, och vi séker den minsta positiva 16sningen.

Vi boérjar med att finna multiplikativa inversen till 2 modulo 15, vilket kan goras
genom att testa att multiplicera med talen 1 till 14 (eller genom Euklides algoritm).
Man finner att 8 -2 = 16 = 1 mod 15. Vi multiplicerar alltsa forsta kongruensen
med 8 och far

r=9 mod 15
r =5 mod 14,

eftersom 8 -3 =24 =9 mod 15.

Av forsta kongruensen, x = 9 mod 15, far vi att z = 9 + 15s for nagot heltal s.
Insdattning av detta i den andra kongruensen ger

9415s=5 modld < s=10 mod1ll <« s=10+ 14¢,

dar dven t ar ett heltal.

Vi kom tidigare fram till att x = 9 + 15s, och detta ger oss nu

2 =9+ 15s = 9 + 15(10 + 14t) = 159 + 15 - 14¢,

och minsta positiva 16sningen ges da t = 0 och ar x = 159.

Svar: Minsta antalet hattar som karavanen kan ha fort med sig ar x = 159.

(a)

Det finns atta bokstéver, varav tre finns som dubletter. Detta ger =5 = 7! =

212121
5040 olika ord.

Svar: Vi kan bilda 5040 olika ”ord”.

Om forsta bokstaven ar K finns det 2,7—;, = 1260 sétt att ordna de eftrerfoljande
bokstéverna, eftersom det finns tva dubletter kvar. Om forsta bokstaven dr D
finns det tre dubletter kvar, vilket ger = 630 ord. Sammantaget finns det

alltsa 1260 + 630 = 1890 olika "ord”.

7!
212121

Svar: Det kan bildas 1890 olika “ord”.

Vi sétter ihop KURR till en ny bokstav I, som vi sedan skall kombinera med
de resterande fyra bokstaverna. Eftersom det inte finns nagra dubletter kvar
far vi bara 5! = 120 olika "ord”.

Svar: Det kan bildas 120 olika "ord”.



6.

(a)

Vi kontrollerar enkelt att x «y = 2%y + 2y? = y?x + ya2? = y  x, s& operatorn
ar kommutativ.

Svar: Ja, operatorn ar kommutativ.

Genom att testa med nagra enkla virden ser vi exempelvis att
Ix(1%x2)=1%6=142

medan
(Ix1)*x2=2%2=16,

sa operatorn ar inte associativ.

Svar: Nej, operatorn x ar inte associativ.

Eftersom operatorn ar kommutativ racker det med att undersoka huruvida det
finns nagot e € R, sé att exx = x for alla z € R, Ett sddant e maste uppfylla

2 2 2 1—a”
e=e‘vt+exr s l=-cecr+ar-se=

T

Vi maste alltsa anvénda olika e for olika x, sa det finns inget e som fungerar
for alla.

Svar: Nej, x saknar identitet.

Grafen G dr sammanhidngande men innehaller cykler, och ar alltsa inte ett
trad.

Svar: Nej, grafen G ar inte ett trad.

Vi kan inte dela upp nodméangden V' i tva disjunkta delméngder, dar ingen av
grafens kanter gar inom respektive mangd (noderna {A, B, C'} har alla bagar
till varandra). Grafen G &r alltsa inte bipartit.

Svar: Nej, G ar inte en bipartit graf.

Grafen G ar sammanhéngande, och enligt en kédnd sats innehaller en samman-
hiangande graf en Eulervag precis da hogst tva noder har udda gradtal. I grafen
G har inga noder udda gradtal, sa G innehaller en Eulervig (i sjalva verket en
Eulercykel).

Svar: Ja, G innehaller en Eulervig.

Ett trad dr en sammanhéngande graf utan cykler, sa vi soker antalet sétt att
véilja ut tva noder (tillsammans med alla bagar till dem) att ta bort fran G sa
att det som blir kvar (dvs den inducerade delgrafen) ar sammanhéngande och
saknar cykler. Vi ser att vi méste ta bort endera av A och B, samt endera av
D, E, eller F. Detta ger oss 2 -3 = 6 olika val.

Svar: Sex av de inducerade delgraferna till G ar trad.



8.

(a)

Primtalsfaktorisering ger 344 = 23 - 43, och vi kan nu berikna
P(344) =271 (2 - 1)(43 —1) =4 -1-42 = 168.

Svar: $(344) = 168.
Med hjélp av primtalsfaktoriseringen i (a) ser vi att sgd(344,3) = 1 (alter-
nativt kan vi anvidnda Euklides algoritm for att upptéicka detta). Eftersom
sgd(344, 3) = 1 forsékrar Eulers sats att

3°64) =1 mod 344, dvs 3% =1 mod 344.
Enligt divisionsalgoritmen ar 2018 = 12 - 168 + 2, sa vi far

x = 32018 = 3121082 = (3168)12 32 — 11232 = 32 = 9 mod 344.

Detta betyder att x = 9 4 344k for nagot k € Z.

Svar: De sokta talen ar x = 9 + 344k for alla k£ € Z.



